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A

As cópulas Gumbel, BB7 e Clayton

Exemplo 18. (Cópula Gumbel). A famı́lia de cópulas Gumbel, CG
θ , ∀θ ≥ 1,

é definida por

CG
θ (u, v) = exp

{

−
[

(− ln u)θ + (− ln v)θ
]

1

θ

}

, (u, v) ∈ I2.

A sua função geradora é dada por ϕ(t) = (− ln t)θ, t ∈ [0, 1]. Note que para

CG
θ=1

= Π e CG
θ (u, v) → M(u, v) quando θ → ∞, ∀(u, v) ∈ I2. ¥

Na Figura A.1 temos as curvas de ńıvel da cópula de Gumbel para θ = 2 e

θ = 10.

Do Teorema 14 e das igualdadede (3 − 13) e (3 − 14) temos que

λUU = 2 − lim
xց0

1 − exp
{

−(2x)
1

θ

}

1 − exp
{

−(x)
1

θ

} , da Regra de l’Hôpital,

= 2 − 2
1

θ lim
xց0

exp
{

−(2x)
1

θ

}

exp
{

−(x)
1

θ

}

= 2 − 2
1

θ .

Logo, a cópula Gumbel é assintoticamente dependente na cauda superior para

θ > 1. Para θ = 1 temos que CG = Π e, portanto, λUU = 0. Como ϕ(0) = ∞,

é simples ver que λLL = 0. Para o cálculo de λLU = λLU precisamos do seguinte

resultado: dados θ1 ≤ θ2 então CG
θ1

(u, v) ≤ CG
θ2

(u, v), ∀(u, v) ∈ I2 (21); deste

resultado e do Teorema 12 vem que λUL = 0 = λLU :

0 ≤ 1 − lim
xր1

CGH
θ (1 − x, x)

1 − x
≤ 1 − lim

xր1

Π(1 − x, x)

1 − x
= 0.

Exemplo 19. (Cópula BB7). A famı́lia de cópulas BB7, CBB7

θ,δ θ ≥ 1 e δ > 0

é definida por

CBB7

θ,δ (u, v) = 1−
(

1 −
[

(1 − (1 − u)θ)−δ + (1 − (1 − v)θ)−δ − 1
]− 1

δ

)

1

θ

, (u, v) ∈ I2.
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Figura A.1: Curvas de ńıvel da cópula Gumbel para θ = 2 e θ = 10.

A sua função geradora é dada por ϕ(t) = (1 − (1 − t)θ)−δ − 1.

O parâmetro λLL é dado por 2−
1

δ , independente de θ; o parâmetro λUU

é dado por 2 − 2
1

θ , independente de δ. É simples, mas trabalhoso, ver que

λUL = 0 = λLU .

Exemplo 20. (Cópula Clayton). A famı́lia de cópulas Clayton, CC
θ , θ ∈

[−1,∞)�{0}, é definida por

CC
θ (u, v) =

[

max
(

u−θ + v−θ − 1, 0
)]− 1

θ , (u, v) ∈ I2.

A sua função geradora é dada por ϕ(t) = 1

θ
(t−θ − 1), t ∈ [0, 1]. Note que

CC
θ=−1

= W e, ∀(u, v) ∈ I2, temos os casos limites: CC
θ (u, v) = Π(u, v), para

θ → 0, e CC
θ (u, v) = M(u, v), para θ → ∞. ¥

Na Figura A.2 temos as curvas de ńıvel da cópula de Clayton para θ = 1

e θ = 15. Para o cálculo de λUU e λUL = λLU vamos usar o Teorema 12. Para
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Figura A.2: Curvas de ńıvel da cópula Clayton para θ = 1 e θ = 15.

θ > 0 temos:

λUU = 2 − lim
xր1

1 −
(

2x−θ − 1
)− 1

θ

1 − x
, da Regra de l’Hôpital,

= 2 + lim
xր1

1

θ

(

−2θx−θ−1
) (

2x−θ − 1
)− 1

θ
−1

= 0; e
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λUL = λLU = 1 − lim
xր1

[

(1 − x)−θ + x−θ − 1
]− 1

θ

1 − x
, pela Regra de l’Hôpital,

= 1 + lim
xր1

{

−
1

θ

[

θ(1 − x)−θ−1 − θx−θ−1
] [

(1 − x)−θ + x−θ − 1
]− 1

θ
−1

}

= 0.

Do Exemplo 20 vem que para θ > 0 temos: ϕ(0) = ∞ e ϕ−1(x) = (θx + 1)−
1

θ ,

para x ∈ [0,∞]. Assim, do Teorema 14, temos:

λLL = lim
x→∞

(2θx + 1)−
1

θ

(θx + 1)−
1

θ

= 2−
1

θ .
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