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4
Distribuicao normal assimétrica

A grande motivacao para a definicao da distribuicao normal assimétrica
é obter uma classe de distribuicoes paramétricas que apresente uma transicao
continua da normalidade para a nao-normalidade.

Muitas familias de f.d.p.’s tém a distribui¢ao normal como um caso limite,
como a distribuicao t de Student com v graus de liberdade, quando v — oo.
Entretanto, existem poucas classes de distribuicoes paramétricas que incluem a
normal como um de seus membros e nao apenas como um caso limite. Dentre
as classes que incluem propriamente a normal, algumas possuem expressoes
complicadas para a f.d.p. e outras sao obtidas de modo artificial ((3)).

Azzalini ((3)) definiu uma familia de distribuigoes paramétricas e tratéavel
matematicamente que inclui, propriamente, a distribuicdo normal padrao,
porém com um parametro extra que permite controlar a assimetria da distri-
buigao. Os membros dessa famila recebem o nome de normal assimétrica (SN),
abreviatura com origem na denominacdao em inglés “skew normal”. Ainda,
como veremos, essa famila permite uma variacdo continua da normalidade
para a nao-normalidade através da variacdo de um tunico parametro. Em novo
trabalho, Azzalini ((4)) apresenta novas propriedades da distribuigdo normal
univariada assimétrica. Apesar da sua importancia tedrica, as distribuicGes
normais assimétricas aparecem na modelagem de problemas praticos, como
veremos nos trés métodos de construcao dessas distribuicoes apresentados na
préxima subsecao.

Azzalini e Dalla-Valle ((5)) estendem os resultados obtidos nos trabalhos
de Azzalini para o caso multivariado e definem uma familia paramétrica
multivariada na qual as f.d.p.’s marginais s@o normais assimétricas. Também,
essa familia inclui a distribui¢ao normal simétrica multivariada como um caso
particular.

Na Secao 4.1 apresentamos a distribuicao normal assimimétrica univari-
ada; a influéncia da introducao de parametro de escala nos valores do excesso
de curtose ¢é estudada. Na Secao 4.2 apresentamos a distribuicao normal as-
simétrica multivariada. Na Secao 4.3 calculamos os coeficientes de dependéncia

homogeénea de cauda da distribuicao normal assimétrica.
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4.1
Caso univariado

Apesar de apresentado nesta Secao, o Lema a seguir tem grande im-
portancia na teoria das distribuicoes assimétricas em geral e pode ser usado
para definir o que vem a ser a f.d.p. de uma distribuicao ¢ assimétrica. Como
veremos, esse resultado foi usado por Azzalini ((3)) para definir a f.d.p. de uma

distribuicao normal assimétrica univariada.

Lema 4. Seja f uma f.d.p. univariada simétrica em torno da origem e G uma

f-d.a. absolutamente continua tal que G' € simétrica em torno de 0. Entado
2G(/\y)f<y)v com —0o0 <Y < 00, (4_1)
€ uma f.d.p. para todo nuimero real \.

Dem.: Sejam Y e X v.a.’s independentes com f.d.p.’s f e G’, respectiva-

mente. Entao
1ﬂ_PLX—Mudn_&mNX<AmY—yH—K_Gﬁwﬂw@,

onde a primeira das igualdades acima segue do fato da f.d.p. de Z = X — \Y

ser simétrica em torno da origem. |

Definicao 17. Se uma varidvel aleatoria Z tem f.d.p. dada por

d(zA) = 20(2)2(X2), (4-2)

para —oo < z < 00, onde ¢ e P sdo a f.d.p. e a f.d.a. da normal padrao, respec-
tivamente, entao dizemos que Z é uma varidvel aleatoria com distribuicdo

normal assitmétrica com parametro de assimetria A\, cuja notacao é dada por

Z ~ SN(N).

Na Figura 4.1 sao plotados os gréaficos das f.d.p.’s da distribuicao normal-
padrao e das distribuigoes SN(A = £1), SN(A = £2), SN(A = £3) e
SN\ = £4).

Note que o simbolo ¢ foi usado em (4-2) com dois diferentes significados:
para denotar as f.d.p.’s da normal assimétrica e da normal padrao; essa notagao

é justificada pela primeira das propriedades listadas abaixo:

A. A densidade SN(0) é a densidade da normal padrao N (0, 1);

B. Quando A — oo, ¢(z; \) tende para a f.d.p. da semi-normal, isto é, para
a densidade de |X|, onde X tem distribui¢ao normal padrao. Alguns
autores denominam por half-normal a distribuicao de |X| e usam a
simbologia | X| ~ HN(0,1);
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Figura 4.1: Gréafico das f.d.p.’s das distribui¢oes normal-padrao, SN (A = +1),
SN(A==£2), SN(A=4£3) e SN\ = £4).

C. Se Z ~ SN()), entao —Z ~ SN(=\); e

D. A densidade (4-2) é fortemente unimodal, isto é, logp(z; A) é uma funcao

concava em z.

Sabemos que o quadrado de uma v.a. normal-padrao tem distribuigao

qui-quadrado com 1 grau de liberdade, que denota-se por x3. A extensao dessa

propriedade & distribuicao normal assimétrica segue de um caso particular do

resultado a seguir:

Lema 5. Dadas as hipoteses do Lema 4, sejam as v.a.’s Y e Z com f.d.p.’s f

e (4-1), respectivamente. Entao |Y| e |Z] sdo identicamente distribuidas.

Dem.: Sejam Fy, fz e Fiz, fiz) a f.da. e a f.dp. de Z e de |Z],

respectivamente; para z > 0 temos:

Logo,

fiz(2)

Fiz(z) =

= 2G(\z

(
(

P[lZ] < 7]
Fz(Z) — Fz(—Z).

)f(2) +2G(=X2) f(==2)

A2)f(2) +2(1 = G(A2)) f(2)
= 2f(2).

Do resultado acima, segue a propriedade:
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E. O quadrado de uma varidvel aleatéria com distribuigao SN(A) tem

distribuigao 3.

Logo, os momentos de ordem par de uma v.a. com distribuicao normal

assimétrica sao iguais aqueles da distribuicdo normal padrao.

Definicao 18. A funcdo geradora de momentos de uma v.a. X € definida por
Ux(t) =E[exp{tX}], t € R.

Assim, temos a propriedade

F. A fungao geradora de momento de Z ~ SN(A) é dada por
Yy (t) = 2exp(t?/2)®(0t), onde § = A/V1+ 2.

A demonstracao desse resultado serd dada na Secao 4.3.

Um resultado que nos fornece a motivagao para a denominagao da fungao
¥, nos diz que se 1x(€) < oo para algum e > 0 entao 1x possui derivadas
continuas de toda ordem em (—e¢, €) e gf)(O) =E (X*) parak =1,2,... ((7)).

Dos resultados acima e das Propriedades E e F segue que:
G. A média de Z é dada por

E(Z) = \/%5; e (4-3)

H. A variancia de Z é dada por
2
Var[Z] =1 — =6
i

Vamos denotar por u, e por o, respectivamente, o n—ésimo momento central

e o desvio-padrao de uma v.a. X, ou seja, p, = E[(X —E(X))"] e 0 =
VE[(X —E(X))?].

Definigdo 19. O coeficiente de assimetria, vV(X), e o excesso de curtose,
72(X), de X sdo definidos por:

M
1) =3 (4-4)

¢ 2 Ha
YN =53 (4-5)

respectivamente, dado que esses coeficientes sejam definidos.
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O coeficiente de assimetria, como esperado, é uma medida da assimetria
da distribuicao. Intuitivamente, comparando-se com a normal, um valor nega-
tivo desse indice indica que a varidvel aleatéria tem uma probabilidade maior
de assumir valores na cauda esquerda da distribuicao. Idéntica relacao para
valor positivo do indice e a cauda direita.

O “menos 3"no final da férmula de v (X) pode ser explicado como
a insercdo de um fator de correcdo para tornar a curtose da distribuicao
normal igual a zero. Uma distribuicao com excesso de curtose positivo tem,
em comparacao com a normal, uma maior probabilidade de assumir valores
préximos do valor médio e, ainda em comparacao com a normal, tém caudas
“mais pesadas”, ou seja, uma maior probabilidade de ocorréncia de valores
extremos. Uma distribuicao com excesso de curtose negativo, em comparagao
com a normal, tem menor probabilidade de assumir valores proximos ao valor
médio e caudas mais leves, ou seja, a probabilidade de assumir valores extremos
¢ menor, quando comparada a distribuicdo normal.

Apés alguns algebrismos, de (4 — 4) e (4 — 5) temos as seguintes

propriedades para Z :

I. O coeficiente de assimetria é dado por

12 = G- |
V24 -7)8?
(- 202)}

Dem.: Por 4 — 4, temos que

E[Z%] —3E[Z] + 2(E[Z])°
(7 = EIZT = 3EZ] +2 (B [2)°
V(2)
como E [Z3] = M"(0) = % - \2/%, o resultado segue; e

J. O excesso de curtose de Z é dado por

V(Z) = 2An-3) ||
854 (m — 3)
(m —202)*

Dem.: Por 4 — 5 temos que

_ —4E[Z]E[Z?] + 12(E[Z])? — 6(E[Z])*

192 (1= (E2)?) |
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como E[Z%] = 1 = E[Z?], pois os momentos pares de Z sdo iguais
aqueles da distribuigao N(0,1), e a expressio de E[Z?3] foi obtida na

demonstracao do item acima, o resultado segue.

Na Figura 4.2 apresentamos os gréaficos das f.d.p.’s das distribuicoes
normal-padrao, SN(A = —5) e SN(A = 5).

—4 2 0 2x 4
Normal-padrao

Assimetria=—5
——  Assimetria=5

Figura 4.2: Fdp’s das distribui¢oes N(0,1), SN(A = —5) [coeficiente de
assimetria= —0, 779 e curtose= 0, 705] e SN (A = 5) [coeficiente de assimetria=
0,779 e curtose= 0, 705].

Os valores atingidos pelo coeficiente de assimetria variam no intervalo
(—0.995,0.995), enquanto que o excesso de curtose varia no intervalo (0, 0.869),
Assim, concluimos que a introducao da assimetria na distribuicao normal como
apresentada acima nao define uma familia de distribuicoes que atinge uma
vasta gama de valores para o coeficiente de assimetria e para o excesso de
curtose. Veremos a seguir que a introducao de um parametro de escala permite
controlar o valor do excesso de curtose.

O controle sobre o excesso de curtose nao é o objetivo principal da
introducao de parametros de escala na distribuicdo normal assimétrica. Na
verdade, para torna-la mais flexivel para a modelagem de problemas reais, é
necessaria a introdugao de parametros de localizacao e escala a sua definicao

original.

Definicao 20. Uma v.a. Y tem distribuicio mormal assimétrica com

parametros de localizacdo B e de escala o, onde a,3 € R e a > 0, se sua

fy<y>—3¢><y_5>c1><”y_ﬁ)>, (4-6)

o 0} o

f-d.p. é dada por

e utilizamos a notagio Y ~ SN («, 3, ).

Das Propriedades G, H, I e J temos que:
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G’. A média de Y é dada por

EY) = aE(Z2)+u
\/5
= %&y + 1

H’. A variancia de Y é dada por

Var[Y] = o*Var(Z)
= <1 — 252> 042;
T

I'. A introducao de parametros de localizacao e escala nao altera o valor do

coeficiente de assimetria; e

J’. O excesso de curtose de Y é dado por

YY) = a*P(Z) +3(0” - 1)
_ 8a?d(m—3) 9
= m + 3(a” — 1).

Dem.: Por 4 — 5 temos que

) _ E[(@Z + 8 - aR[Z] - B)"

YY) = E[(aZ + 6 —aE[Z]3)?]] ’
_ o (ElZ-EE N
= o (Br—map ) 23

e o resultado segue da Propriedade J.

Exemplo 17. Sejam Z ~ SN(N), Y := 2Z e o parametro de escala o = 2;

para N\ = —2, obtemos que Y?(Z) = 0,305; a partir deste valor, obtemos
7(2)(Y) = 10,22. Para um coeficiente de assimetria A = b, temos que
¥®(Z) = 0,705; para este caso, v?(Y) = 10, 816. [ |

Na Figura 4.3 plotamos as modificagoes sofridas pelos graficos das f.d.p.’s
das distribui¢bes normal-padrao e SN(A = =45) quando introduzimos o
parametro de escala o = 2. Note que a distribui¢ao N (0,4) é obtida a partir
da aplicacao do parametro de escala a = 2 a normal-padrao.

Agora, temos todos os resultados necessarios para demonstrar o Teorema
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-20 —io 0" [ 20 -20 —io ’ [ 20

Normal-padrao e escala=2 Normal-padrao e escala=2
—— Assimetria=—5 e escala=2 Assimetria=5 e escala=2

Figura 4.3: Fdp’s das distribuigoes N'(0,4) e SN(2,0, A = £5).

4. De (4 — 3), segue que a esperanca de XY, com X,Y ~ N(0,1), é dada por:

E[XY] = /OO /00 xyhg(x,y)dxdy

= (1+90) / / 2yo(z)é(y)dady
o[t dy> ([ wotor)
' (/_mj ) ([ o)
+0 </_OO dm) ( )(I)(y))dy)

Assim, (2 — 12) segue de (1 —1). [ |

Na definicao de distribuicdo normal assimétrica multivariada usaremos

3|

o resultado a seguir. Seja o vetor aleatério (X, Xs) com distribuicao normal
bivariada, X, Xs ~ AN (0,1) e coeficiente de correlagao linear igual a p, cuja

f.d.p. foi dada na Secao 3.3, temos o

Teorema 17. Suponha p = 0. Defina a v.a. Z = 6|X1| + V1 — 02X5, com

6] < 1. Bntdo Z ~ SN(7ts).

Dem.: Do fato de p = 0 segue que X; e X, sao independentes e tém
distribui¢ao normal padrao. Seja W = |X;|. Por um resultado da teoria da
medida, as v.a.’s W e X, sao independentes e, portanto, a densidade conjunta
é dada por

Jw,x, (W, 22) = 20(w)$(32)1(0,+00) (W)

Pelo método do Jacobiano, temos que

2 )
fwz(w,z) = md)(w)gb (%) L0, 400)(w)dwdz, z € R.
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Logo,

j2) = 0+oo \/%gb(w)gZS (\Z/l_———&;J w

e = {%}dw

como o integrando é a f.d.p. de uma normal com média §z e variancia 1 — §2

entao

) = 200 [ " plw)duw

_ =5
1-62

= 20(2)® <\/15—i_52> .

Para obter a expressao dada na Definicao 17 basta considerar A = —.

4.2
Distribuicao normal assimétrica multivariada

A introducao de uma versao multivariada da distribuicao normal as-
simétrica foi o objetivo do trabalho de Azzalini e Dalla Valle ((5)). A época, os
autores ressaltaram o relevante potencial para aplicacoes praticas dessa versao,
dado que no caso multivariado ha uma maior escassez de distribuigoes capazes
de modelar dados “nao normais”em comparacao com o caso univariado, em
especial quando as marginais possuem moderada assimetria.

A familia de distribui¢oes normais assimétricas multivariadas caracteriza-
se por incluir a distribuicdo normal multivariada como um de seus membros e
possuir as distribuigoes normais assimétricas univariadas como suas marginais.

No trabalho de Azzalini e Dalla Valle ((5)) foram apresentados dois
métodos para a construcao dessa familia de distribuicbes multivariadas: via
transformacao das marginais e via condicionamento; o primeiro método é

apresentado abaixo.

Construcdo via transformacao das marginais. Seja um vetor aleatério

k—dimensional Y = (Y7, ...,Y%)" com matriz de correlagio ¥ > 0 e marginais
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N(0,1) independentes de Y, ~ N (0,1). Entao:

(¥ )edelou)y

onde 0 representa um vetor coluna k x 1 cujas coordenadas sao iguais a zero.
Se d; € (—1,1), j =1,...,k, definimos

Z; =0, |Y0|+(1—6J2-)%Yj, para j =1,... k. (4-7)

Do Teorema 17 segue que as v.a.’s Z; definida em (4—7) tém distribuicao
SN(A(4;)), onde A(4;) = —2

.
. 1_6] 7 . . . . . ~ . . ~
Assim, obtemos uma vetor aleatério Z cujas distribuicées marginais sao

normais assimétricas. Logo, é natural definir a distribuicao conjunta de Z como
sendo uma distribui¢cao normal assimétrica multivariada.

A derivagao da f.d.p. de Z = (Z,...,Z;)" é simples, mas tediosa, e
serd omitida; seus principais passos podem ser encontrados no trabalho dos

referidos autores e a expressao final para esta funcao é dada por
fi(z) = 2¢(z;Q)®(a'z), com z € R*, (4-8)

onde

at o Atqj—lA—l .
TR

A:dmg(u—af) ,...,(1—55)%);
A=A (61), - A(6k)'5
Q=A(T+I\)A;

N|=

e ¢r(z; ) representa a densidade da distribui¢ao normal k—dimensional com

marginais N (0, 1) e matriz de covariancia €.

Definigao 21. Seja Z um wvetor aleatorio cuja densidade € dada por (4-8).
Entdo dizemos que Z tem distribuicao normal assimétrica k— dimensional, com
o vetor A para parametro de forma (ou assimetria) e ¥ para parametro de

dependéncia. A notacdo adotada € dada por:
Z ~ SN\, D). (4-9)

Quando consideramos a construcao de Z a partir do método de trans-
formacao das marginais, o computo da sua matriz de correlagao torna-se sim-
ples. De fato, dado que Y, ¢ independente dos Y;’s, Y2 tem distribuicao qui-

quadrado com um grau de liberdade e os resultados (4 —3) e (4.1), temos que:
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I 1 (L (LB A T B
{(1 — 2~16%) (1 — 27T*15j2)}§

parai,j=1,...,k.
Na modelagem de dados reais, é necessario introduzir parametros de
localizagao e de escala nas distribuigoes normais assimétricas multivariadas.

Consideraremos esses parametros na derivacao da f.d.p. no caso bivariado.

4.2.1
Distribuicao normal assimétrica bivariada

A notacao, bem como as restrigoes impostas aos parametros, sdo idénticas
aquelas ja adotadas nesta Subsecgao.

Como dito, a densidade da distribuicao normal assimétrica bivariada serd
obtida a partir do método de construcao via transformagao das marginais.

Sejam Y, Y1, Ys ~ N(0,1), Zy = 61 | Y, | +(1 =022 Yi e Zo = 0, | Y, |
+(1— 53)% Y. Seja, ainda, p o coeficiente de correlagao linear das v.a.’s Y; e
Y;5. Temos:

o = 51—bow

{(1-w?)(1-w2—53—63+26155w)

}
d2—01w
}

2 {(1-w?)(1-w2 63 —63+26165w)

ST

Y
Y

[N

01
\ = 1-67 | .
2 0o )

N
w=p\/(1=067) (1~ 035) + 010 e

- (01)

Entao, por (4-8), a densidade de uma distribuigdo normal assimétrica

bivariada é dada por
fz(Zl, 22) = 2¢2(Z’1, 22, Q)q)(alzl + 0122,’2). (4—11)

Note que quando d; = 0 = d, obtemos a distribuicdo normal bivariada
com marginais A/ (0, 1) e independentes.
E fAcil ver que |w| < 1 e, portanto, €2 é, de fato, uma matriz de correlagao.

Assim, sempre que for satisfeita a restrigao

510y — (1= 62) (1= 63) < < 86y + 1/ (1 — 67) (1 — 63)

a equacao
[2(21, 22) = 2¢9(21, 205 W) P (121 + @222), (4-12)
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é af.d.p. de uma distribuicao normal assimétrica bivariada, onde w representa a
correlagao em uma distribui¢ao normal bivariada cujas marginais sao N (0, 1).

De (4 — 10) segue que a correlagao de Z; e Zy é dada por:

py/(1—067) (1 —03) + 6162 (1 — 277)
V(I = 277162) (1 — 27162) '

p(Z1, Zz) = (4-13)

Como no caso univariado, para a modelagem de dados reais é necessario
a introdugio de vetores de localizagdo, u = (1, )" € R? e escala, ¢ =
(0'1, O'Q)t € R?l- Seja

7 = (Z{, Zé>ta com Z]/ = +0;25,5=12.

Logo,

fz(21, %)

92 r r
@(“’%% “wﬁ¢@%4ﬂm+%%—m0. (4-14)

0102 01 02

A densidade de Z]’», para j = 1,2, é dada por

/

=20 (2 e | 2=y -m)]. @9
’ % % ojy/1— 82

Na Figura 4.4 sao plotadas as f.d.p.’s das distribui¢oes normais bivariadas

para diversos valores de 07, d2 e p. Usaremos a notagdo SN (d,ds, p). Para

as distribuigdes SN(0,5;0,5;0,5), SN(0,5;0,5;—-0,5), SN(-0,8;0,8;0,7),

SN(0,8;-0,8;0,7), SN(-0,3;0,3;—-0,2) e SN(0,3;-0,3;—0,2) segue de

(4 — 13) que os coeficientes de correlagao linear dessas distribuigoes sao dados
por 0,554; —0,338; 0,033; 0,033; —0,228; e —0, 228.

Distribuicao condicional. A densidade condicional de Z5 dado Z; = z;

e de Z; dado Z5 = zy sao dadas por

P (04121 + 04222)

Z = = @c Z - s 9 4_1
f(21| 2 2’2) o) (21| 2 = 22 w) <I>(/\2z2) ( 6)
com)\Qz\/%,e
D (21 + gz
fla | Zo=21) = ¢e (22 | Z1 = 2150) (121 + a525) (4-17)

<I>(/\1z1) ’
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- 0 . 5 i ) ) -
com A\ = T em ambas as expressOes acima, z; — ¢ (2 | Z; = zj;w)
denota a f.d.p. associada & Z; | Z; = z; ~ N(wz;,1 —w?), com i # j e
i,j € {1,2}.

4.3

Calculo dos coeficientes de dependéncia homogénea de cauda da distri-
buicao normal assimétrica

Para o célculo dos coeficientes de dependéncia de cauda associados a
uma distribuicdo normal assimétrica bivariada precisamos do lema abaixo.
Tal resultado ja foi enunciado na literatura cientifica ((25)), mas sua correta

demonstracao é dada abaixo.

Lema 6. Seja X uma v.a. com distribui¢io N'(¢,0?%). Entao

E[®(X)] = <\/%> 7 (4-18)

onde ® € a f.d.a. associada a distribuicdo normal padrao.

Dem.: Seja U uma v.a. com distribuigao normal padrao e independente
de X. Vamos denotar por ¢x a f.d.p. de X.

]E[(I)(X)]:/ oo@(x)qu(x)dx:/ TP < 5) b (a)ds.

o0 —00

Da independéncia acima segue que P(U < z) =P (U < X|X = z). Logo

E[®(X) = /+OOIP(U < X|X = ) px(z)dx

= E[E [[y<x}|X]]
= E [ly<x)]

— P(U < X)

= P(U-X <0).

O resultado segue do fato de U — X ~ N(=&,1 + o?). |

Vamos demonstrar a Propriedade F da distribuicdo normal assimétrica
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univariada.
M(t) = 2/00 exp{tz}op(2)P(Az)dz

= 2/00 @()\z)\/% exp{—Z—2 +tz}dz

= 2exp{—= }/ O(Az) \/_exp{——(z—t) tdz; definindo u ==z — ¢ :

= 2exp{§}/ O (Au + Mt)op(u)du; do Lema 6 temos:

56 {tQ}q)( PY; )
g X —_— —_—
P V14 A2
2 A
= QGXP{E}(P((St), Onde5:\/ﬁ.

|

Seja Z com distribui¢do normal assimétrica bivariada cujas f.d.p.’s con-
dicionais sao dadas por (4-16) e (4-17). Usaremos os resultados do Teorema
13 para calcular os coeficientes de dependéncia de cauda para o caso em que
A1, A > 0, ou seja, as v.a.’s 71 e Zy tém distribuigao normal assimétrica e seus

respectivos parametros de assimetria, A\; e A9, sd0 positivos.

Teorema 18. Seja Z um vetor aleatdrio bidimensional com f.d.p. dada em

4—11). Suponha A, A, 0, 9 > 0, =222 > 0 e 12— \2 > 0. Os coeficientes

de dependéncia homogénea de cauda de Z sao iguais a zero.

Dem.: Em primeiro lugar, vamos provar que

hIJP P(Zy<z|Zy=1z)=1
Temos que
lim P(Z, <x|Zy=1)

Tr——+00

: 1 ‘
xkrfoo S0u1) /OO D21 + ) pe(21 | Zo = x;w)d2,

onde z1 — ¢, (21 | Z2 = x;w) denota a f.d.p. associada & distribui¢ao N (wx, 1—
w?).

Como a7 > 0, a integral acima pode ser escrita como

z(ar+az) 1 —
/ D(z)—o. <Z a2t | Z1 = x;w) dz.

[e's) aq aq
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Note que z +— ailgbc (%\lex;w) ¢ a f.d.p. da distribuigao
N (ywr + asz,a? (1 — w?)), que denotaremos por ¢; com isso, podemos

escrever

1 ac(oc1+()é2)
lim P(Z; <z|Zy=z)= lim / O(2)p(2)dz;

T—+00 T—-+00 @(A2z) — o

mas

im [ D(2)(2)dz < / " b(2)dz

P00 Ja(ar+az) (c1taz)
e a integral a direita da desigualdade acima representa a proba-
bilidade do intervalo (z(a; + ag),+00) com relagao a distribuicao
N (aywz + asx, a? (1 —w?)), ou de modo equivalente, representa a proba-
bilidade do intervalo (oyz(l —w),+00)) com relagdo a distribuicao

N (0,02 (1 —w?)), que é igual a zero quando x — 400, para a; > 0.
1

Logo,
1 +o00 .
xETooIP(Zl <zl|Zy=1z) = xl—l>I—|I-1c>o S01) /_OO D(2)p(2)dz

. 1 a1WwT + s
= lim ) =1,
z—+o0 Do) 14 a2(1 —w?)
onde a segunda igualdade segue do Lema 6. Vale ressaltar que das restrigoes
A1, Ag > 0 segue que ayw + ag > 0.
Com idéntico raciocinio, obtemos que

lim P(Zy<z|Z =2)=1,

T—+00

para A1, Ao > 0e ay > 0.
Portanto, \yy = 0 para as restrigoes dadas.

Para o cédlculo de Apr, em primeiro lugar, vamos provar que

lim P(Zy <z|Zy=1x)=0.

Tr——0Q

Com base na demonstragao acima, temos que

lim P(Z, <x|Zy=x)

Tr——00

(a1+az) -
lim ! / : D(2)p(2)dz;

—00
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note que

0 < lim

r——c0 D(No) P(2)p(2)dz < lim

1 /m("“*”) ~ w
. T——00 (I)()\Qx) 7

onde z — ®(2) é af.d. acumulada da distribui¢io N (cjwx + asz, a2 (1 — w?));
essas desigualdades podem ser escritas porque provaremos a seguir que esses
. . . . o~ 1_ 2
limites existem para as restrigoes elencadas. Logo, supondo Ay > 0 e 75— A3 >
0, temos que

~ q) (;c\/lfw)
. V14w
lim

S ) T oo D(\g7)
1-w lim ex {—xQ{l_w—/\Z}}
VIt P12 \Trw 2
= 0,

onde a segunda igualdade segue da aplicacao da Regra de I’'Hopital.
Com idéntico raciocinio, obtemos que

lim P(Zy <z|Zy=2z)=0,

T——00

para as restricoes \; > 0 e L‘L—Z — A >0.

Portanto, A, = 0 para as restrigoes dadas. |
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Figura 4.4: Graficos e curvas de nivel de distribuigbes normais assimétricas
bivariadas.
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