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6 Implementacao Numérica

6.1. Introducao

A maior dificuldade apresentada na implementacdo computacional estd
relacionada com os graus de singularidade que aparecem nos termos de integracao.
Eles vao desde o carater fraco logaritmico O(In(r)), uma forte singularidade de
O(1/r*) até uma hiper-singularidade O(1/r%).

Em Polyzos et al [22] utiliza-se na integracdo das singularidades a
metodologia da manipulacdo direta do valor principal de Cauchy. Essa avaliacdo
direta faz uso do processo limite nas partes singulares dos termos respectivos mais
uma integracdo analitica efetuada num sistema de coordenadas locais no elemento

onde o ponto de singularidade estd contido. A base tedrica disto € extraida dos

trabalhos desenvolvidos por Guiggiani [24],[25] e Dumont et al [33]-[40].

6.2. Montagem das Matrizes

Admite-se um elemento geral discreto cuja numeragdo esteja designada por e,
pertencente ao sélido de contorno suave I', onde os sub-elementos que conformam o
elemento estdo definidos através de pontos identificados pelo vetor de incidéncia

nodal ig® =[ig®}, ig*>, ig’s...] ilustrado na Figura 10.
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Figura 32. - Elemento de contorno que mostra os pardmetros utilizados para a

integracao
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A seguir descreve-se os termos das expressoes (6-1) e (6-2). Seja n, o nimero
de elementos discretizados no sélido conformado por n, pontos, a ordem do
elemento o (=2 para elemento quadrético) e o ndimero de ponto nodal fonte o°

identificada com X. Seja NV a fungdo isoparamétrica que representa as fung¢des de
forma, que vincula os deslocamentos u? dos pontos do elemento ig‘;, sendo que j

subscrito indica o nimero de ponto (X,y) (e varia de 1 a o nimero total de pontos
por elemento = o°+1); finalmente, seja J o jacobiano da transformacdo de
coordenadas do ponto (x,y) a coordenada paramétrica &,

Tendo em consideracao as condi¢des de contorno apropriadas e as equacdes

da formulag¢dao do método € possivel chegar as seguintes expressoes:
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(6-2)
E possivel adotar uma numeragdo global que associe a numeracdo do
elemento e e a numeracdo local j através de um nimero f e o vetor de incidéncia

nodal f— ig®;, ilustrado na expressao (6-3):
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lig*.. 1ON? +l] elig;, N'l  casol: ponto que é final no elemento ¢ — 1 mas inicalem e

€41

,3 —qlig oIV ] caso 2 :ponto local j que éintermedio no elemento e

ligé., N’ +l] elig, ' 'N'] caso3:ponto que é final no elemento ¢ mas inicialem e+l

(6-3)
Desta forma, os deslocamentos cldssicos e nao classicos em um né podem ser

calculados respectivamente através das seguintes expressoes:

Lyt e ST 43 REq? =3 GEPP 43 TR (6-4)

2 B=1 B=1 B=1 =

—q +Zs A ZTﬁq Zvﬁpﬁ ZWﬁRﬂ (6-5)
B=1 B=1

Se X*representa qualquer das grandezas P R",U (Y etc. entdo a matriz

1\7[’; de ordem [2x2] representaria respectivamente € analogamente a
ﬁ%,fil}j,f}]}j fﬁ, etc. e definida por:

1
X &,y OINT OO+ [ X ®EFEOIN' DS casr
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M = [ X & ¥ EOINY ()T (E)dé
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!
Ml

(6-6)
Fazendo a colocagdo destas equacdes nos n, pontos do soélido é possivel a

obtenc¢ao de um sistema de 4n, equagdes representado na forma matricial dado por.

I+H[13] ~K[11 u ?[fj] {J[Q] ) P (6-7)
S LT+T. | owon=q] |V, W, |IR

(9071 (9Q]
onde u tem 2n, graus de liberdade classicos correspondentes ao n, pontos e ¢ tem

2n,, graus de liberdade de segunda ordem correspondente aos mesmos #,, pontos. As
matrizes ﬁ,K,g, etc. sao da ordem [2n,X2n,] e os subscritos indicam simplesmente

as grandezas as quais estao referidas.
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6.3. Analise da Singularidade na Integracao Numérica para
Elasticidade Gradiente

Um aspecto interessante € que as tensodes totais (0j,,) € as forcas de tragdo
(P;») sao influenciadas por maiores graus de singularidade; o outro é que na solugao
fundamental (Uj,,) e nas deformagdes (&) ndo tém-se singularidade e sdo continuas

quando o ponto fonte é igual ao ponto de avaliagao.

6.3.1. Transformacao dos Termos de Integracao a Series de Poténcias

Para se identificar as singularidades das grandezas P*, Q*, etc., foi necessario
transformar essas expressdes em séries de poténcias de forma tal de decompor as
fungdes de Bessel numa parcela logaritmica O(In(r)), outra ndo singular, outra
parcela de forte singularidade O(1/r) e finalmente outra parcela hiper-singular
o(1/r%).

A decomposi¢do da funcdo de Bessel é possivel fazer a partir da solugdo
fundamental U%*, ji que todos os termos de integracdo Q¥*, R*, P*, etc., sdo
derivados dela, chegando atingir até a quarta ordem de derivagdo. Como a solugao
fundamental depende essencialmente das fungdes X e Y como se apresenta na

solucdo fundamental:

0 i = et |VS,, — X1, | (6-8)

16mu(1-v)
entdo é possivel identificar as singularidades dos termos respectivos em funcdo da
singularidade apresentada enquanto cresce a ordem de derivacdo de X e Y até a
quarta ordem.
A seguir apresenta-se o desenvolvimento das séries de X. A natureza da
singularidade de Y € idéntica a X. As séries ao redor do ponto r=0, em r, estdo
expressas para 2D pela seguinte equacao:

2
X = {”—2+ O(r4)Jln(r) + (41“(1/ 28 )2+ dr+ 3}2 +00rh (6-9)
2g 8g

Observa-se que a expressao anterior nao tem singularidade quandor — 0.
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X’:(L+0(r3)jln(r)+(4ln(llzf )2+47_1jr+0(r3) (6-10)
g 8

A primeira derivada de X também ndo tem singularidade.

2
X”=(iz+;—4+0(r4)]1n(r)+(41n(1/2g)+47+3]
g

2

§ * (6-11)
+(61n(1/2g);|—67/—5}2 +00Y)
12g
Na segunda derivada a singularidade € fraca e de carater logaritmica O(In(r)).
X" = (rﬁ 0(r3)jln(r) +12+(3ln(l/2g)4+ 37—1} +0(r) (6-12)
g rg 3g
Entretanto, na terceira derivag¢do apresenta-se uma singularidade forte O(1/r).
X" = (;4+ O(r2)Jln(r) - r%ﬂ +(3ln(1/2f;4+37+2} 0(r?) (6-13)
Finalmente na quarta derivacao apresenta-se a hiper-singularidade de O(1/r%).
Toda essa andlise € apresentada de forma resumida na Tabela 1:
Termo de Integracdo Ordem de Derivacdo de Tipo de
XY Singularidade
U XY No hay.
Q’,oU"/on XY No hay
R’, 0Q/dn X"y O(In(r))
P, dR /on X",y O(1/r)
oP"/on X"y Xty O(1/r),0(1/r%)

Tabela 1. - Identificacdo do tipo de singularidade que se apresentam nas diferentes
grandezas de integracdo do método de elementos de contorno para elasticidade

gradiente.
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6.3.2. Integracao Numérica

Adota-se 3 A" uma grandeza qualquer de integracdo decomposta em séries

com quatro termos de integracao:

L L L 1&8* 12&5
[A%ag=[A, In(rd&+[A, In(rydé+ [ ——dé+[——d (6-14)
0 0 0 o T o T
A integracdo seria feita do seguinte jeito:
1
1) I A L* In(r)d& ; Quadratura de Gauss Logaritmico
0
1
2) J.AG*df : Quadratura de Gauss Regular
0
X X _ o
3)PFJ 5 dszLJ Lag+ K| | ma)+ Y (6-15)
o T o T H 0 S

Onde a primeira parcela representa a integra¢ao singular regular de Gauss;
1, é obtido do r=r¢ avaliada em &=0; h;, & representam os n, pontos da
quadratura de Gauss.

As  grandezas que apresentam a  singularidade forte  sdo

P 0P  /on*,edR" /on*~.

%

1
A gt
4) J S; d& aparece apenas no caso de P /dn™ . Neste caso, a diagonal
0

da matriz correspondente € calculada utilizando as propriedades espectrais

correspondentes aos deslocamentos de corpo rigido.

6.4. Ponto Fonte x

A diferenca do método cléssico, onde a tnica informagao geométrica do ponto

X corresponde as coordenadas cartesianas, no caso da elasticidade gradiente é
necessario fazer o cédlculo do vetor normal nesse ponto, designado por n*. Para o

cdlculo de n*determinou-se o vetor de incidéncia nodal igki e com ele as

coordenadas cartesianas x’,y’ e o jacobiano da transformacao dadas por:
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X (&) =xalig IN"( &)=x"s
Y (§=yalig IN'(&)=y's (6-16)
J =)
i representa somatéria em i, () derivada em relagdo a & e & € a coordenada
paramétrica que identifica o ponto k.
Finalmente o vetor normal no ponto fonte esta dado por:

n*=[y /J—x,/1J] 6-17)

~

6.5. Parametros no calculo de P",R",U",Q" etc.

A implementacdo numérica precisa relativamente de uma grande quantidade
de varidveis que precisam ser estruturadas numa seqiiéncia de calculo apropriada.

a). Calcula-se as coordenadas de cada elemento e em funcdo da coordenada
paramétrica & Neste caso é necessario separar cada elemento em o° sub
elementos e a integracdo global tem que ser obtida através da soma parcial de
cada sub elemento n, através de uma segunda transformacdo N* que normaliza
cada sub elemento num intervalo de integragdo de & compreendido em [0..1].

X(E=x,lig IN o §) —xi=ry;

X (E=x,lig IN"(&)=r",

WE=yalig IN (&) -ye=r> (6-18)

Y (§=xlig"IN (§)=r"
Adicionalmente, é preciso fazer uma segunda derivacdo para a obtencdo do
gradiente do vetor normal.

X"(=xligIN" (§=r",

y”(6):xn[igei]N*”i(é:):rHZ

J =+ (x?+y?), (6-19)

n'=[y7/J, -x/J] v = [x,y]=[r,, r2]

r=yr’+r ; t=[x/r,y/rl=[v,v,]; outambém v=r;

Xn, Yn S80 coordenadas dos n,, pontos que discretizam ao sélido.
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b). Um novo termo que aparece repetidas vezes nesta versao gradiente do método

de contorno € o gradiente do vetor normal:

(Vi) =n, ; =n';(&)/r';(S) (6-20)
Onde r; =dr;/d¢ diferente de 7 ; =dr/dr; e por tanto
rj,‘l + ri,‘l, i+1 ’ ’ 7
i =———— D" onde J =rr/1J (6-21)
' Jr;

c) A partir do item anterior é possivel o cdlculo do gradiente direcional de
superficie:
(Vi) =8y —mmn , =n; j —nj gy

=D;n; (nota¢do indicial utilizada por Amanatidou e Mindlin) (6-22)

d) Assim, obtém-se o escalar:
Vs-i=n, ,=n,ngn,

=Lpny (6-23)

6.6. Calculo dos tensores das equacoes principais do método.

Com a finalidade de elaborar o protétipo de um programa de aplicacdo mais
geral, o método foi implementado no programa Maple. Com ele € possivel
programar de um jeito relativamente condensado o algoritmo de integracdo para a
montagem das matrizes. Como os exemplos a desenvolver tém cardter académico,
os graus de liberdade nao sdo grandes e é possivel criar uma ferramenta prética para
comecgar o estudo desta teoria de maneira versitil. Mas, a pritica mostra que o

z

processamento deste jeito € devagar e que € mais ripida a decomposicdo em
parcelas feita por Polyzos [13] apresenta nas equacdes (5-13)-(5-18) do Capitulo 5.

Para tanto inicia-se como a solu¢ao fundamental em 2D dada por:

~

%

1671;[[(1 V) [ un Xr,ir,m ] = uim (6_24)

onde:
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2
X = —2+8i2—41<2(1] (6-25)
r g
4g2 r r
Y ==2G-4)Inr+-5-—2G-4nK,| = |-2K,| = (6-26)
r g g

No programa Maple € suficiente entrar diretamente com as sentencas das

seguintes expressoes:

Tiim = lu(Uim,j + Ujm,i) + /1Ukm,k é;m
~ _ 2~
o kjiim  — g§ 7 Jjim Lk

g hadi)
Q,, =U,..n,

o~ _ 2
im = Mijim™; = & T jim ke

=

~

By =17 iy = Higim, 11 70y = Higim, 1 = Higim, 1%

N - (6-27)
+(Dpn,) fyjint iy + (D g ) i
~ k
aU bt X
N =U,,..
a X
n im
aQ* ~k X ~ % ~ %k X
Y = Qim,knk = (Uim,kan + Uim,knk,q )nk
n im
aﬁ* = X 2~ ~ ~ X
anr Ry i1t = 8 (T gy 4 T i My 11+ T g 1511 1
n im
aﬁ* =~k X ~ ~ X
veal B i = (T jim,q"j & T jim kM j,q Mg
n .
m

~

2 ~ X
+g [Tﬁm,,dqnjnknl + T jim (nj,annl +nny  ny+ njnknl,q]nq

2~ ~ X 2/~ ~ X
=8 Tim kg™ * Tjim sk, ~ & (T jim kjg" + T jim, ki".q g

8 7 G 7 |
=8 UDpp) T jim k1 + Dl | jin g 1 + T jim ke (1 g1 + 1511 0) | g
X

2~ ~
+ 87 (Tjimkg"j + T jim kM j,q Mg

2{ ~ ~ ~ }nx
= & Ve 19T jim ki1 + W 1T i eg? 1 + T jim i (0, g1y + 1051y )1,
(6-28)
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