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5 Formulacao do Método de Elementos de Contorno na
Elasticidade Gradiente

Nesta secao apresenta-se a formulacdo do método de elementos de contorno
na elasticidade gradiente desenvolvido por Polyzos et al [20] - [22] para a solucao
de problemas elastostaticos e fratura. Com essa finalidade utiliza-se o critério
proposto por Mindlin e Eshel [27] de considerar um material isotrépico € o caso
especial da teoria geral de Mindlin [2] a qual se adota que as deformagdes
macroscopicas coincidem com as microdeformacdes. Assim, esboca-se a
modificacdo da lei de Hooke através da contribuicdo de cinco constantes, trés
constantes nao-classicas além das de Lame. A partir dessa hipdtese € possivel obter
uma equacdo constitutiva mais simples e matematicamente mais manipuldvel
reduzindo o nimero total de constantes constitutivas a trés, conforme apresentado
nas secoes 2.3 e 2.4.

A seguir, apresenta-se novamente as equacdes constitutivas que serao

utilizadas na formula¢do do método de elementos de contorno:

Cji=T;+5j, (5-1)
T, =2UE; +Au, 0, (5-2)
£ =(ul~,j+uj,l~)/2, (5-3)
Myji = ngji,k (5-4)
Sji = ~Hijik = _gZTji,kk (5-3)

onde &, é o delta de Kronecker, A e u as constantes de Lame, & o tensor de
deformagoes, 7;0 tensor de tensdes de Cauchy, s;; o tensor de tensdes relativas e g o
coeficiente da energia de deformag¢do volumétrica, a Uinica constante que relaciona a
microdeformagao com a macroestrutura.

Considerando as for¢as de massa cldssicas e ndo-cldssicas nulas, a equagao de

equilibrio estético fica representada de forma indicial pela equagdo:
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Tiim, j—Mkjim ki =0 (5-6)
acompanhadas pelas condi¢des de contorno cléssicas:

u(x)=uy xelje

P(x)=Py) xel,, yul, =T (5-7)

e as condi¢des de contorno ndo-classicas:
du

q(X):a—n:qo =dq; :“i,jnj’ Xe F3

R(X):ﬁﬁﬁ:Ro ERi :ﬂkjln]nk , X€E r4, F3 UF4 =TI (5—8)
Na expressao (5-8) fi € o vetor normal em I', P é o vetor de forgas de superficie, R
representa as forcas duplas de superficie e os subscritos ( ) representam grandezas
prescritas em I

Adotando-se a teoria simplificada de Mindlin, combinadas com as expressdes
(5-1) -(5-5) na expressao (5-6), obtém-se a equacdo de equilibrio da elasticidade
gradiente em termos do deslocamento u. Essa expressdo ja foi apresentada

previamente na se¢do 2.4 incluindo as for¢as de massa:

Huj g+ (/1+,U)Mj,ji - gZLU u; ik + (/1+ﬂ)uj,jikk ]: 0 (5-9)
cuja solucao fundamental foi também apresentada no Capitulo 4 como:

* 1

U, =——Y(rv,8)8,, - X(r.g)r;r,, 5-10
i 16Ml_v)[(rVg)l ()i (5-10)

onde:

* *

u; =U;,e,, ,deslocamento no eixo i.

U, éo tensor do campo de deslocamentos da solugio fundamental,

1.

en - € a componente do vetor unitdrio na direcao i.

Para o caso geral de superficies ndo suaves, a formulagdo integral do
problema de elementos de contorno € representada pelas seguintes expressdes do

modo indicial:
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ey, )+ [ 7 5500, 5 - Uy 5 9m, ar, =

r.v

r

u j )

ul"v y

[U ] (X Y)E;(¥)— E, (X, y)u; (y)]dcy
J Cy

_u(X) OPI(Xy) _  QULXY)
e e

X X

y

{Q;j(i,y)Rj(y)—R;j(i,y) o :ldfy+
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(5-11)

Pj()_/)]dry =

N .
JF l: on, @ on, on

e R (X.¥) u, (¥
90;(Xy) = OR(XY) auﬂ,(y)} ar,

y

W,;(Xy) . _  OE(XY)
+ R Aty - ¥y
%{ on, i@ on,

Ty

u, @)} ac,

(5-12)

onde d()/dn, representa a derivada direcional respeito ao vetor normal no ponto

fonte x.

A seguir € apresentada a expansdo explicita de todos os termos vinculados as

expressoes (5-11) e (5-12), as quais foram transformadas da forma original

simbdlica, conforme Polyzos et al [13], a forma indicial.

Tensor do Campo de Deslocamentos de Segunda Ordem:
Q; = b{(z—x - X’jdlvivj +Y4d,5; — X (nyl.v,. +n,v, )}

r r ’
Tensor de Forcas de Superficie de Segunda Ordem:

R =b, {[(A’ - ﬁjdf + é}vivj + [(B’ - Ejdf + E}aﬁ + (
r r r r

+(C’—£+éjd2v n +ﬂnﬁnw}

1 %"y
ror " r

(5-13)

11,
ror "

B'—£+éjd nv;+

(5-14)
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Tensor de Forgas de Superficie Cléssico:

L R e A e T

)

*[l]—b3[Ad1v .+ Bd 0 + Bny,v +Cvlnyj]

P;[Z]:b3[G1V +G25 +G3Vl yj +G4nyi”j+G4nyinyj]
onde:
G =g { A”——A 15Ajd3 3(1A’—%jdl}
r r
G,=g {[B”——B +—be +3[lB/_£zjdl}
r r
G, =g {(C”—é 3—C EA _6_124}712"'%4'16"_%}
r oo r r-..r r
ol ety
r rPoor r r r

2
r r

+[B”+(a_1)B (@-1B ZAJ[d5-+ny,~vj]+

2
r r

+ (C” + (@-1) C - (a-1)c + %jv‘n”}

2 2
r r r

"4 aB 1 _, C
P P AITE

PP = —bz{(A”+ @-1) A - Yo+ I)Ajdlvivj +

r r r 1’2

(a B 3) A’ _
r r2 r r2 r

1, (e-)A4 1, B 1_, C
+[—A+ ——-——B —-—+-C _r_zj(nylv +n v)}

r oo o

PP =bye {{(A’—ﬁjdz A}vlvj +
r r

J{ e 3(1-a)A 3 , 3B 3 3cj dw;

+B —-=B+—+C"-=C'+
r
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(5-15)
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+ KB —~ Ejdﬁ + E}é}.j + (B’ _B +éjd1nyivj +
r r r r

[C —£+Ajal1 an+B+Cn,n< }
roor r

Pl =—p {KA —3—Ajez +éel}vivj ++{[B’—Ejez +£e1}5;j
r r r r

As derivadas direcionais dos tensores anteriores sao apresentadas nas
expressoes (5-16)-(5-19).

A derivacdo direcional do tensor de deslocamentos:
*

U
i :bl[—Y'dzé'U (X =25, + X gy, + v )} (5-16)
r r

on v

X

A derivagdo direcional do tensor de deslocamentos de segunda ordem:

a * ’ ’
9; :b{ (5£—8—X—X jdzdlvivj—(z—x—ijd (n Vv tvn )

anx r r r’ r Y
LY 2X X X
_(Y _Tszdl(fU —dy9; ( r _Tjdznyivj +7nﬂn”
2X X X
( r2 r jdz tn)] T rz xzn)7:| (5_17)

A derivagdo da forca de segunda ordem R é:

oR; A
- =b{—( ; 4, jd dyvv, %dld%vi—ﬁd (nv, +vn,)- (Ag—z—jdzvivi
r r Toor r ‘

al’l xi”j i"xj

X

yitxj
r

_[ ; 2:42 jd 4 5 - 2:42 dldsé‘ii - A;dzé‘zj _(A; _2_:43jd1d2nyivj _ﬁdln "

—(A ZAJdd v.n Ad3vn,—ﬂd
r r

2V i'vyj r lxt yj

- Ald, n.n, } (5-18)

A derivagao direcional das forcas de superficie é:
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—L =0p, M +0p, P +0p P + 0P 1 + 9P + 9P 1] (5-19)
on

X

. 3A A A

)

, B B ¢ ¢
_[B _7jd2”n"j il _(C _TJd Vit T Mty }

op! =b{—(8{ —Ejd dyy, - _3B —Ldldy
’ r r

(B’_Ejdldzaij —£d35“
r r

VY, Ed (nmv1+v,nx,)

PAS A xi” j i'txj

(B—ﬁjdd A% dev +Bzd(nv+vn) (B 3Bjdd5
r r r

dd

21y] 31y]

333 d2d,s, (Bg —%jdldzé;j —%dﬁj—(Bg Ij jdzd

Xt y]

B B 3B 2B.
~Sd’nn. —[Bg ——6jd2v N — 76n n —(B; —fjdfdznyivj —77 didin,v,

B, B, B B,
gjd nY, ——nn,; —( —_9jd dngn,——dnn, }
r r r rooo

175" "xj
r

B /
—Ld’nn —(Bg -

le

F, F,
(F ——jd n.v,— r —=n,n,; [F ——jd vin, = r —n,n, }

5 , 3D D D, , D
oP = —b{(Dl —Ljdldzvivj ——tdyy,——d (nxzv] + v,nxj) (Dz ——zjdldzé;j
r r r r

0P = —bZHF —3—Fjd d,v,v _h —dyy; - h —Ld (nmvj +vlnxj) ( {—ijdldzé'[j
r r r r

D , D D,
_72d3é‘ij —(D3 —73}1 (n V. +V,”y,)—7(”y,’lx, +”x,”y,) }

xi”j i"vxj

813;[51 { (A —%jdl%lzvivj _%dld3vivj_fl d; (n v o+vn )
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—(Ag 2A6]d5 Aﬁ(nv+vn) [; 2Ajdd5 Azddé'
r

xi”j i"vxj

n,v, ,
_A;dzé:j—[ 21;‘ jd dyn v éag Vi _ A —dn_n (A4 2r jdd v,

r r r T

A4d

3 i y/ r xi" U xj yiiyj

# ’ / 2
aP,j[ﬂ:bz{{(Al_ﬂjdzez A [AG__Aﬁjd e }
r r
( ! 24, ja’ze2 +ﬁ€3 +A;el:|5ij +[£61 +i€2j(nx,vj +vlnxj)
r r r r

A(: A()j ij+ ji)+%(01;1>+0;2>+0;3>)+[ ; 2fzjd20;4>+%9;5>

A4dnn —Ald,n n }

r

, 2 <4> <5> ’ ’
A __A9jd29ﬁ4 +%0ﬁ5 +Adyo, + Ad, }

A derivagdo direcional da tensao de descontinuidade geométrica:

E
g :bz{{—(Al’—ﬂjdldzch+ﬁd3d4+idld5 }vv A g d gy, +vn)
r r r r

an xi”j i vxj

X

m.v.
K ! jd dd, + 2d3d4+ﬁdld5}5y—(A;—ﬁjd2 Vi A
r r r r

, , 24
(A9 - %jdzvim)y‘ - % nximw' N |:(A6 Bl T6jd2d5 - % ds }nijxj

—idm n K : 2A6jd2ds+id5} Vin, —A—dn n
r r

yi' " xj xi""yj
r r

yittyj

—Agdznyim - Ald,m n }

A seguir apresentam-se varidveis e parametros que encontram-se contidos nas
expressoes apresentadas acima.

_|2,para 2-D
a 3,para 3-D
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2
1 po_ 8 . 1

i hy=—>— b= (5-20)
167u(l1-v) 167u(1—v) 16z(1-v)

| =

As varidveis adicionais escalares dentro cada termo estao expressas por:

.':‘»
"!)

d, = NV, N
d,=0_-FT =n_,v,

d, =1, ﬁyznxknyk L (521
d,=m -t=m,v,

dy=mg,-n =m,n, y,
e=Vg-n =n, —nnmn., )
e,=(Vsh,):(F®F) =y, F (5-22)
e,=(h, ®F+F®h ):(Vih,)=(nv, +vn, e, )

Tensores que também encontram-se dentro dos termos de integracao:

[0!] = Vsﬁy =& =Ny, Ry 3\
[B]=f®F VA, = B, =vv,a,

[e]=f Vi ®F e =vya, =B, L (5-23)
[¢]=Vsﬁy'f'®f' =@ =V

[7]:f®vsﬁy -F 7Y TV &y :¢ji J

o> |=h, ®V,h, - -0 =n,a,, \

o |=¢-vi, @4, =0 =vnya,

6= ]= (6, ®F+£®h,)-Via, -6 =, +vn)a,

o= |=vh, fof SO =v.a, > (5-24)

A AL Ao A 5
( X®r+r®nx) —>l9;>=a'ik(nxkvj+vknxj)

o=t @¢-(v,h,) >0 =vya, =05

iji

[<7>]=(ﬁx®f'+f'®ﬁx)-(VSﬁy)T —>0;7>:(nxivk+vnxk)0!jk 9<5>j
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N
A= 2[2_X_Xj B;y’_i,czz_‘/[y’_x’_(a_l)xj_z_x
r r 1-v r r
AI:A’—3A,A2=B B oa-p-B, é,A4:C’—£+é s (5-25)
r r r r r
B+C A B C , C
T e
r r r r r Y,
PRYYEE RIS I S IE P B
r r r r r r
3, 3B ,» 3 _, 3C 2 6A
B,="B -0, B, =C"->C++ZA -2,
r r r r r r
2 1, C
B ="24-C—-— 5-26
6 r2 r r2 >( )
B7=B”—§B' 3_f EA’_6_‘24, Bg—% lB _EZ
r r r r r r r
2B" 2B 2 2C 2A
B,="" -4 i -4
’ r r2 r 7‘2 7‘2 )
N
F o (a—l)A,_3(a2+1)A;
r r
F2=B”+(“_1)B’—(“21)B—¥ > (5-27)
r r r
r r r J
, (@-3) , 3(1-a) , 3., 3 , 3 3 )
D =A"+ A+ A+B"-=B'+=B+(C"-=C'+5C
r 7‘ r r r r
” a 7 a 1 7 1
D,=B"+>B -5 B+-C'-=C > (5-28)
r r r r
D3:lA’+(azl)A+lB'—izB+lC'—i2C
r r r r r r J
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