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2 Teorias de Elasticidade Linear Nao-Classicas

2.1. Ecuacoes de Equilibrio de Cosserat

Na mecédnica dos meios continuos para materiais com microestruturas, a
interacdo entre forcas e momentos externos que atuam num corpo € descrita por
forcas e momentos internos que sdo absorvidos pelas particulas através de forcas
internas diferencias conforme ilustrado na Figura 1. Nesse caso pode-se afirmar que
sdo duas as grandezas que representam as tensoes internas: a primeira representa o

cardter cldssico do problema e é mostrada na expressao (2-1); e a segunda tensao i

incorpora o novo conceito de grandeza de segunda ordem, tensdo de segunda ordem

ou uma tensao dupla indicada na expressao (2-1),:

> JF

oc=—0

as
(2-1)

;_dﬁ

as

onde G ¢é a tensdo classica, i é a tensdo dupla, dF representa as forcas internas

diferenciais e dM a densidade de momentos ndo-classicos.

Figura 23. - Sistemas de particulas que conformam um sélido submetido a forgas externas
que sao equilibradas por forgas internas diferenciais classicas dF e a uma densidade de

momentos dM n&o-classicos.
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O equilibrio entre as forcas de superficie pe as tensdes internas o, é dado por:

b=pi =01, 2-2)

A tensdo dupla x; depende do comprimento das particulas, para o caso limite
da teoria cléssica a tensao dupla tende a zero.

Na teoria da elasticidade generalizada conforme apresentada em Cosserat [5]
as equacdes de equilibrio na forma integral sdo apresentados nas expressoes (2-3) e
(2-4) onde se mostra o calculo da for¢ca dupla R; € 0 momento M; em um dominio Q

e contorno I', de acordo com De Arante e Oliveira [10]:

R = j £,dQ +aj g, dr (2-3)
Q r
Q r

onde os indices representam os eixos 1,2 e 3 no caso tridimensional, &; sdo as
componentes do vetor de densidade de momentos, oj; € (4 ; sdo os tensores de
tensdes totais generalizados aplicados em Q e I'. e;x € o tensor alternante 123 dado
por:

+1 permutacgdo par 12312...
ejjk = — 1 permutacdo impar 32132...
0 se tem dois subscritos iguais.

E possivel apresentar a equacio de equilibrio na forma indicial e infinitesimal
para um ponto em geral dentro do dominio €2:

G}, 1+ fi=0 2-5)

Mji j+ Pt e 0 =0 (2-6)

2.2. Elasticidade Linear das Microestruturas de Mindlin

Em Mindlin [2] foi desenvolvida uma teoria linear para microestruturas em
3D para materiais continuos introduzindo a idéia de unidade celular. Nessa teoria

foram propostas algumas propriedades equivalentes as malhas que compdem os
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cristais. A unidade celular pode ser interpretada como a molécula de um polimero, o
cristal de um poli-cristal ou o grao de um material granular.

O modelo matemético para uma célula € uma versdo linear da teoria dos
diretores deforméveis de Ericksen e Truesdel [4]. Se as células sdo rigidas, as
equagoes reduzem-se ao continuo linear de Cosserat [5].

Mindlin [2] utilizou a teoria de duplo esfor¢co de Toupin [3] para a obtengao
de uma generalizacdo eliminando a diferenca entre as deformacgdes da unidade

celular e 0o meio que encontra-se entorno ao ponto de analise.

2.2.1. Cinematica

Os deslocamentos de uma particula sdo definidos classicamente pela diferenca
das coordenadas entre a posic¢do original e final dentro de um macromeio Q. Em
Mindlin [2] foi feita uma extensdo desse critério no ambito de observacdo de um
micro dominio Q'. Assim, tem-se:

u=x;-X; emQ (2-7)

Supde-se que dentro de Q exista um micromeio Q' dentro do qual € possivel
definir um microdeslocamento, ilustrado na Figura 24 e dado por:

u,=x—-X"5; emQ (2-3)
Assume-se pequenos deslocamentos e obtém-se:

ou.

l

X,

ou’

l

ox’;

u =x - X

<<1 <<1

u =x'- X'
(2-9)
Na Figura 2 sdo ilustrados os sistemas de coordenadas x, x' e x" utilizados para

esquematizar o problema.
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Figura 24. - Esquema do deslocamento no macromeio u e micromeio u’.

A expressdo (2-9) permite equivalentemente a elasticidade cldssica para

pequenos deslocamentos considerar:

Ju, u,

axul za_::l: Ui =ty 5 U= ui(xi, 1) (2-10)
J J

aa;i, = gj:j =0u;=u;, ; ui=uix,1) 2-11)
j ‘

J
onde ¢t é a varidvel tempo. Assume-se que os microdeslocamentos podem ser

expressos como uma somatéria de produtos de fungdes de x, e fungdes de x;. Em

Mindlin [2] foi considerado s6 um termo linear das series como aproximacao do

deslocamento no micromeio:

u'i=x'% Yy (2-12)
onde Wi = ¥ (x; ,t). Considerando (2-12) Mindlin [2] define o gradiente de
deslocamento no micromeio como:

o=l =y -13)

J

A expressdo (2-13) gera que a microdeformagdo ¥j; seja homogénea no
micromeio ' e ndo homogénea dentro do macromeio 2.
Na expressio (2-14) € definida a parte simétrica e antisimétrica da

microdeformacao respectivamente:
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Yig) = (Wig+ i) /25 Yigr = (Wi - W) / 2 (2-14)
A deformacao usual € designada aqui como uma macrodeformagao:
s =t ) (2-15)

A deformacio relativa € expressa por:
Vi = Ui VY (2-16)
Na expressdo abaixo apresenta-se o novo conceito de microdeformacido (o

macrogradiente da microdeformagao):
Kix =Wk 2-17)

Os trés tensores &

ii» ¥ € Kijjx sdo independentes da microcoordenada x';

2.2.2. Equacoes de Compatibilidade

As propriedades das equagdes de compatibilidade apresentam-se a seguir

pelas seguintes expressoes:

EmikCntj€,ij =0 (2-18)
emik Kjkr,i =0 (2-19)
Eini TOxi = Vi = Kijx (2-20)
@ = (u;j— u;;)/2, onde e € o tensor alternante 123. (2-21)
Oty
e
‘9’2? o ———————— e e
¥z R
. Oz0 | Axp02U
|—€— _..O’Z b N . f ’ { ’ " " ‘ 2
Zd Il’ '," ‘! 2 Uy ,{'
7% h\r ax
Axe/ / ‘o e
/ :', Zd?‘?af__ [t S
!,‘ /I , DZd
”J AX;' /’l Xy _x_z.
Tt T Ty RN

o2z

Por=0e s~y P2z= Oz~ Yez

Figura 25.- Representacéo de dois deslocamentos ilustrativos de segunda ordem

identificadas por Mindlin [2]
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2.2.3. Equacoes Variacionais de Movimento

A seguir sdo apresentadas as equagdes integrais de energia cinética gerada por
um solido global e o sistema de particulas com coordenadas locais localizadas no

micromeio.

a) Energia Cinética

A energia cinética total para dois sistemas de coordenadas locais da
microestrutura x'; e x'"; tal como é mostrado por Mindlin [27], ilustradas nas
Figuras 2 e 3, provém de somar na expressao cldssica os termos vinculados com as
fungdes de deformacdo interna v :

L
K= j (%pu i j+%p’d,gll/'/kjl//kj)d[2 dt (2-22)
e
onde:

d2]d:2dpdq(@,]5q]lk] ll]+5p25qglk2 llg+@3§q_glk3 113) sdo as dimensdes da
microestrutura ao quadrado, ver Figura 2.

P =p'+pn : densidade total do continuo.

p': densidade do micromeio.

Pm: densidade do macromeio.

2d; : cuamprimentos das unidades celulares.

l;j : cosenos diretores da orienta¢do da unidade celular x"; com eixos x'

Se x'; e x"; sdo paralelos e a microestrutura tem lados quadrados, entdo /;=4; e
d;=d>,=d;=d. Nesse caso a varia¢do da energia cinética simplifica-se depois de fazer

uma integragao por partes:

oK = —J D (i O+ pd*y, Oy, )dQ} dt (2-23)

n LQ

b) Energia Potencial

A energia potencial na elasticidade das microestruturas € influenciada pela

nova componente da microdeformagéo &, mostrada na expressao (2-17).
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U=U(g;,7; ki) (2-24)
Define-se:

oU ~

T;= g Tensor de tensdao de Cauchy (2-25)
Ji

oU - )
Oji=——" Tensor de tensdo relativa (2-26)

a?’ji

U . ~
My = P Tensado de segunda ordem ou tensdo dupla (2-27)
jik

Finalmente a variagao da Energia Potencial é definida por:

U = [ (2,88, 40,0y + 14, 0K, )dQ (2-28)
Q

Ji

¢) Trabalho das Forcas Externas

O trabalho das forcas externas difere do caso cldssico pelo par de momentos
@; e Tj; os quais sao descritos na seguinte equagao:

&V = J(f,.éuim OV i HO+ J' (116,47 0y ;)dr (2-29)
Q I

onde:

@;: interpretada como uma for¢a dupla por unidade de volume

T};: for¢a dupla por unidade de drea

A diagonal de &; e a diagonal de Tj sdo forcas duplas que ndo contém
momento, enquanto as forgas restantes sdo forcas duplas que sim contem momento.

Os tensores @j;;; e Ty sdo respectivamente as somas anti-simétricas da forca
dupla de massa ;e da tensdo dupla Tj;. Ty;;€ o vetor de esfor¢o duplo de Cosserat.

Quando ;=0 € possivel obter as equagdes do continuo de Cosserat, dando
como resultado que oy)= 7 e iy =0; € que apenas os termos diferentes de zero
sejam Ky € Opji. O termo ) representa a tensdo dupla de Cosserat e oyji; €

considerada como a parcela anti-simétrica da tensao assimétrica 7;.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611829/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0611829/CA

22

¢) Equacdes de Equilibrio Dindmico.

Mindlin [2] deduz através de equacdes variacionais de movimento 12
equagoes de equilibrio e tensao:

T, +0, = pi, ;3 equacdes em Q (2-30)

My, +0; + Dy =14 pdr, ;9 equagdes em (2-31)

f) Equacoes de Condi¢des de Contorno

De forma andloga Mindlin [2] mostra 12 condi¢des de contorno:

tl=7]](Tﬂ+Gﬂ),emr (2-32)

Ty =0 My .emI (2-33)

2.2.4. Equacoes Constitutivas

Nas equacdes constitutivas de um material isotrépico o nimero de

coeficientes € consideravelmente menor. As equacdes constitutivas estdo dadas por:

Tog = Cina®i ¥ BiingVi T Sipa i 2-34)
qu = giqugij + biquyij + dijkquijk (2_35)
'upqr = f pqrijgij + diquyij + apqriijijk (2_36)

as quais somam 42 varidveis &; , ¥ , Mjx € 45 equagdes constitutivas. Dos

42x42=1764 coeficientes s6 1/2x42x43=903 sdo independentes.

2.2.5. Equacoes de Movimento

Como ndo existem tensores isotrOpicos de posto impar entdo djum = 0 e
fijm =0. Os coeficientes restantes sio homogéneos e resultam em fungOes lineares
dos produtos de delta de Kronecker. Se forem feitos essas reducdes os coeficientes
reduzem-se a 18: A, W, by, by b3 g1 €, a;, ap a3, a4 as_ag, ajo, a1, 413, a4, a5 ;
dessa forma as equacdes constitutivas sdo dadas por (2-37) e (2-38).

Na teoria da elasticidade gradiente o caso isotrépico € relativamente simples e

contem muitas propriedades do material homogéneo:
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(u+2g+b,u, ; +(A+pu+2g,+2g, +b +bJu,, —(g,+b W,
—(g2+b2 ;i j (22 + D3y + f; = pii; (2-37)
Para o micromeio a equagao diferencial de deslocamento é:
(&, +as NOuWas + Wi )+ (@, +a i s+ i)
+(as + a14)kaj,ik + a0 Wi + (ag +015)’//ik,jk +a10¥ij ik T A3V i ik
gléﬁuk’k +g, (ujj +u, )+ b, (uk’k W )617. +b, (uj’i -y, )+
by, —y, )+ b, =1 pd*y, (2-38)
As componentes da tensdo dupla g4 da microdeformacio sdo determinadas

pelas funcdes de forma ilustradas na Figura 26 e configuram formas particulares de

microdeformagdes:
~< L ETEE [T iepmm .&;— SN -
7'-'!}7=‘2*§"!f iz _ _fcu 12,
7 Gtng—=21) 2zt
(a) Tensdo s
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Figura 26. - Configuracdo de algumas deformagbes de segunda ordem identificadas por

Mindlin para a formulacao da teoria de elasticidade gradiente dele [2].
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2.3. Caso Particular de Mindlin

Para o caso especial de materiais isotropicos, onde a deformacgdo
macroscopica coincide com a microdeformacao, na teoria de Mindlin é apresentada
uma modificagdo particular da Lei de Hooke:

Oji=Tji+s

T =2UE i + Auy 1.6 ;

£ = (ui’j +u; /2

S ji =—\2UcsE i i + Aciuy 10 +/1C2Mk,kji)

(2-39)

onde o5 € conhecido como o tensor de tensdo total, 7; o tensor de tensdo de Cauchy,
&; € o tensor de deformacdo e s;; € o tensor de tensdo relativa.

E possivel notar que nas equacdes anteriores sdo apresentadas 5 constantes
constitutivas: as duas conhecidas constantes de Lame, A e |, e trés novas constantes

que representam a elasticidade gradiente c;, ¢ € c;.

2.4. A Simplificacao Adicional de Aifantis

Uma simplificagdo adicional foi proposta em Aifantis et al [7]-[8]. Essa
simplificagdo relaciona a tensdo de segunda ordem f4;; com a tensdo relativa através
das seguintes expressoes:

2

Hiij = 8 Tijk X (2-40)

Si = Hujx T 78 T
onde g € o coeficiente da energia de deformacdo volumétrica, a Ginica constante que
relaciona a microdeformag¢do com a macroestrutura.

E ficil conferir que esta simples teoria pode ser obtida como um caso
particular da simplificagdo de Mindlin quando ¢ 1=c2=g" e ¢3=0.

Considerando a formulacdo de Aifantis € possivel estabelecer a equagdo de

equilibrio estético:
2
Tii i~ Myjig T Ji=Tji,j =8 Tjiw+i=0 (2-41)
Assim, obtém-se finalmente a equagdo diferencial de deslocamentos de quarta

ordem para u; no caso estdtico para um material de elasticidade gradiente:
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put; g + (A + ﬂ)uj,ji - gz(/u“i,jjkk +(A+ :u)uj,jikk )+ fi=0 (2-42)
A equacdo de equilibrio estatico € expressa por:
(Tji = Mijix —Pji),j+ i =0 (2-43)

onde @; representa as forcas duplas de massa e f; as forcas de massa cldssicas.

2.5. Teorema da Reciprocidade e o Teorema de Castigliano

Em Amanatidou et al [9] é demonstrada uma versio do teorema da
reciprocidade, o principio de Saint Vernant e o teorema de Castigliano para matérias
de elasticidade gradiente. Esses temas sdo utilizados no desenvolvimento da

formulacao dos elementos de contorno.

Teorema da Reciprocidade

No caso onde tenham-se forcas duplas de massa diferentes de zero ndo €
possivel estabelecer o teorema da reciprocidade na sua formal geral e por tanto
assume-se que @; =0. Nesse caso a expressdo do teorema da reciprocidade esta

dada por:

jﬁufdﬂ +J (P,-uf +R; aabz ]dl“+z §Eiu;< =
Q r a ¢,
jf* do+| | P, + R dr+Z§E* dc
l l F l l l an l l a
a Ca

Q
(2-44)
onde P; sdo as forcas de superficie vinculada com 7; e t4;. Usando o operador
gradiente de superficie D;();=( );; — nim();jx a forca P; fica definida da seguinte
forma:
Bi=n;T—nj —n;jPj—D;(nj;)+(D,n,)(n;iyg;) (2-45)
e R; , as forcas duplas o de segunda ordem, sdo definidas como:
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Para o caso de tensdes descontinuas entre diferentes sub-contornos suaves C,
(que no caso plano estd representado pelos pontos em esquinas), as tensdes de

descontinuidade geométrica sdo representadas pela seguinte expressao:

E; = [[f jnk:ukji]] (2-47)
onde / j=€jikSifli 5 Si € Ny sao, respectivamente, o vetor tangente e o vetor normal as
curvas C,.

A terceira parcela da direita da equagdo (2-44) representa o trabalho realizado
pelas tensdes de segunda ordem que se apresentam na teoria de elasticidade
gradiente devido as tensdes E; nas descontinuidades geométricas.

Se ndo tem se forcas de massa, fi=0, e se s6 tem-se superficies suaves, entao

E;=0 e o teorema de Betti estd dado por:

Pu; +R, NMi |y = P'u; +R; o dr (2-48)
. on . on

As equagdes apresentadas estdo de acordo com os resultados obtidos por

Polyzos et al [13]-[14] na formulacdo do método de elementos de contorno

apresentada do capitulo 5.

Teorema de Castigliano

O teorema de Castigliano para elasticidade gradiente apresentado em
Amanatidou et al [9] € expresso por:

= (2-49)
ou™ o(du'™ /on)

onde:

> on > on

N M
U=, a2 20 SN poy 0 N Rem 3u™ (.50
n=1 m=1

e representa a energia de deformacdo eléstica.
O segundo teorema ¢é:

m _ U o™ _9u‘
COTSpm Con T g™

(2-51)
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onde U ‘ representa a energia de deformag@o eldstica complementaria.

Em Amanatidou et al [9] é comprovada a validez do principio de Saint
Vernant no contexto ndo clédssico. Utilizando o método de elementos finitos em
exemplos numéricos para tensdo pura, cortante e flexdao de vigas, esses teoremas e

principios sdo comprovados satisfatoriamente.
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