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4
Analise de elementos unidimensionais

Neste capitulo é mostrado o desenvolvimento da formulacao feita no
capitulo anterior para um elemento de trelica e um elemento de viga de
Timoshenko com amortecimento e base elastica (elementos unidimensionais).

Sao apresentadas as solugoes das equagoes matriciais de equilibrio e a
montagem da matriz de rigidez, considerando dois casos, o desenvolvimento
que leva ao método de superposigdo modal avancada (anélise feita no dominio
do tempo a partir de uma formulagao no dominio da freqiiéncia) e a técnica
da transformada de Laplace (inversao da resposta para o tempo de uma
andlise feita somente no dominio da freqiiéncia). Finalmente um exemplo é

desenvolvido, onde as duas técnicas sao comparadas com a solucao analitica.

4.1
Elemento de trelica

Um elemento de trelica é definido como um elemento unidimensional,
que trabalha unicamente sob cargas axiais que podem ser de compressao ou

tracao. A figura (4.1) mostra um elemento de trelica.

E, p,c

Fy

Figura 4.1: Elemento de treliga.

4.1.1
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Formulacao do problema

A equacao diferencial parcial descrevendo o movimento de um elemento

de trelica que pode vibrar longitudinalmente é dada por

O*u(x,t) Pu(x,t)  Oulx,t)
Yo e o ! ()

onde a funcao u(x,t) é o deslocamento longitudinal no tempo desde a posi¢ao
de equilibrio da secao transversal em x, E' é o modulo de elasticidade longitu-
dinal que depende das propriedades do material da treliga, p é o peso especifico
e ¢ = 2(p é o coeficiente de amortecimento.

Supoe-se que o deslocamento esteja definido para valores de tempo ¢t > 0

eespaco 0 <z < [.

Técnica da transformada de Laplace

Para um desenvolvimento neste caso temos que levar a equacao diferen-
cial parcial (4-1) para o espago da transformada de Laplace. Para fazer isto con-

sideramos, por simplicidade, as condigoes iniciais do problema u(z,0)|—o = 0

Au(z,t)
ot

(S |t:0 =0.
Apés os calculos correspondentes e substituindo y(z,s) = L{u(z,t)} a

nova equagao diferencial passa a ser expressa como

d2
pTULS) (2 4 acy(a, ) =0 (+2)
Fazendo k? = —% na equagao (4-2), obtém-se uma forma simplificada
d2
M + kzy(l'7 5) =0 (4_3)
dx?

Técnica de superposicao modal avancada

Supondo que a solugao da equagao diferencial parcial (4-1) admite uma
solucao por separacao de variaveis u(z,t) = u*(x)e ™"
Apés os calculos correspondentes, a equagao diferencial (4-1) se expressa
como
d*u*(z)
dz?

E + p(w? + 2iCw)u*(z) =0 (4-4)

Substituindo k? = w em (4-4) obtém-se
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d*u*(z)

da?

+ k*u*(z) = 0 (4-5)

4.1.2
Montagem da matriz de rigidez

Observa-se das equagoes (4-3) e (4-5) que para a montagem da matriz de
rigidez s se precisa da solucao de uma delas.

A solucao geral da equagao se expressa

sen(kzx)

U*:Al 2

+ Ay cos(kx) (4-6)

de tal modo que a solucao estatica alcancada no caso limite é:

]lgirr(l) u*(z) = Ay + Ay (4-7)

Como se esta analisando um problema no dominio da freqiiéncia, em
termos de uma superposicao modal, pode-se usar A, = 0, j4 que a solucao
varia em torno de u*(0) = 0.

Tendo uma solu¢do que oscila en torno de u*(0) = 0, uma forma de
expressar o campo de deslocamentos nesse caso, (Dumont-2005), é como uma
funcao de dois parametros de forca pj e p3, os quais se interpretam como as

bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas:

o ﬁ < senlikx] sen[k(]f—x)] > { g }Eu*p* (4-8)

Partindo da equagao anterior pode-se obter também as tensoes normais:

of = % < coslkx| —cos[k({ — x)] > { P } =o'p’ (4-9)

D5

Os deslocamentos nas extremidades do elemento de trelica sao descritos

e definidos como os contornos I'y e I's:

u={1 0>{ Z:}ENld em I (4-10)
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Iy Q Iy
— —5

m -, 2

dl7pl d27p2
— —

l

Figura 4.2: Sistemas de coordenadas de um elemento de treliga.

u={0 1>{ ZI}ENQCZ em T (4-11)

2

A matriz de transformacao cinematica H entre os sistemas d e p* é

expressa comao:

1 cos(kl)
H= [ ¢*'Ndl' = -){(1 0 +{ }1 01
/F { —cos(k/) }( ) ) -1 (4 )
(4-12)
Portanto
-1
_ [ cos(kl) } (4-13)
cos(kl)  —1
A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa
F = /Utu*NdF (4-14)
r

{_Coi(kg) }(—1)(0 %M{Coi(’f” }(1><% 0>]

sen (k) [ cos(kl) -1 }
F = 4-15
kEA —1  cos(kl) (4-15)
Logo, inversa da matriz de flexibilidade é:
_ —kEA [ cos(kl) 1 }
i ——— 4-16
sen?(k() { 1 cos(kl) ( )

Finalmente obtém-se a matriz de rigidez para um elemento de trelica
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K=H'F'H (4-17)
-1
K — kEA [ cos(kl) } (4.18)
sen (k) -1 cos(k()
Se na matriz de rigidez da equagao (4-18) k — 0 com, entao
FA[ 1 -1
pm K= 7[ 1 1 } (4-19)

Em resumo, tem-se que a matriz de rigidez desenvolvida para um

elemento de trelica (para as duas técnicas) é

K =

| R

No caso da técnica da transformada de Laplace

P 2)
E

e no caso da técnica de superposicao modal avancada

12 p(w? + 2iCw)
—5

4.2
Viga de Timoshenko sobre base elastica e com amortecimento

A teoria de vigas de Timoshenko assume as seguintes hipdteses.

1. Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma se¢ao

transversal sao pequenos e iguais ao do eixo da viga.
2. O deslocamento lateral (segundo o eixo y) é nulo.

3. As sec¢oOes planas normais para o eixo da viga antes da deformacao
mantém-se planas, porém nao necessariamente normais ao eixo depois

da deformagao.
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4.2.1
Formulacao do problema

Considera-se uma viga de comprimento L, area da secao transversal A e
momento de inércia J, sobre uma base elastica e com amortecimento viscoso.

Devido a deformacao do cisalhamento, sobre a qual o momento fletor

realiza trabalho o +
M= g (4-20)
Ox
a rotacao ¥ (x,t) de uma secao transversal, e a derivada da eldstica %
diferem entre si de uma parcela v (z,t):
Oy(x,t
yé ) gt (4-21)
x
devido a deformacao causada pelo esforco cortante:
Q = GArvo (4-22)

onde x é um fator que leva em conta como a se¢ao se deforma sob cisalhamento.
A equagao (4-21) expressa a compatibilidade de deformagoes de uma segao de
viga, para momento fletor M e esforco cortante () obtidos segundo as equagoes
constitutivas acima.

Temos da figura (4.3) um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko,

que esta em equilibrio segundo as equacoes:

_0Q O*u(x,t) Ou(x,t) B
M mJ PY(x )
2 M=Q- or A o (4-24)

Das equagdes (4-23) e (4-24) obtemos as equagoes que governam o estudo

da viga de Timoshenko com base elastica e amortecimento

ou(z,t)
ot

902 e m————=—2(m —wu(x,t) =0 (4-25)

GAm[a%(x’t) B aw(x,t)] B 02%(;?15)

ou(x,t)
Ox

Pi(a,t) _ ml P(a,t)
oxz A ot?

GAF;[ — (a, t)} +EJ (4-26)
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Ou(x,t)
oz

Figura 4.3: Equilibrio de um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko.

Técnica da transformada de Laplace

Nesse caso, leva-se as equagoOes diferenciais parciais (4-25) e (4-26)

ao espago da transformada de Laplace. Para tal efeito, por simplicidade,

. - : du(a,t
considera-se apenas as condigoes de fronteira u(z,t)]—o = 0 e %\t:o =0

na equagao (4-25), ¥(x,t)|;=o =0 e %hzo = 0 na equagao (4-26).
Apés os célculos correspondentes e substituindo u*(z,s) = L{u(z,t)} e

V*(z,s) = L{Y(z,t)} as novas equagoes diferenciais passam a ser expressas

CcOomo
2, % *
GAK,[a uas;sas) - a¢a(§>s):| o (m82 + 2cm$+UJ)'UJ*([L’, S) -0 (4_27)
8 * , . 82 * 7 J 2 .
o {w S 5)] +ps ) T ) =0 (a28)

Eliminando-se ¢*(z, s) nas equagoes (4-27) e (4-28) chega-se a seguinte

equacao
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4, * 2, %
J*u (x,s)+T8u (x,s)

B o k*u*(x,s) =0 (4-29)

onde

ENJs*® EJ
T__E—J[(l_l_@) T_I_GAmn(mS +2Cms+w)}, e (4-30)

(ms* 4+ 2¢ms® + st)} (4-31)

4_ Mo J
k= {(s +2<S+w/m)+GA2m

EJ

Técnica de superposicao modal avancada

Nesse caso, supoe-se que as solugoes das equacgoes diferenciais parciais
(4-25) e (4-26) admitem separagao de variaveis u(z,t) = u*(x)e ™" e (z,t) =
¢* ( ZL’) 6—iwt )

Fazendo as substituicoes adequadas, as equacoes se expressam como

GAR [0 g;?) - ag;@)} + (mw? + 2iCmw — w)u*(z) = 0 (4-32)
Gan| 28— )]+ Bs T D M —0 ey

Eliminando-se 1*(x) nas equagoes (4-32) e (4-33) obtém-se

4, % 2, %
0u(x)+T0u(x)

oy oyl Eu*(z) =0 (4-34)

onde

m E\ Juw? EJ 5
T——{(l%——) 1 +GAmm(mw +22me—w)}, e (4-35)

k= ﬁ[(uﬂ—l—%@u—w/m) -

ol (mw? + 2i¢mw?® — wwz)] . (4-36)

J
GA?%k

Observa-se que nas duas técnicas, fazendo algumas modificacoes, pode-se
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chegar as mesmas equagoes (4-34) e (4-29), cuja solugao é expressa convenien-

temente na forma

sen kyx + sinh kqx sen kiz — sinh kox
2 + 5 3

cos k1x — cosh kox

+ C3(cos kyz + cosh kax) + Cy 12

(4-37)

onde

/ ™ T / 2 T
= S = 44 - -

De modo similar, obtém-se das equagoes anteriores a expressao de ¥*(x)

K k K hk K ko —K h k&
V() = O 2 COS 133—;; 1COS 2SL’+C2 2 COS K1 - 1 cosh ko

—Kysen kix — Ky sinh kyx
L2

+ C3(—Kysen kyz + Ky sinh kyx) + Cy
(4-39)

onde

m32 ms
L Ky = il (4-40)

K
! ks ks

Analogamente, para o método de transformadas de Laplace, obtém-se a mesma
Y*(x) porém com as constantes K e K, abaixo (é imediato ver as diferengas

com as anteriores constantes)

k2 _ mw? ]{72 + mw?
K, = % e Ky = % (4-41)
2 2

As expressoes de y*(x) e 1*(x) foram obtidas de tal modo que

o ¥  EJx
EE% Y (J}) = 203 + 201215 - C4LL’2 - C2 (? - 2GA/{) (4—42)

w—0
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3EJ
lim ¢*(z) = 2C; — 2Cyx — Cy | 2° 4-43
i () =201 2010~ Gy (#* + e (4-43)
4.2.2
Obtencao da matriz de rigidez
O campo de deslocamentos transversais y*(z) é expresso por
P
* * * * * p* * ok
y'(r) = (yi() wslx) wilx) wilz)) pi =y'p (4-44)
3
P
onde
. sen kyx + sinh kqx . sen kix — sinh ko
yi(z) = ys(x) = 3
k k
cos kyx — cosh kqx
y3(x) = cos kyx + cosh kox yi(x) = ! 2 2 (4-45)
As rotagbes 1*(x) sdo expressas por
P
* * * * * p* _ koK
V@) = Cuit) vie) wie) wile) )q e =9 (4-46)
3
Py
onde
. Ky coskix + Ky cosh kyx . Kycoskix — Ky cosh kyx
Yi(x) = 2 V() = 13

3(x) = —Kysen ko + Ky sinh kox ¢)(x) =

_ —Kysenkix — Ky sinh kyx

k2

(4-47)

0s pi, D5, D5 € py sao os parametros de forca numa formulacao de elementos

finitos hibridos, p* nao tém sentido fisico definido, embora seja possivel fazer

alguma atribuicdo a partir dos limites das equagoes (4-42) e (4-43).

Para estabelecer as equacoes que governam o problema da viga, escreve-
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se utilizando a mesma notacao usada no elemento de trelica:

y* () yi(z) ys(r) yi(x) yi() .
_ p2 :u*p* (4-48)

() i(z) v3(x) oi(z) ¢iz) *

Conseqiientemente, obtém-se os esforgos seccionais, segundo as equagoes (4-20)

e (4-22):
*
{ ]QW* } = N*p* (4—49)
onde
d2'¢}* 2 d2w>~< 2 d2’l[}* 2 d2w* 2
d:v21 - ng‘sA 77D>1k dm22 - ng}il w; d:v23 - 7752 Q/)E”k dm24 - ng}il ¢Z
N*=FEJ
dy s iy s
dx dzx dx dx
(4-50)

ou, no caso da técnica de superposicao modal avancada,

d?y3 mw? % d?y3 mw? 1 x d?y3 mw? % >y mw? %
dz? + EA ¢1 dx? + EA Q/)Z dz? + EA Q/)?’ dx? + EA ¢4
N'=FEJ

i a3 a3 i
dx dzx dx dx
(4-51)
a) [_d 2 ‘_<4
leP ! ng
M M

) (= =
Q

Figura 4.4: a) Sistema de coordenadas da matriz de rigidez, b) Convengdo de esforcos.

Usando a parte a) da figura 4.4 (para definir as grandezas do sistema
externo de coordenadas) e a parte b) (para a convengao dos momentos fletores
e esforgos cortantes positivos) pode-se descrever os extremos do elemento como

sendo os contornos I'; e I'y (para os deslocamentos e rotagoes). Do mesmo
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modo, as matrizes A como sendo os co-senos diretores:

- 1 d 1
y = 000 2 = Nld Al = 0 em Fl (4-52)
P 0100 ds 01

* 0010 d -1 0
you_ 2V = Nod Ay = em Iy (4-53)
o 0001 ds 0 1

A matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d e p* se expressa

H = N*|,_oA\N; + N |, AN, (4-54)

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa

F= N*T‘x:OAIU*T‘x:O + N*T‘w=lA2u*T‘$:l (4_55)

Apés a avaliacdo da inversa F~', a partir de (3-32), obtém-se a matriz de
rigidez efetiva
K=H'F'H.

ou como alternativa, a partir de (3-36), tem-se que K = H" (U*)~".

Desse modo, é possivel fazer um desenvolvimento da matriz de rigidez
efetiva da viga de Timoshenko com base eldstica e amortecimento. Para o caso
da técnica de transformadas de Laplace, a matriz de rigidez efetiva fica em
fungao dos parametros definidos pelas equagoes (4-30) e (4-31). Ou bem, pelas
equagoes (4-35) e (4-36) no caso da técnica de superposi¢ao modal avangada.

Para simplificar a notagao de cada um dos elementos da matriz de rigidez
efetiva (dada a quantidade de termos que possuem), denota-se C' = cosh koz,
¢ = coskix, S = senhkox e s = sen kjx. Assim, a matriz de rigidez efetiva é

expressa como

Ky Ky Kiz3 Ku
Ky Ko Koz K

K — 21 22 23 24 (4-56)
K31 Kz K3z Kz

K41 K42 K43 K44
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onde
Ky = - EJK1Ky(cK1S + CKys)(k? + k3)
R a((C% — @) 1 52— 52) — Ss(K2 — K2)
Ky — | BJK Ky (Foki (C? = Cc = S%) + Kiky(Cc — s* = %)) + Ss(k1 K1 + koK)
K1 Ky((C? — ¢?)2 + 52 — 52) — Ss(K3 — K?)
Koy — EJK 1 Ko(K1S + Kys)(ki + k3)
K K5((C? — ¢?)? + s — S?2) — Ss(K3 — K?)
K= — EJK Ky(C — ¢)(k? + k3)
K K,((C— )2 + 52 — §2) — Ss(K2 — K2)
Koy — EJ(cKyS — sCKy)
K1 K((C? — ¢?)2 + 52 — 52) — Ss(K3 — K?)
o EJK Ky (C — ) (Kaky + K k)
K K5((C? — ¢?)2 4 s — S?2) — Ss(K3 — K?)
o EJ(KyS — s, (Kaky + K1ks)
K K,((C2 — )2 + 52 — §2) — Ss(K2 — K2)
P EJK Ky(cK.S + CKys)
K Ko((C2— )2 + 5% — 82) — Ss(K2 — K2)
Ko EJK Ky (cK, S + CKas)
K K5((C? — ¢?)? 4 s — S?2) — Ss(K3 — K?)
EJK Ks(cK1S + CKys)
B = (O = @) + 52 — %) — Ss(K2 = KO) (457)
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