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2
Transformada inversa numérica de Laplace

Neste capitulo damos uma breve descricao da transformada de Laplace e
a transformada inversa de Laplace, dando énfase aos métodos numéricos para
calcular a transformada inversa de Laplace. Para isto, descrevemos de forma

sucinta alguns métodos numéricos propostos por alguns autores.

2.1
Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um operador linear £ pertencente a familia
das integrais de transformagao. Seja f(¢) uma fungado nao periédica e definida

para todo t > 0; define-se a transformada de Laplace de f(t) como:
C{F(t)} = / F(e=dt, onde s—a-+iw. (2-1)
0

A transformada de Laplace da funcdo f(¢) (dependente de t) é geralmente

denotada por:
Fls) = £{(1)}. (2-2)

Observe que a transformada de Laplace é dependente da variavel s. As
vezes, em lugar de F'(s) também escreve-se f(s).

Diz-se que a transformada de Laplace de f(t), existe quando a integral
(2-1) converge para algum valor de s. Para a existéncia da transformada de
Laplace é suficiente que satisfaca a seguinte proposicao:

Se f(t) é uma fungao continua em trechos para ¢t > 0 e além disso
|f(6)] < Me® para todo t > T, onde M, ¢ > 0 e T > 0 sdo constantes,
entdo L{f(t)} existe para s > c.

Para fazermos uso da técnica da transformada de Laplace na solucao das
equacoes diferenciais ordinarias ou parciais com valores iniciais os seguintes

passos sao usuais:

1. Usar a equagao (2-1) para transformar o problema inicial (em fungao de

t), para um problema bem mais simples (em funcao de s).
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2. Resolver esse problema simples e encontrar F'(s)

3. Finalmente, recuperar a fungao desejada f(t) mediante a transformada

inversa de Laplace

Uma outra propriedade importante ao aplicarmos a transformada de
Laplace é a seguinte: Se L{f(t)} = F(s) e f"(t) é a n-ésima derivada de

f, entao

L{M )} = 8" F(s) =" f(0) = "2 f/(0) =+ - = s f*72(0) = f*71(0) (2-3)

sempre que f(t), f'(t),..., f"7'(t) sejam continuas para 0 < ¢t < N e de
ordem exponencial para t > N com f™ sendo seccionalmente continua para
0<t<N.

2.2
Transformada inversa de Laplace

Se L{f(t)} = F(s) entao escrevemos como £~ " a funciao que transforma
F(s) em f(t). Ou seja,

f(t) = L7HF(s)} (2-4)

e dizemos que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F(s).
A transformada inversa de Laplace é definida formalmente pela seguinte
integral de inversao:
] patioc .

f(t) = 5 /a_ioo F(s)e*ds (2-5)
onde a é uma constante maior que qualquer ponto singular de F(s), f(t) =0
para t < 0. Este resultado é conhecido como férmula de inversao complexa, ou
também como férmula integral de Bromwich e fornece um método direto para

obter a transformada inversa de Laplace de uma func¢ao dada F'(s). Vejamos

isto na seguinte secao.
2.3
Teorema de inversao de Bromwich

Seja f(t) uma funcao continuamente derivavel com |f(t)| < Ke onde

K e ~y sao constantes positivas. Se definimos F'(s) como

F(s) = /OO e St f(t)dt, Re(s) >~ (2-6)

0
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entao

c+iT

1
f(t) = =— lim e’ F(s)ds, onde ¢ > . (2-7)

270 T—o0 c—iT

A equagao (2-7) também pode ser expressa como

ft) = L /C N e F(s)ds (2-8)

21 Jo—ioo

1 c+iT
Demonstragao. Definimos I = I(T,t) = —/ e*' F(s)ds. Logo

2mi c—iT

1 c+iT 1 c+iT [%S)
I=— e F(s)ds = — e (/ e_s“f(u)du) ds
0

21t J it 21 Jo_ir

1 [e%e) c+iT
== f(u) (/ es(t_“)ds) du (2-9)
2mi J c—iT

A mudanca na ordem de integracao é possivel gracas a convergeéncia

uniforme. Integrando em s segue que

(YHIT)(t—u) _ o(y—iT)(t—u) J
27Tz/ flu t—u “

_1 /OO eV(t_“)f(u)—SenT(t —v) du (2-10)
0

s t—u

mudando a varidvel u = t + 6 e substituindo () = e’ f(t + ) na integral

(2-10) temos
1 [ sen1'0
== 2-11
RO (211)

dividimos a integral (2-11) em duas parcelas, uma primeira [; correspondente

a integragao no intervalo [0, co[ e uma segunda I, correspondente a integragao
no intervalo [—t,0]. Ou seja I = I; + .

Escrevendo 7w1; da forma conveniente temos
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00 4 é
/ »(0) SGHQTH 6 = (0) / SeneTe do + / M sen 76 df
0 0 0

X sen 10 o senT0
= [ oo S s [ o) @)

escolhendo ¢ muito pequeno e X muito grande. Temos que

/ 6Msenﬂ9d9 <e (2-13)
0
/ h ¢(9)Se“9T9d9 <e (2-14)
X

. . X L . :
considerando a integral | s » apos a integracao por partes e considerando que

cada termo envolve 1/T" e sendo a integral limitada, obtemos
X sen T cos 70 oo X d ((0)
= — — To— [ 2222
/5 »(0) 7 db T 2/)(9)5 +T/5 cos 9d9< g )d@

= O(1/T) (2-15)

Seguindo de modo andlogo para a integral [ ;, fazendo a mudanga de

variavel ¢ = T'0 obtemos

b T
¢(0>/0 sen9T9d9:¢<O>/0 se;¢d¢

= $(0)5 +O(1/T) (2-16)

somando os resultados obtidos acima e fazendo T' — oo obtemos

— 1 o sen 10 1 1
h:—myéw@ W = J(0) = 5700 (217)

T T—o00

Expressamos wl, de forma andloga a equagao (2-12). Para a parcela da

fi obtemos o igualdade
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0 sen 10 =0 sen 16 O sen T4
/_t@D(Q) 7 d@z/_t »(0) 7 d9+¢(0)/_5 7 do

" () —¥(0)
+ /—5 — g sen T6d (2-18)

A partir de um argumento similar segue que

senT9 1
— L jim / e o= 551 (2-19)

T T—o0

Fazendo T' — oo na equagao (2-9) obtemos (2-7) e denotamos como .

Somando as duas parcelas da integral I = I; + I segue que I = f(t) como

queriamos demonstrar. [ |

2.4
Métodos de transformada inversa numérica de Laplace

24.1
Método de Bellman-Kalaba-Lockett (1966)

O método proposto para inverter a transformada de Laplace, consiste em
reduzir primeiro o intervalo infinito de integracao [0, 00) a um intervalo finito
[0,1], por meio de uma substitui¢do de varidveis. Posteriormente emprega-
se a féormula de quadratura de Gauss-Legendre de n—pontos para reduzir o
problema de inversao a um sistema de n equagcoes lineares algébricas.

Lembrando que a transformada de Laplace de uma funcao é

F(s) = /000 e St f(t)dt, (2-20)

t

fazendo a mudanca de variavel u = e~" em (2-20) segue que

F(s)—/o 0 F(— In ) du (2-21)

Aplicando a férmula da quadratura de Gauss-Legendre, a equacao (2-21)

é discretizada da seguinte forma

N
~ Zwiuf_lf(—lnui) s=1,2,...,N (2-22)
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onde u;, para i =1,2,..., N, sao as raizes obtidas do polinomio de Legendre
P}, de grau N, w; sao os pesos correspondentes.

Se s assume N valores, por exemplo, s = 1,2,..., N, entao um sistema
de N equacoes lineares é obtido com N valores desconhecidos de f(—Inu;),
onde?=1,2,..., N. A solucao desse sistema pode ser explicitamente resolvido

tomando a forma

N
~ Z az(-,iV)F(k:) onde  t;=—Iny (2-23)

A equagao (2-23) é a férmula de inversao dada em (Bellman-1966), os

coeficientes al(-,iv) sao tabulados para diferentes valores de N.

2.4.2
Método de R. Piessens (1968)

E uma extensao do método de Bellman-Kalaba-Lockett (Bellman-1966),
que tem como férmula de inversdo a equagao (2-23). O inconveniente desse
método é que s6 pode ser utilizado num nimero restrito de pontos.

Para evitar essa dificuldade, o método propoe fazer uma mudanca de

escala da varidvel t, com este propdsito, propoe a seguinte extensao de (2-23):

N
~ D e (e F(R) (2-24)
k=1
onde go,gN) ¢ um polindmio de grau N — 1.

A equacao (2-24) ¢ obtida a partir da equagao (2-25) que ¢ uma fungao de
interpolagao generalizada de Lagrange da transformada de Laplace nos pontos
s=1,2,...,N.

e

=1

o k) gl F(k;) (2-25)

H s+m
m=0

Invertendo a equagao (2-25) obtemos a férmula de inversao da transfor-
mada de Laplace (2-24). Onde

N-1

N e k+m+1 (N+k—1DUN+m)le™
o Z (K — 12N = k)Y (m!)2(N =1 —m)!(k +m)!
(2-26)

m=0
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2.4.3
Método de Dubner-Abate (1968)

O método desenvolvido por Dubner e Abate, para inverter a transformada
de Laplace, relaciona a integral de Fourier a transformada de Fourier de co-
Senos.

Seja h : R — R uma funcao tal que h(t) = 0 para t < 0. A partir da
fungao h definimos as fungoes periddicas pares g¢,(t) (de periodo 27, veja a

figura 2.1), para cadan =0,1,2,... como:

h(2nT —t), para te[(n—1)T, nT]

gn(t) = (2-27)
h(t), para t € [nT', (n+1)T]

B(t) = et £ (2)

\{

T 0 T oT RYA
9o0(t)
T 0 T 2T 37 >
M
T 0 T oT 3T >
M
T 0 T oT 3T >

Figura 2.1: Fungoes h(t) e gn(t)

Para obter uma representacao em série de Fourier para cada g,(t) re-
escrevemos (2-27) de tal forma que as g¢,(f) estejam definidas no intervalo
(=T,7).

Assim, para cadan =0,2,4,... temos

h(nT —t), -T< t <0
gn(t) = (2-28)
h(nT + 1), 0< t <T
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e para cadan =1,3,5,... temos
h((n+1)T +t), -I'< t <0
gn(t) = (2-29)
h((n+1)T —1), 0< t <T

Logo, a representacao de Fourier em termos de co-senos de g,(t) é dado

por ot
gn(t) = Ano + ZAnkcosi (2-30)
para cadan =0,1,2,..., onde
2 (T k
A = — / h(nT + x) cos L para n=0,2,4,... (2-31)
T T
e
2 [T k
Ay = —/ h((n+1)T—a¢)ﬂd5E para n=1,3,5,... (2-32)
T S T
Apé6s uma mudanga de varidvel em (2-31) e (2-32) segue que
Ani = = /n _ hlt)cos %dt (2-33)
Em (2-30), somando em termos de n obtemos
~ 2 - kmt
> gult) = [ + 3 A(wy) cos i} (2-34)
n= k=1
onde A(wy,) fo ) cos m dt e A(wy) é uma transformada de Fourier en

termos de co-senos. Se mtroduzimos o seguinte fator de atenuacao

h(t) =e "' f(t) (2-35)

realmente A(wy) é a transformada de Laplace da fungao f(¢) com a variavel
de transformacao sendo dado por s = a + %7i. Ou seja A(wy) = Re{F(s)}.
Portanto, da equacao (2-34) segue que

Zeatgn — [R{F }—I—ZRe{Fa—l— }cos% (2-36)

onde ambos lados da equacao sao multiplicados pelo fator de atenuacao e®.
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Note que (2-36) ¢ ja uma aproximacao de f(t) em (0,7), ou seja

ft) = 30 e gn(t).
A partir de (2-28) e (2-29) pode-se determinar »_ > e*g,(t) em (0,7)

i e gn(t) = i e h(2nT +t) + i e h(2nT —t) (2-37)

n=0 n=0
Usando o fator de atenuagao (2-35) e separando adequadamente podemos

escrever

S etgalt) = £(t) + 2 (2:33)

n=0
onde o erro € é dado por
e=> e [f2nT +t) + > f(2nT — )] (2-39)
n=1

Denotando f(t) =", e™g,(t), entao
Flt) = f(t) +¢ (2-40)
Dubner e Abate em (Dubner-Abate-1968) mostram que € pode ser feito

suficientemente pequeno apenas para t < T'/2. Portanto concluem que no
intervalo (0,7'/2) uma aproximagao da transformada inversa de Laplace pode

ser achada, com o grau de exatidao que desejarmos, pela féormula

Ft) = 2;:w BRe{F(a)} + Z Re{F(a+ %%i)} cos %

k=1

(2-41)

244
Método de Kenny Crump (1970)

O método de Kenny Crump é uma generalizagao do método de Dubner e
Abate, lembre que esse método aproxima a transformada inversa por meio de
séries de Fourier em termos de co-senos, pois considera a parte real Re{F'(s)}.
Entretanto, o método de Crump considera (além das séries de Fourier em co-
senos) séries de Fourier em termos em senos, de tal forma que o erro seja menor
ao obtido por Dubner e Abate. Para tal propdsito considera a parte imaginaria
Im{F(s)}.

No desenvolvimento deste método obtemos a série de Fourier para uma

“ num intervalo

funcao go(t), que é periédica con periodo 27" e igual a f(t)e™
(0,2T7"). Os coeficientes da série podem ser aproximados usando F'(s). Com a

finalidade que a série de Fourier tenha convergéncia a ¢o(t) em pontos de
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descontinuidade vamos impor a condigao f(t) = {f(t+) + f(t—)}/2 para
todo ¢t onde f(t) é descontinua. Para n = 0,1,2,---, define-se g,(t) para
—00 < t < 00, por g,(t) = f(t)e™ ™, 2nT < t < 2(n + 1)T, com a condigao
de ser periédica com periodo 27'. A representacao da série de Fourier de cada

gn(t) é dado por

:—Ano—i-Z{ nkcos—+Bnksen$} (2-42)

onde os coeficientes de Fourier sao

1 2(n+1)T
A = T/ e~ f(t) cos(kmt/T)dt (2-43)
2nT
1 2(n+1)T
Buy = T/ e f(t) sen(knt/T)dt (2-44)
2nT

Em (2-42) somando com respeito aos n e observando que

/OO e~ f(t) cos(kmt/T)dt = Re{F(a +ikm/T)} (2-45)
/OO e” " f(t)sen(knt/T)dt = —Im{F(a + ikw/T)} (2-46)

obtemos i
Z gn(t) = —Re{F( )}—I—%Z[Re{F(ajL’ff—“z')} cos Zt—Im{F(a+%%i)} sen £Z
. (2-47)

Como go(t) = f(t)e ™ para t € (0,27, a partir de (2-47) obtemos uma

aproximacao f(t) da transformada inversa f(t) dada por

ft) = %Re{F( )} + ;Z{Re{F(aJr i)} cos B2t —Tm{F(a+%7i)} sen knt
o (2-48)
Ou seja f(t) = f(t) — e, onde
e 2nat Z gn(t) = Z e 2t f(onT +t) (2-49)

2.4.5
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Método de Gaver-Stehfest (1970)

O algoritmo desenvolvido por H. Stehfest (Stehfest-1970) é baseado
no trabalho de D. P. Gaver (Gaver-1966) (quem utiliza uma linguagem

inteiramente probabilistica), Gaver considera a esperanca matemdtica f, da
inversa f(t) de F(s),

1

/ F(#gnla,t)d ((3”_) N no (77)(—1)2‘F(<n+z’)a>. (2-50)

Ou, o que é o mesmo, valor esperado de f(t) = L7'{F(s)} com respeito a

funcao de probabilidade

2n)!
gnla,1) = an!((n 4 ]

onde g,(a,t) tem as seguintes propriedades

(1 — e )menat | a>0 (2-51)

L[ gala, t)dt =1
2. Valor modal de g, (a,t) = 12
3. e variancia var(t) = 1/a* Y7 1/(n + 1)

As quais implicam que f, converge para f (1“72) quando n — oo. f, tem

expansao assintética (vide (Stehfest-1970))

In2
f~f<n) T B (2-52)
non n
Para um nimero N de valores de F', uma melhor aproximacao para f (1“2)
do que f, | é possivel. Por combinacao linear de f,, f,..., fx /2 € requerendo
=~ 1
(K =0p; k=0,1,.... K -1, K<N/2 (2-53
E“ P ES el /2 (2:33)
segue que
-1 i—1 K
z(K) = (=) C)i(N/2+ 1 =)t (2-54)
K! i
portanto

S (K f (2 e, N2 -K)((N/2 - K)
ZZ:; Z(K)f(N/2)+1—z f( a )—l—( 1) N2 + ( 73) )
(2-55)
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Substituindo K = N/2, a = 122 e utilizando (2-50) obtemos a expressdo
que produz um valor aproximado f, da transformada inversa a partir da

transformada de Laplace F(s), em s = T.

ln2 ZVF<IH2 )

com in{i.N/2)
Vi = (—1)/H Z kN2 (2k)!
' i (8 — k)W (k — 1)1(i — k)!(2k — 1)!


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA




