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2.Modelagem

2.1.Geometria

O escoamento a ser modelado passa por uma expansao abrupta da secao
transversal e posteriormente esta segédo € reduzida abruptamente. A geometria
analisada é axissimétrica, e € mostrada na Figura 2.1. Como mencionado
anteriormente, testes experimentais com este tipo de geometria foram realizados
no proprio departamento de engenharia mecanica da PUC-Rio, com variagao
das dimensbdes da secdo de maior didmetro, e sugeriram a influéncia da

elasticidade ao longo do escoamento.

||||'
\

Figura 2.1: Geometria do escoamento

Como o escoamento ¢€é considerado axissimétrico, o dominio
computacional vai da entrada (x = 0) a saida do tubo (x = 2L+L,), e da linha de

simetria (r = 0) até a parede do tubo (r = Ry).

2.2.Equacgoes Governantes

Para o escoamento modelado, as seguintes hipoteses simplificadoras
foram adotadas:
» Escoamento isocérico, laminar, permanente e axissimétrico;

* Efeitos de inércia despreziveis;
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* Propriedades independentes da temperatura; e
* Dissipacéo viscosa desprezivel.
Com estas hipdteses simplificadoras as equacdes de conservacdo de

massa e quantidade de movimento se reduzem, respectivamente a:

V.v=0 2.1)
V.(t-pl)=0 (2.2)

Em notacgao diferencial as equagdes acima ficam

ov

10

—_— r'v + X :O 2.1

r ar( ) ox (2.1a)
1ﬁ(rtrr)Jr irxr _%P_ 0 (2.2a)
ror OX or

19 (ﬁ'rx)+irxx ~®_g (2.2b)
ror oX OX

onde v é o vetor velocidade, © é o tensor das tensdes, p a pressdo e | € a
matriz identidade.

Com as hipdteses simplificadoras e o perfil geométrico definidos, as
seguintes condicdes de contorno sao assumidas (considerando n e t,
respectivamente, os vetores localmente, normal e tangente a superficie

analisada):

* Nao deslizamento e impermeabilidade em superficies sélidas:

» Simetria na linha central:
n(vv)t=0 (2.4)
v .n=0 (2.5)

Devido a simulacdo ser avaliada a Reynolds nulo e em regime
permanente, pode-se considerar uma velocidade de entrada constante. Esta
velocidade de entrada leva a um escoamento completamente desenvolvido
imediatamente na entrada, ja que o comprimento de desenvolvimento & dado
por:

L/D = 0,06Re (2.6)
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Logo, como Re é nulo, o comprimento de entrada é zero.

2.3.Equacoes Constitutivas

Para modelar o campo de tensdes, sera analisada a equacédo de Souza
Mendes. Como esta equacao faz referéncia a equagao SMD [7] e Oldroyd-B [5],

sera realizada uma explicagao inicial para estes dois modelos.

2.3.1.SMD

Esta equacdo, formulada por Souza Mendes e Dutra, modela o
comportamento dos fluidos viscoplasticos, apresentando excelente concordancia
com dados experimentais para diferentes fluidos [7].

Existem outras equagbes mais tradicionais que modelam os fluidos
viscoplasticos, como Herschel-Bulkley, Carreau e Papanastasiou [5,2], porém o
modelo SMD é uma fungao continua com derivada também continua, e por isso
€ mais indicado para simulagées numericas.

A equacao SMD é mostrada na equacdo 2.7 e seu comportamento é

mostrado na figura 2.2:
[m]
T=|1-e '™ (ro +ki(") (2.7)
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Figura 2.2: Tensdo em fung¢ao da taxa de deformagéo no modelo SMD.
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A equacdo SMD também pode ser apresentada na forma de viscosidade

em fungdo da taxa de deformacédo, jd que, para materiais viscoplasticos, a

relagdo da tensdo com a viscosidade é dada por:

T= n(}'/)y (2.8)

Utilizando esta relacao e a fungcdo SMD dada anteriormente tem-se:

n(v)

1- e[ny] (%0 + ky“—1j (2.9)

Nesta equacgédo sao definidas as seguintes variaveis:

No- Viscosidade a taxa de cisalhamento zero: viscosidade

constante quando a taxa de deformacao aproxima-se de zero;

T,- tensdo de escoamento: tensdo em que o fluido tem o

decaimento da sua viscosidade, apresentando a transicdo do
escoamento entre yielded e unyielded,

k - indice de consisténcia: E a interseccdo entre a reta de
prolongamento da curva na se¢ado power-law e a reta vertical que
passa pela taxa de deformagédo igual a um. Devido a esta
caracteristica, k pode ser usado na adequacao de dados pela curva
quando se usa o método dos quadrados minimos.

n - indice de power-law: Representa a inclinagéo da curva na regido
power-law. A medida que n tende a zero, esta equagdo se

aproxima do caso de Bingham.

2.3.2.0ldroyd-B

Esta equacao apresenta em sua formulagdo consideracbes para efeitos

viscoelasticos, assim, o calculo da tensao leva em consideracdo deformacoes

em momentos anteriores ao ponto analisado. Desta forma, a tensao considera

instantes de tempos anteriores ao instante analisado e alteragdes na geometria
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do escoamento anterior ao local analisado. A equagéo de Oldroyd-B é mostrada

a seguir:
T+ AT =nolf + 27 (2.10)

onde T e ? representam a derivada convectada [5] no tempo para a

tenséo e taxa de cisalhamento respectivamente.

A viscosidade no € constante neste modelo viscoelastico. As constantes
A, e A,sdo, respectivamente, chamadas de tempo de relaxacdo e tempo de

retardo. Ambos os tempos estdo relacionados com a elasticidade do fluido,
sendo que o tempo de relaxacgéo relaciona a dependéncia do fluido com taxas de

deformacdes anteriores (y ) e o tempo de retardo relaciona a dependéncia do
fluido com as derivadas convectadas das taxas de deformagdes anteriores(? )-
A equacdo de Oldroyd-B analisada representa uma relagdo quasi-linear

entre a tenséo (T) e a taxa de deformagéo(y ). Esta relagédo quasi-linear é assim

definida quando, ao invés de se usar a derivada parcial temporal (0/0t), utiliza-

se a derivada convectada (equacgdes 2.11a e 2.11b).

sz—f—[(VV)T~T+T-(V\7)] (2.11a)
?=%¥—[(V\7)T'Y+Y-(V\7)} (2.11b)

A equacdo de Oldroyd-B mostrada, mesmo em escoamentos puramente
cisalhantes, apresenta diferenca das tensdes normais, o que nao é verificado e
escoamentos puramente cisalhantes de fluidos newtonianos. Como visto na
Introducéo, a diferenga das tensées normais é dada pela equagao 1.6. No caso
especifico do modelo Oldroyd-B, o primeiro coeficiente da tensdo normal, vy, &
dado pela equacéao 2.12.

— 1, =¥ty (16)

XX yw o

¥, =2n,(A, = 1,) (2.12)
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A presenca de tensdes normais resulta em efeitos no escoamento de
grande importancia na industria. Os principais efeitos decorrentes das tensdes
normais sao os efeitos Weissenberg, normal force pump e die sweel [5,8]. Este
ultimo efeito apresenta importancia especifica na produgao de tubos e chapas de
material polimérico, por exemplo.

Outra caracteristica presente em materiais viscoelasticos é a existéncia
de uma viscosidade extensional, como, por exemplo, um escoamento
extensional biaxial, mostrado na figura 2.3. No escoamento mostrado, ndo ha
cisalhamento, apenas o elongamento do fluido em dois eixos, x e y por exemplo,

e encurtamento no eixo z.

Figura 2.3: escoamento extensional biaxial

A importancia do escoamento elongacional surge na industria quando o
fluido passa por uma mudancga brusca em sua geometria, onde o comportamento
do escoamento ndo pode ser previsto apenas pela andlise da viscosidade

proveniente do cisalhamento.

2.3.3.Souza Mendes

A equacao de Souza Mendes é uma modificagdo da equagdo SMD
apresentada anteriormente, introduzindo um outro patamar de viscosidade a
altas taxas de deformacdo e dois patamares de elasticidade, um na regido de
baixas taxas de deformacao e outro na regido de elevadas taxas de deformacgao.
O novo modelo é entdo descrito como um modelo elasto-viscoplastico.

Inicialmente, considerando a equacdo SMD (viscosidade em funcdo da

taxa de deformacao), foi adicionado um patamar minimo para a viscosidade
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definido como n., havendo ainda uma transicdo exponencial entre a regido
power-law e o patamar n..

Para se adicionar a elasticidade partiu-se do modelo de Oldroyd-B, com a
diferengca que os termos constantes (n,4,e A,) agora sdo fungbes nao
constantes. Neste modelo, a viscosidade deriva da equagao SMD e os tempos
de relaxamento e retardo possuem decaimento exponencial entre dois
patamares constantes.

A equacao proposta € apresentada a seguir:

T+ ()T = + (1)) (2.132)

n(y)=01- e_[“’j )Eo k™) 4+, | 1- e_[kY;J (2.13b)
¥

}‘1(}.’) = (}‘01 - 7%1)9_[10] + A (2.13c)

2ep () = (Ao —xwz)e(%j ., (2.13d)

Na equacdo anterior as variaveis que ja existiam na equacao SMD

continuam tendo o mesmo significado. As demais variaveis sao:

e 1,- viscosidade a taxa de cisalhamento infinito: viscosidade
constante quando a taxa de deformacéao torna-se suficientemente
grande;

e Ay, A - tempo de relaxagdo: o primeiro surge a baixas taxas de
deformacédo, enquanto o segundo se sobrepde em elevadas taxas
de deformacao;

e Ay, A,,- tempo de retardo: o primeiro surge a baixas taxas de

deformacéo, enquanto o segundo se sobrepde em elevadas taxas

de deformacéo.

Assim como na equacéo de Oldroyd-B, este modelo contempla o tempo de
relaxagao e o tempo de retardo, mas agora estes tempos sao fungdes da taxa de

deformacdo. As propriedades elasticas continuam sendo fun¢des dos tempos de
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relaxacdo e retardo. E as propriedades plasticas sao consideradas pela
modelagem da viscosidade como fun¢éo da taxa de deformacgéo.

Ao se analisar equacado de Souza Mendes, pode-se verificar a existéncia
de trés regides principais. A primeira surge quando o escoamento apresenta
baixas taxas de deformacgéo. Nesta regido, o fluido apresenta uma viscosidade
elevada no (Figura 2.4) e os tempos de relaxagdo Ay1 € retardo Ao, todos
constantes, ou seja, para baixas taxas de deformacgéo o fluido se reduz para a
equacao de Oldroyd-B, com constantes no, Ao1 € Ao2. ISto pode ser verificado
quando se toma o limite da taxa de deformacido aproximando-se de zero
(7 = 0), como mostrado no tépico Analise da Equacao de Souza Mendes.

A mesma analise pode ser realizada quando a taxa de deformacéao tende a

infinito (7 — o), mas agora a viscosidade e os tempos de relaxacdo e retardo

sdo respectivamente n., A.1 € Ay, também constantes. Novamente a equacéao
de Souza Mendes se reduz para a equagao de Oldroyd-B, porém pode-se notar
que as duas equagodes de Oldroyd-B possuem viscosidade, tempo de relaxagao
e tempo de retardo diferente do mostrado anteriormente.

Por fim, da analise da equacao da viscosidade, verifica-se que ha uma
secao de transicdo entre os dois patamares de viscosidade constante (ng € 1),

como verificado na figura 2.4.
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Figura 2.4: Fun¢ao viscosidade no modelo Souza Mendes
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Esta transicdo entre as viscosidades constantes, inicialmente, € dada por
um decaimento exponencial (regido entre y,e y, ), passando para um
decaimento power-law (regido entre y,e 7, ).

Ja na funcao de tempo de relaxacdo e tempo de retardo, a regiao de

transicao € dada apenas exponencialmente.

Cabe ainda observar que se o tempo de retardo for nulo para qualquer que
seja a taxa de deformacgéo (4,(7)=0), a equacdo de Souza Mendes passa a

representar duas equacgdes de Maxwell, com uma regido de transigédo entre elas,

ao invés de duas equacgdes de Oldroyd-B.

| m?
Da mesma forma, se o tempo de retardo for dado por A,(y) = (ﬂoz)e (’0 ]

ou seja, com 4,, =0, a equagdo de Souza Mendes representa uma equagéao de

Oldroyd-B para taxas de deformacdes pequenas e uma equagao de Maxwell

para taxas de deformacdes elevadas.

2.3.3.1.Andlise da equagao de Souza Mendes

Nesta secao sera mostrada como a equacdo de Souza Mendes se

comporta quando a taxa de deformacio aproxima-se dos limites em zero e

infinito.

T+ ()T =) + (1)) (2.13a)

n(7)=(1- e{“’])(i" +ki" )+, 1= ewd (2.13b)
Y

2ey(7) = (hgy — xm)e_[foJ Yy (2.13c)

don (1) = (hgp — xwz)e_[fo) i, (2.13d)
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2.3.3.1.1.Limite da viscosidade quando a taxa de deformacgao tende a
zero (Lim,_,n(7) )

Mot

n) = (- e[ g ])(170 +Ky" )+, 1- e_(k;:1] (2.13b)

Para tomar o limite da fungao viscosidade tendendo a zero é melhor dividir

a equacgdo em duas partes que correspondem as suas parcelas que se somam:

o7
e Primeira parte:(1—¢ [’O j)(r_fhrk};n—l);
Y

1y
k}}nfl

e Segunda parte:n_|1—e

Cabe aqui ressaltar que o indice n da equacao é derivado do modelo
power-law para a viscosidade, que representa um decaimento da viscosidade a
medida que a taxa de deformagdo aumenta. Assim, n € uma constante no
intervalo entre zero e um.

Comecando pela segunda parte, em que a analise € mais simples, tem-se:

Lim, ., l—e(k;ﬁolj =7700[1—1]=0;

Ja na primeira parte, para simplificar a analise, se denominara cada sub-
parte do produto com uma letra:

o A=(1- e[nfooy)) .

.« B=(+kh
4

Assim, tem-se:
Analisando a sub-parte A:
Lim,_,A=Lim, ,(1-e " ’)=1-1=0, logo

Limy_)OA =0.

Analisando a sub-parte B:
7, +k7?”)_(ro +0
y 0

leHO

B=Lim, (%0+k7”“) = Lim, )= (%0) = ,l0go
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Lim, ,,B=o0.
Assim, a primeira parte, definida como o produto AxB fica Ox oo, tratando-
se de uma indeterminagao.
Como a primeira parte pode ser reescrita da seguinte maneira:

4

(1- e_[“]xfo )
7

pode-se usar a regra de L’Hopital [6] para se eliminar a indeterminagao.

Desta forma:

M7

ol (1- e[’o] )z, + k5"

. (’70ém)(ro+k7")+<1—e_m><kny'">
oy Ty

Fazendo o limite para a taxa de deformacgao tendendo a zero:

o)z +(1-1)(0) =7,
To
Assim, considerando-se as duas partes da funcdo viscosidade obtém-

se Limy—>o77(7}) =1 -

2.3.3.1.2.Limite da viscosidade quando a taxa de deformacao tende a
infinito (Lim,_,_ n(Y) )

n(y)=(1- e(ny] )(%O +ky" )+, [ 1- e[km (2.13b)

A analise vai ser similar a feita para o limite tendendo a zero, ou seja, a
equacao sera dividida em duas partes que correspondem as suas parcelas que

Seé somam:

| m7
e Primeira parte:(1—e [,0 ])(T__o+ kj}n—l);
v

/L
e Segunda parte: 77, l—e[ Wﬁl} :

Comecando pela segunda parte tem-se:
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l1—e

le }/'%oo’]oo ’

como n < 1, logo n-1 < 0, assim, o termo do expoente da férmula anterior
tende a menos infinito:

Limww(_%j =—00, e o limite da segunda parte fica
ky"

My
k}/-lz—l

joulle| 1= =nfl-e]=n.

Lim
Na primeira parte o limite fica

Lim, ,(1- e_[’ooj)(r—? + k7" =(1—e )0+ 0) =(1)(0)=0.
y

Juntando os dois resultados, obtém-se: Lim, . n(y)=1,

2.4 Adimensionalizagao

O procedimento de adimensionalizagdo das equagdes foi baseado na
forma proposta por Souza Mendes [3] como uma alternativa de incluir apenas
propriedades reoldgicas para o escoamento. Desta forma, os grupos reologicos
adimensionais tornam-se constantes, independentemente da vaz&o imposta
sobre 0 escoamento. As equagdes adimensionais ficam como mostradas a

seqguir.

2.4.1.SMD adimensionalizado

A adimensionalizagdo do modelo SMD, como mostrado no trabalho de
P.R. de Souza Mendes, M.F. Naccache, P.R. Varges, F.H. Marchesini [1], € dado

por:

* (0% —(J+1)7* 1 s *N—
() =(1-e " )(F” " (2.14)
onde
=X (2.14a)
To
v =X (2.14b)
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Ty =17 (2.14c)

(n)" (2.14d)

71 2 .

J=1"" (2.14€)
Yo

As principais alteracdes na forma da adimensionalizagao foram:
e Deborah reologico deixa de ser dependente da velocidade
(De=Av, /L ) e passa a depender apenas da taxa de deformacao
e da elasticidade;

e Surgimento da constante J (Jump number) que caracteriza o

tamanho da regido de decaimento power-law.

2.4.2.0ldroyd-B

A adimensionalizagao desta equagdo foi obtida considerando como

parametros caracteristicos 7, para tensdo e y,para a taxa de deformagéo.

T +De, T =7 +De,y’ (2.15)

onde

To =170 (2.152)

N (2.14a)
To

T=" (2.15b)
ToYo

=1 (2.15¢)
Yo

A (2.15d)
(Yo)

De,, =y,4, (2.15e)

De,, =y,4, (2.15f)
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2.4.3.Souza Mendes

A adimensionalizagdo desta equagéo tem como parametros caracteristicos
7, para tensdo e y, para a taxa de deformacéo. Diferentemente da equagéo de
Oldroyd-B, em que a viscosidade era constante, aqui, y,representa a mudanca
da fungao viscosidade de 1oy para um decaimento exponencial. Na figura 2.4
anteriormente mostrada, verifica-se que aumentando o valor de 7 encontra-se o

ponto de transicdo da viscosidade entre o decaimento exponencial e o

decaimento power-law definido no y,. Ao se continuar aumentando o valor de
y encontra-se o ponto de transigdo da viscosidade entre o decaimento power-
law e a viscosidade em n., que ocorre em 7, .

A forma final da equacao de Souza Mendes adimensionalizada é mostrada

a sequir:
T*+De,(y)T* =n" (?*)(Y * 1De, (7*)y ) (2.16)
* (% —(J+1)y* 1 ¢ %n— * o xgxlon

N (7)== ) e, f-e] (2.16a)

De,(7*) = (De,, —De,, e """ +De,, (2.16b)

De,,(7*) = (Dey, —De,,Je " +De,, (2.160)

onde

L (2.15a)
To

T = i (2.16d)
ToY4

v =T (2.14b)
Y1

=

Y == (2.16¢)
(Y1)2

To =17 (2.15a)

=l (2.16f)

V)= (iJH (2.169)
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J — 71 _7}0
Yo
. 1-n
N 7
Dey, =y,4,,
Deool = 7}1/1001
D602 = 71102
De,,=y4,,
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(2.14e)

(2.16h)

(2.16i)
(2.16j)
(2.16Kk)

(2.161)

As principais alteragbes na forma da adimensionalizagao foram citadas na

adimensionalizacdo do modelo SMD.
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