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Modelos de Markov Ocultos

3.1.
Processos Estocasticos

Um processo estocastico ¢ definido como uma familia de variaveis
aleatorias X(7), sendo ¢ geralmente a varidvel tempo. X(f) representa uma
caracteristica mensurdvel de interesse no tempo t. Exemplificando, X(#) pode
representar o nivel de estoque de um produto no fim do dia ¢.

Processos estocasticos sdao usados para descrever o comportamento ao longo
de um periodo de tempo de um sistema onde a incerteza ¢ significativa. Em
termos mais formais, a variavel aleatoria X(f) representa o estado do sistema no
instante 7.

Os processos estocasticos podem ser classificados:

Em relagdo ao estado:

e [Estado discreto: X(¢) ¢ definido sobre um conjunto enumeravel ou
finito,
e Estado continuo: caso contrario.
Em relacdo ao tempo:
e Tempo discreto: ¢ € finito ou enumeravel,

e Tempo continuo: caso contrario.

3.2.
Processos Markovianos

Um processo estocastico ¢ dito markoviano se a probabilidade do processo
estar em um dado estado, em um instante qualquer no futuro, condicionada a
seqliéncia completa de estados até o presente permanece a mesma quando
condicionada apenas ao estado presente.

Usando a notagdo ¢, para designar a varidvel aleatoria X(7), as

probabilidades condicionais P(q,., =S |q, = S;) sdo denominadas probabilidades
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de transigdo e representam, a probabilidade do estado g,,, ser S; no instante /+/

dado que o estado ¢, ¢ S, no instante ¢.

3.3.
Cadeias de Markov

Um processo markoviano ¢ uma cadeia de Markov quando as variaveis
aleatdrias X(¢) estdo definidas em um espago de estados discreto.

Consideram-se sistemas que podem ser descritos como estando em qualquer
instante de tempo em um estado de um conjunto de N estados distintos (S, S, ...,

Sy) como ilustrado na figura 1 (onde N = 3 para simplificar a explicacdo).

ajg a2

ass

Figura 1 - Cadeia de Markov com 3 estados (S; a S;), onde as setas indicam as

transicdes possiveis entre os estados.

Para instantes de tempo igualmente espagados, o sistema passa por uma
mudanga de estado (podendo retornar ao mesmo estado) de acordo com um
conjunto de probabilidades de transi¢cdo. Cada instante de tempo, onde ocorrem as
mudangas de estado, € descrito por t =1, 2, ..., € 0 estado no tempo ¢ ¢ denotado
com o simbolo ¢,, considerando um espago de tempo discreto.

Uma descrig¢ao probabilistica completa do sistema requer a especificacao do
estado presente (no tempo ¢) e também dos estados anteriores. Para o caso especial
de uma cadeia de Markov de primeira ordem, essa descri¢do pode ser truncada

apenas no estado presente e no seu antecessor:

P(q, = Sj|qt4 =8.9,,=58,...)=P(q, = Sj’qt—l =S)) Equagdo 1
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Considerando processos em que o lado direito da equagdo 1 ¢ independente

do tempo, tem-se um conjunto de probabilidades de transi¢do de estado a;;:

a,=P(¢, =S¢, =S). 1<ij<N. Equagdio 2

As probabilidades de transi¢ao de estado tém as seguintes propriedades:

a, 20 Equagdo 3a
N
Zaz'j =1 Equagdo 3b
i=1

Quando as probabilidades de transi¢do ndo se alteram ao longo do tempo,
diz-se que o processo ¢ estacionario.

O processo estocastico mencionado acima poderia ser chamado de modelo
de Markov observéavel uma vez que a saida do processo ¢ um conjunto de estados
em cada instante de tempo, onde cada estado corresponde a um evento fisico

observavel.

3.4.
Modelos de Markov Ocultos

Nos modelos de Markov descritos anteriormente, cada estado corresponde a
um evento fisico observavel. Essa caracteristica torna esses modelos muito
restritos para solu¢do de diversos problemas de interesse. Para estes casos aplica-
se uma extensdo chamada de modelos de Markov ocultos (do inglés: Hidden
Markov Models - HMM), onde o estado ndo ¢ diretamente observavel, mas uma
observacao ¢ uma fung¢do probabilistica do estado.

Um HMM ¢ um processo duplamente estocdstico composto por um
processo latente que ndo € observavel (hidden), mas que se manifesta através de
um outro processo estocastico o qual produz uma seqiiéncia de simbolos

observaveis (Bunke & Caelli, 2001).
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3.4.1.
Elementos de um Modelo de Markov Oculto

Em um HMM, as observagdes (v;) sao simbolos emitidos por estados nao
observaveis (S;) de acordo com determinadas funcdes probabilisticas, sendo que
cada seqiiéncia de estados ¢ uma cadeia de Markov de primeira ordem. A figura 2
ilustra um HMM, sendo N o nimero de estados do modelo (o conjunto dos
estados individuais ¢ representado por S = {S;,...,Sy} € o estado no tempo ¢ pelo
simbolo ¢, ) ¢ M o ntimero de simbolos distintos observaveis (o conjunto dos
simbolos individuais € representado por V = {v,, ..., vu}).

Um HMM basico ¢ constituido de 3 conjuntos de pardmetros principais:

1. as probabilidades de emissdo de simbolo B = {b;} — a probabilidade

do simbolo v; ser emitido pelo estado §;, i.e.

b,=P(v,emitlq =S§;,), 1<j<Nel<k<M Equacao 4

2. as probabilidades de transi¢do de estado A = {a;;} — a probabilidade
de estar no estado S; no instante de tempo subseqiiente dado que o

estado atual é S}, i.e.

a;, =P(q,, =S)lq,=S), 1<ij<N Equagdo 5

3. A distribuicdo de probabilidade a priori & = {z;} do sistema estar em
um dado estado S; no instante inicial de tempo (ndo mostrado na

Figura 2), i.e.

r,=P(q,=S,), 1<i<N Equacao 6

Com respeito a figura 2, se o sistema pode passar de um estado S; para outro
S, a;7>0 e se esses dois estados ndo sdo conectados, a; = 0. Apesar dos estados
serem escondidos, em muitas aplicagdes praticas, estes possuem significado fisico
relevante para o problema em questdo. Este ¢ o caso da aplicagdo alvo do presente
trabalho, em que os estados estdo associados aos estagios fenologicos de culturas

agricolas.
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Figura 2 - Exemplo de um modelo de Markov Oculto (S; — estados, v, — simbolos

observaveis, a;; — probabilidade de transi¢do de estado, b;; — probabilidade de emissao

de simbolo).

3.4.2.
Problemas basicos associados a HMMs

A maioria das aplicagdes de HMMs envolve a solucao de até trés problemas
principais:

e Problema 1: Considere uma seqiiéncia de observacdes O = {Oy, ...,
Oy}. Dado o modelo A = (A,B,x), calcular P(O| ) (a probabilidade
de que o modelo A gere a seqiiéncia de observagdes O).

e Problema 2: Para uma seqiiéncia de observacdes O = {Oy, ..., Oum},
dado o modelo A = (A,B,m), determinar a seqiiéncia dos estados Q =
{q1,...,9n}, de modo que P(S,0| 1) (distribui¢do de probabilidade
conjunta das seqiiéncias de observagdes, O, e de estados S, dado o
modelo A) seja maxima.

e Problema 3: Estimar os parametros do modelo A = (A,B,m) de modo
que P(O| &) ou P(S,0| ) seja maximizada.

O problema de classificacdo de culturas agricolas, que ¢ o tema do presente
trabalho, corresponde ao problema 1. O problema 2 consiste em revelar a parte
oculta do sistema, na aplicac¢dao alvo, determinar o estagio fenoldgico em que se
encontra cada cultura em cada data. Ambos os problemas sdo, portanto relevantes

neste trabalho.
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O problema 3, em que se estimam os valores dos parametros do modelo,
pressupde a inexisténcia de dados de treinamento rotulados. Para a aplicagdo alvo
deste trabalho estd disponivel um conjunto de dados em que o modelo (cultura),
os estados (estagios fenologicos) e os simbolos emitidos (respostas espectrais) sdo
conhecidos. A partir desta informagdo, podem-se estimar diretamente os
parametros do modelo, como serad descrito na Secdo 4.2. Por isso o texto que se
segue ndo apresenta a solugdo do problema 3. Detalhes sobre métodos de solugdo

do problema 3 podem ser encontrados, por exemplo, em (Rabiner, 1989).

3.4.3.
Solucbes para os problemas 1 e 2 associados a HMMs

3.4.3.1.
Solucéo do problema 1

Deseja-se calcular P(O| 1), ou seja, a probabilidade de que o modelo dado A
produza a seqiiéncia de observagdes, O = {O; O; ... Or}, sendo T o numero de
observagdes na seqiiéncia. Esta probabilidade pode ser calculada através de um
procedimento que consiste de duas etapas, denominadas direta e reversa.

A) A etapa direta:

Seja «o; a probabilidade (chamada usualmente na literatura de direta) da

seqliéncia parcial de observagoes, Oz{OlOz...O,}, até o tempo ¢t e de que o

sistema esteja no estado S; no tempo ¢, dado o modelo A, ou seja,

a,(i)=P(0,0,..0,,q, =S|1) Equacao 7

O valor de a(i) pode ser calculado indutivamente, pelos seguintes trés passos:

1. Inicializagao:
a,(i) = 7,b,(0,), I<isN Equagédo 8

2. Inducao:

N Equacgao 9
am(j):[Za,(i)aij}bj(()m), 1<i<T-1e1<j<N a
i=1
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3. Terminagio:

N ) Equacdo 10
PO |4 =D a, ().
i=1

No primeiro passo a probabilidade direta ¢ iniciada como a probabilidade
conjunta do estado S; e da observagao inicial O, . O passo de indugdo, a etapa mais
importante do célculo, € ilustrada pela figura 3. Esta figura mostra que o estado S;
pode ser alcancado no instante ¢+/ partindo-se de qualquer um dos N estados
possiveis, S; 1<i<N, no tempo ¢. Como (i) ¢ a probabilidade de O,0,...0, ser
observada e o estado no tempo ¢ ser S;, o produto a(i)a;; ¢ entdo a probabilidade de
0,0,...0, ser observada e o estado S; ser alcangado no tempo #+/ via o estado S;
no tempo ¢. Somando este produto para todos os N estados possiveis S;, 1<i<N,
no tempo ¢ obtém-se a probabilidade de estar em S; no tempo #+/ com todas as
observagdes parciais anteriores.

Tendo sido calculado este valor e conhecendo-se o estado S;, ¢ facil notar
a

que a.+(j) ¢ obtido agregando-se a informacdo sobre a observacdo O,,,

informacdo sobre o estado S;, ou seja, multiplicando-se o valor do somatorio pela
probabilidade b,(O,,,). O célculo da equagdo 9 ¢ feito para todos os estados Sj,
I<j<N,eparat=1,2,..,T-1.

O célculo de P(O | 1) € entdo a soma das variaveis diretas finais a(i) ja que

ar(i) = P(0,0,...0,,q, =Si|A). O céalculo da probabilidade diretas ¢ ilustrado

pela estrutura mostrada na figura 4.

S
S,

Sn

t t+1

at(i) at+[(i)

Figura 3 - llustragdo das sequiéncias de operagdes necessarias para o calculo da variavel

direta a;+(j).
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Estado

%
e

1 2 3

Observagao, ¢

Figura 4 - Procedimento de calculo de a,+;(j) em fungdo dos instantes das observacgdes

t e dos estados S;

B) A etapa reversa:
De maneira similar ao procedimento descrito anteriormente, seja a variavel

(i) (chamada usualmente na literatura de reversa) definida como

ﬂz (l) = P(OHIOHZ'"OT | q, = S,’:ﬂ) ) Equag:ﬁo 11

i.e., f(i) ¢ a probabilidade da seqiiéncia parcial de observacdes de ¢+1/ até o fim,

{0

t+1

0,.,..0,} dados o estado S; no tempo ¢ ¢ 0 modelo /. O valor de (i) pode

ser calculado indutivamente, segundo os seguintes 3 passos:

1. Inicializagao:

Br)=1, 1<i<N Equagao 12
2. Inducio:
N
ﬂz(i):Zaijb_'(01+l)ﬂz+1(j)a f:T-l, T-2, 71 el<i< N Equag:ﬁo 13
j=l

A etapa de inicializa¢ao define f7(i) arbitrariamente como 1 para todos os
valores de i. A etapa de induc¢do, ilustrada na figura 5, mostra que, para estar no
estado S; no tempo ¢ tendo em vista a seqiiéncia de observagdes do tempo ¢+/ em
diante, ¢ preciso considerar a possibilidade de que o sistema modelado estara em
qualquer um dos possiveis estados S; no tempo #+/. Isto ¢ feito levando em conta
a transicdo de S; para S; (o termo a;) para 1 <j<N, assim como a observagdo O;+;

no estado S; — o termo b;/(O;+;) — € a seqiiéncia parcial de observacdes restantes a
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partir do estado S; (o termo f,+,(j)). (i) é calculdo para 1<t< T'e 1<i< N. O
calculo da probabilidade reversa € ilustrado por uma estrutura similar & mostrada

na figura 4.

t t+1

Bi(i) Bi10)

Figura 5 - llustragéo das sequiéncias de operagdes necessarias para o calculo da variavel

reversa B.1(j).

Neste trabalho foi escolhido o procedimento direto apesar da resposta dos

dois procedimentos ser semelhante.

3.4.3.2.
Solucéo do problema 2

Diferentemente do problema 1 para o qual uma solu¢dao exata pode ser
obtida, existem diversas maneiras possiveis de resolver o problema 2. Uma
técnica formal para achar a melhor seqiiéncia de estados existente ¢ o algoritmo de

Viterbi.

Algoritmo de Viterbi:
Parar achar a seqiiéncia 6tima de estados, Q = {g,g>...qr}, tendo em vista

uma dada seqiiéncia de observagdes O = {0,0....Or}, define-se a varidvel 0, (i) :

5,(i)=q max P(q,q9,..9, =S,,0,0,..0, | 1) Equacdo 14

15925911
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i.e., J,(i) ¢ a probabilidade do caminho (seqiiéncia de estados) mais provavel que

leva ao estado S; no tempo ¢, considerando as primeiras ¢ observacdes. Para

inducao tem-se

8,1 (j) = max[6, (Da; ]b,;(0,,))

Equacao 15

Para recuperar a seqiiéncia de estados ¢ necessario armazenar a informagao

sobre o argumento que maximizou a equacgdo 15, para cada ¢ e j. Isto ¢ feito

através da variavel y,(j). O procedimento completo de obtengdo da seqiiéncia de

estados pode ser resumido da seguinte forma:

1. Inicializagdo:
0,())=rb,(0)), 1<i<N
v, (i)=0.
2. Recursdo:
0,(J) = 11’1;;1}]\[[5t71(i)aij 16,(0,), 2<t<T e ISjS N

w,(j)=argmax[d, (ia;], 2<t< T e 1<j< N

1<i<N

3. Terminagdo:

P" = max[&, (i)]

I<isN

q; = argmax[d, (1]

I<i<N

4. Levantamento da seqiiéncia de estados:

qt* =Win (q::rl)’ 1= T_l’ T-Z,l

Equacao 16

Equacao 17

Equacao 18

Equacao 19

Equacao 20

Equacao 21

Equacao 22

E importante destacar que a implementacio do algoritmo de Viterbi é

similar (exceto pela etapa de levantamento da seqiiéncia de estados) ao calculo

das equacdes 8 a 10 (procedimento direto). A maior diferenca ¢ a maximizacao
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(equacdo 18) dos estados anteriores que ¢ usada no lugar do procedimento de
soma na equagdo 9. Cabe ressaltar que a estrutura mostrada na figura 4 também
ilustra o algoritmo de Viterbi.

Mais detalhes sobre solugdes dos problemas relacionados aos HMMs e aos

HMMs em si encontram-se em (Rabiner, 1989).
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