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6 
Apêndice A – Notação 

X – conjunto de observações; 

Y – rótulos das observações; 

n – dimensão do espaço; 

f – função que estabelece a classificação, também chamada de classificador; 

C1 – Classe 1; 

C2 – Classe 2; 

P(Ci) – probabilidades a priori de Ci, i = 1,2; 

p(x | Ci) – funções de densidade de probabilidade condicionais a classe Ci, i = 1,2; 

P(Ci | x) – probabilidade posteriori da classe Ci, i = 1,2. 
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7 
Apêndice B – Quantização Vetorial 

O termo quantização pode ser definido como a ação de fragmentar uma 

informação contínua em partes discretas. Se X é uma variável aleatória contínua, 

então o quantizador é dito escalar. No caso de tratar-se de um vetor aleatório, tem-

se um quantizador vetorial. A maior parte da análise matemática destes métodos 

veio da comunidade de processamento de sinais [7], entretanto algoritmos de 

quantização vetorial podem ser considerados dentro do contexto estatístico de 

clusterização. Para uma perspectiva histórica de QV pode-se consultar [16]. 

Atualmente, QV tem sido extensivamente explorada na literatura de classificação 

de padrões. A idéia principal é estabelecer uma aproximação quantizada da 

distribuição da amostra, através de protótipos. Em geral, estes protótipos são 

associados às observações de acordo com a regra de vizinho mais próximo [1], 

[16], [17], [4]. 

Sejam X ⊆ Rn e P = {p1,..., pr} um conjunto de protótipos tal que pk ∈ Rn, 

∀k = 1, ..., r, um procedimento de Quantização Vetorial pode ser definido como 

uma associação de cada observação xi ∈ X a um protótipo pk. Em geral, pk é o 

protótipo mais próximo a xi de acordo com alguma métrica estabelecida. Assim, 

se gera uma aproximação quantizada da distribuição da amostra através do 

conjunto P de protótipos. Formalmente, dado I um conjunto arbitrário contável, α: 

X � I e β: I � P, define-se um quantizador como a função q: X � P, q(x) = 

βoα(x). Em geral, a função α pode ser escrita como: 

α(xi) = )),((minarg ji
j

pxd  

onde ‘d’ representa uma função de distância. Nesta tese, utiliza-se a distância 

Euclidiana, porém qualquer outra métrica pode ser utilizada. Já a função β é a 

associação de ‘j’ ao protótipo pj. 

Uma forma equivalente de quantização seria considerar a partição do 

conjunto de observações X em células S1,..., Sr, onde Sk ≡ { xi ∈ X | α(xi) = k} e C 
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= {β(i) | i ∈ I}, onde as funções α e β estão como definidas anteriormente. O 

quantizador é a função q(x) = β(i), dado que x ∈ Si. 

Obviamente, as células geradas pela quantização são mutuamente exclusivas 

e exaustivas, ou seja, S1 U...U Sr = X e Si ∩ Sj = Ø, ∀i, j = 1,...,r, i ≠ j. 

Com esta definição de quantizador, garante-se que qualquer observação x ∈ 

X será associada ao protótipo pk mais próximo a ela. Com isso as células S1,..., Sr 

formam células de Voronói [4], [5], que tratam-se de células que minimizam a 

distorção. Em um segundo passo, dadas as células de Voronói obtidas, pode-se 

encontrar o conjunto de protótipos para estas células que minimizam a distorção 

(no caso da métrica Euclidiana, são os centróides de cada célula). Com isso é 

possível obter um algoritmo iterativo que converge para um mínimo local da 

distorção [4]. Este algoritmo foi proposto em [21] para uma variável aleatória. 

Muitos algoritmos podem ser considerados dentro do contexto de QV, como 

por exemplo, K-means [40], mapas auto-organizáveis [5], [20] e o algoritmo LBG 

[1]. Nesta tese, utiliza-se o LBG, que é considerado uma extensão da proposta de 

[21] para um vetor aleatório. A seguir, pode-se encontrar o algoritmo do LBG [1]: 

(1) Inicialização: Sejam r = número de protótipos; o valor de corte da 

distorção ε ≥ 0; um conjunto inicial de protótipos P0; um conjunto de 

observações X = {xj | j = 1,...,n}; m = 0 e D-1 = ∞. 

(2) Dado Pm = {pi | i = 1,...,r}, encontre a partição de distorção mínima 

Part(Pm) = {Si | i = 1,...,r} do conjunto de observações, onde xj ∈ Si se 

d(xj, pi) ≤ d(xj, ps), para todo s. Calcule a distorção média: 

Dm = [ ]),(min
1

1

pxd
n

j

n

j
Pp m

∑
=

∈
 

(3) Se (Dm-1 - Dm)/ Dm ≤ ε, pare com Pm o conjunto final de protótipos. Caso 

contrário, continue. 

(4) Encontre o conjunto ótimo de protótipos para Part(Pm), isto é, os 

centróides de cada conjunto Si, e faça deste conjunto Pm+1. Troque m por 

m + 1 e volte para a etapa (1). 

Observe que uma vez que o conjunto final de protótipos Pm é obtido, ele 

pode ser usado para observações fora do conjunto de treinamento através da regra 

do vizinho mais próximo. 
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A escolha de P0 também é levada em consideração em [1]. A forma utilizada 

nesta tese é a seguinte: 

      (1) Inicialização: Seja t = 1 e defina P0(1) como o centróide das        

             observações; 

      (2)  Dado o conjunto de protótipos P0(t) com t protótipos { pi | i = 1,...,t},  

             divida cada pi em dois protótipos pi + ς e pi - ς, onde ς é um vetor de   

             perturbação fixa. O conjunto { pi + ς, pi - ς,  | i = 1,...,t} tem 2t  

             protótipos. Troque t por 2t. 

      (3)  t = r? Se for, P0 = P0(t) é o conjunto inicial de protótipos. Caso contrário,  

             execute o algoritmo para os t protótipos e volte para a etapa 1. 

Note que, desta forma, o conjunto final de protótipos terá sempre 

cardinalidade r = 2ξ, ξ = 0,1,... . 

O LBG tem sido largamente utilizado na literatura. Exemplos de aplicações 

em que QV através do LBG são combinadas com outras técnicas estão em [22], 

onde um algoritmo para restauração de imagem e restauração de imagem cega é 

proposto; [23] para transmissão de imagens quantizadas; em uma proposta para 

obtenção de protótipos para um algoritmo de classificação [24]; e em [25] para um 

algoritmo de reconhecimento de fala. Dois exemplos de mudanças baseadas no 

algoritmo original estão em [26], onde uma busca pelo protótipo mais próximo se 

limita a um subconjunto dos protótipos originais que estejam dentro de uma 

hiperesfera e em [27], onde uma medida de utilidade é dada a cada protótipo e o 

protótipo com menor utilidade é movido para outra região do espaço. 
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