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5
Atividades Finais

5.1. O jogo Tantrix, simetrias e arcos em concordancia
5.1.1. Sobre o Tantrix

Tantrix € um jogo de conexao que pode ser jogado isoladamente (Browne,
2005) ou em grupo com até 4 jogadores. Seu criador € Mike McManaway, um
ex-estudante de geologia da Nova Zelandia. Desde 1987 o jogo passou por
varias modificagdes até chegar a configuragdo atual que contém 56 pecas
numeradas, confeccionadas em plastico. Cada pega tem a forma de um
hexagono regular com trés “caminhos” que interligam seus lados. Pelo fato de
dois caminhos de uma mesma pega nunca possuirem a mesma cor, cada item é
composto por apenas trés cores sem contar a do fundo. No que se refere ao
aspecto cromatico, nenhuma das 56 pecas € idéntica, existindo, contudo, apenas

quatro diferentes configuracées de desenho (figura 103).

=L-lAL -

Figura 103 - Desenhos das pecas do Tantrix

O Tantrix tem como principal regra a proibicao de que duas pegas, quando
adjacentes, compartilhem caminhos de cores distintas. Ou seja, uma passagem
azul s6 pode fazer fronteira com outra azul, uma amarela com outra amarela e
uma vermelha com outra vermelha (figura 104). Os desafios envolvem a
montagem de trajetos abertos ou voltas completas com um numero crescente de

pegas.
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certo errado

Figura 104 - Regra de vizinhanga do Tantrix

Para o ensino de desenho geométrico, o manuseio do Tantrix é de grande
valor. As regras do jogo sdo simples e o material serve de apoio para a
exploracao de varios conceitos geométricos, dentre os quais os mais evidentes
parecem ser. o preenchimento do plano por hexagonos regulares; a

concordancia entre reta e arco e entre dois arcos; e a simetria axial e central.

5.1.2. Voltas completas

Em seu modo mais simples, o Tantrix € jogado isoladamente como um
quebra-cabeca. Neste caso, o objetivo € construir voltas completas de diversas
formas e tamanhos a partir de trés pegas. Ao término de cada montagem, uma
nova peca € adicionada, o circuito anterior é desfeito e outro deve ser
descoberto, aumentando o grau de dificuldade. Entretanto, se as pecas
possuem 3 cores, qual devera ser a cor da volta? Nao sera preciso advinha-la,
pois ela sempre vem especificada no verso da ultima peca do grupo. Por
exemplo, o verso da peca 5 contém o algarismo 5 na cor vermelha.
Consequentemente, a volta completa com esse numero de pecgas sera vermelha
(figura 105). Quando o numero de pegas aumenta, impde-se outra regra, a que

ndo permite a presenca de espacos vazios internos (figura 106).

frente verso

Figura 105 - Critério para saber qual sera a cor da volta completa
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Figura 106 - Uma montagem invalida por apresentar lacunas

Para reduzir o tempo de montagem, algumas estratégias mostram-se uteis.
A primeira delas consiste em descobrir uma volta completa da cor principal sem
se preocupar com as combinagcbes de cores dos outros caminhos. Apods
adivinhar uma solucdo para o circuito, determinadas pecas podem ser
rotacionadas e / ou trocadas de posicdo, de modo a combinar as cores sem a
necessidade de alterar o tragado original. A figura 107 traz um exemplo deste
tipo de situagdo. O desafio que se apresenta é saber quais pecgas precisam ser
rotacionadas ou trocadas. Para evitar a abordagem totalmente baseada no

ensaio e erro, dois fatores devem ser levados em consideracgao:

1 - Pecgas que possuem um trajeto reto da cor do circuito s&o fortes candidatas a

sofrer rotagdes de 180°, conforme ilustrado na figura 108.

2 - Toda peca possui trés passagens internas, uma de cada cor, interligando
dois lados. Isto implica em que uma pega nunca podera ser encaixada numa
lacuna onde existem trés ou mais fronteiras de mesma cor. No exemplo
ilustrado na figura 109, percebe-se que uma das rotagbes anteriores acabou
causando este tipo de problema. Antes de realizar as permutagbes mais

simples, tais casos precisam ser resolvidos.
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Figura 109 - Incoeréncia, troca de pegas e solugéo final

5.1.3. Solugoes simétricas e assimétricas

Em sala de aula, o Tantrix parece constituir um material concreto bastante
apropriado para a exploragdo das caracteristicas das transformagdes pontuais
de reflexao (simetria axial) e meio-giro (simetria central). Por experiéncia prépria,
tenho percebido que uma quantidade expressiva de estudantes de graduagéo
em design tende a confundir estes dois tipos de transformac&o. Com o Tantrix, &

possivel confirmar tal fenbmeno com um teste muito simples, descrito a seguir.
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Numa situacido hipotética, o professor entrega ao aluno apenas as 7
primeiras pecas do quebra-cabeca. Neste caso, s6 existe uma solugéo viavel
para o tracado do circuito fechado; porém ainda resta a possibilidade de se
refletir o percurso pela permutagao de algumas partes. Quando o aluno descobrir
uma montagem para a volta completa, o professor devera apresentar sua
imagem refletida e solicitar a reprodugao com as mesmas pegas. Se o estudante
resolver rotacionar todo o conjunto previamente obtido pela amplitude de 180°,
ficara evidente que ele ndo distingue uma transformacgao da outra (figura 110).

nao confere

confere

Figura 110 - A impossibilidade do meio-giro para obter a imagem refletida

E importante chamar a atengéo para o fato de que algumas figuras, ao
serem rotacionadas de 180° ou refletidas por um eixo especifico, ndo parecem
ser modificadas. Este talvez seja um dos principais motivos que levam os
aprendizes a confundirem a simetria axial com a central. A pega 5, ilustrada na
figura 111, possui um desenho com dupla simetrial axial. Este pode ser refletido
no eixo horizontal ou rotacionado de 180°, mas os resultados ndo diferem da
figura de origem. Contudo, um pequeno circulo, posicionado na regiao esquerda

superior do desenho, esclarece a questao, sendo observadas variagoes.
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le resultado do resultado da
| meio-giro reflexdo por ez

<

o>

nada mudou?

le resultado do resultado da
| meio-giro reflex@o por ez

agora mudou!

Figura 111 - Figura que parece nao ter sido modificada apds transformacgdes

A partir de 8 pecas, as voltas completas passam a ter mais de um tragado
possivel. Quanto maior for o numero de pegas, maior sera o numero de arranjos
validos, contudo nem sempre os desenhos das voltas apresentardo simetria,
seja por reflexdo e/ou rotagdo. Para exemplificar, a figura 112 apresenta trés

arranjos com as oito primeiras pecgas:

— Solugao A - E assimétrica.
— Solugao B - Possui simetria axial.
— Solugao C - Possui simetria central (e também dupla simetria axial).

Figura 112 - Trés solu¢des do quebra-cabeca com 8 pecas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410913/CA

139

Toda volta completa é composta por fragmentos que se enquadram em
alguma dessas categorias, aqui denominadas como: 1 - caminho reto; 2 - curva
maior e 3 - curva menor. No exemplo fornecido, cada arranjo possui dois
caminhos retos, duas curvas maiores e quatro menores. Tendo em vista que s6
existem numeros pares de pecgas de cada tipo, qual das trés solucbes devera ser
a mais imediata? Julgo ser a C, pois para encontra-la basta dividir o nimero de
pecas de cada tipo por 2 e tentar buscar um trajeto que possa corresponder a
uma das metades do percurso. A outra metade precisa ser congruente e

rotacionada de 180° em relacao a primeira (figura 113).

180° C4',_/;‘j_1073_[_ C2'

C1R + —>

C2 C4
C3

+ for

Figura 113 - Método para determinar solu¢ées por rotacdo de 180°

Com 14 pecas, podem ser obtidas varias solugdes diferentes, dentre as
quais algumas sao mostradas na figura 114. Neste momento, algumas perguntas
podem ser levantadas: Quais sao as solugbes mais parecidas? Uma figura pode
ser derivada de outra? Quais s&o as simétricas? E as assimétricas? Por que as
curvas sao sempre conectadas “de modo suave”, sem inflexdes ou fraturas?
Como as voltas podem ser reproduzidas com os instrumentos de desenho? O

préximo item investiga as respostas das duas ultimas perguntas.
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Figura 114 - Doze arranjos validos com 14 pecas

5.1.4.Concordancia de arcos

As montagens do Tantrix fornecem varios exemplos de concordancia entre
reta e arco e entre dois arcos como consequéncias das condi¢des basicas de
tangéncia. Para auxiliar a descoberta destas condi¢des pelos alunos, o presente
item sugere uma sequéncia didatica, guiada pelo professor.

A primeira providéncia & observar o contorno das pegas. Todas tém a
forma de um hexagono regular. Além disso, elas possuem caminhos internos de
trés tipos, ja provisoriamente denominados de: 1 - caminho reto; 2 - curva maior
e 3 - curva menor. Se cada caminho tiver sua espessura reduzida a uma linha,
podem ser usados nomes mais precisos: 1 - segmento de reta; 2 - arco de

circulo maior e 3 - arco de circulo menor. A figura 115 ilustra estes elementos.
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Desenhos das pecas:

S

Analise das partes:

@ curva menor NS arco de circulo menor
hexagono . . .
9 @ curva maior ~__ __— arco de circulo maior
regular
[ ] caminhoreto ———— segmento de reta

Figura 115 - Analise das partes das pegas

A segunda providéncia é determinar a localizagdo exata dos centros dos
arcos de circulo. Isso pode ser feito com o auxilio das pecgas, pois mesmo as
montagens mais elementares ja trazem pistas visuais que facilitam a execugéo
da tarefa (figura 116). O centro do arco menor corresponde a um dos vértices da
peca que o contém. Ja o do arco maior esta localizado no centro de outro

hexagono regular, adjacente ao primeiro.

ke R es

Figura 116 - Investigacao dos centros dos arcos de circulo

A terceira providéncia € investigar um arranjo de uma malha de
hexagonos, procurando-se prestar muita atencdo aos arcos e segmentos

relativos a volta completa. Aqui se toma como exemplo a solugdo das sete

primeiras pecas (figura 117), composta de:

— Trés arcos de circulo menores — a,, a. e a., com centros A, C e E.
— Dois arcos de circulo maiores — a, € a4, com centros B e D.
— Dois segmentos de reta — s, e s..
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Figura 117 - Malha da solugéo das sete primeiras pegas

Da estrutura original sdo extraidos 7 casos de concordancia: 3 entre arcos
e 4 entre arco e segmento de reta (figura 118). A idéia é analisar e comparar
caso a caso para tentar descobrir as propriedades comuns, a partir da
observacgao de elementos ou relacdes invariantes.

Nos casos de concordancia entre arcos, pode-se sugerir que os alunos
liguem os centros dos arcos e observem a localizagdo do ponto de concordancia.
No primeiro caso, o ponto P, pertence ao segmento AD. No segundo, o ponto
P.s também pertence ao segmento CD. No terceiro, o ponto P,, ndo esta contido
no segmento AB, mas pertence a sua reta suporte. Para que dois arcos sejam
concordantes, o ponto P de concordancia (comum aos dois arcos) precisa estar
alinhado com seus centros O, e O,. Esta é a primeira condigao procurada.

Nos casos de concordancia entre arco e segmento de reta, as ligagdes dos
pontos de concordancia aos centros dos arcos sempre geram segmentos
perpendiculares aos segmentos concordados. Portanto, para que um arco seja
concordante a uma reta, o segmento que liga o centro O do arco ao ponto P de
concordancia (comum a reta e ao arco) deve ser perpendicular a essa reta. Esta

€ a segunda condi¢ao procurada.
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Figura 118 - Casos isolados de concordancias

5.1.5. Experimento com os alunos

Com este experimento, tive como principal objetivo investigar o potencial
de uso do Tantrix para o ensino das propriedades de concordancia entre reta e
arco e entre dois arcos. Assim como em todas as outras atividades da pequisa,
cada participante trabalhou com o pesquisador de forma isolada, sem contar
com a presenga dos outros.

Inicialmente, enunciei as regras do Tantrix e entreguei um conjunto de
pecas originais, numeradas de um a sete. Em seguida, solicitei a montagem de
cinco voltas completas, a comecar pelas trés primeiras. Os desenhos dos
possiveis arranjos sao reproduzidos na figura 119.

Abre-se aqui um parénteses de modo a chamar a atengao para um detalhe
importante. A volta com quatro pecas na cor vermelha é uma oval de quatro
centros, a qual tem grande aplicagdo no desenho técnico. Na figura 120, apesar
de serem usadas diferentes linhas auxiliares, a estrutura da montagem se
adapta perfeitamente ao tragado usual da projecao de um circulo em perspectiva

isomeétrica.
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Lk 1 B
S

Figura 119 - Voltas com 3 a 7 pecgas de Tantrix

CPEP L

Figura 120 - Ovais no Tantrix e na perspectiva isométrica

Todos os participantes conseguiram completar as montagens, embora
dois®® tenham demorado mais para resolver as duas Ultimas voltas (compostas
por seis e sete pegas). Em certas ocasibes, mesmo quando os circuitos na cor
principal eram descobertos, algumas pecgas ‘“insistiam” em apresentar
incompatibilidade de cores nas vizinhangas. Ao notar este tipo de impasse, sem
perder de vista o trajeto original, eu dizia que eles deveriam perseverar na troca
de pegas ou mudangas de orientacao (vide item 5.1.2).

Ao término das montagens, propus-lhes outra tarefa: a de reproduzir no
papel, com os instrumentos de desenho (esquadros e compasso), os tragados
das duas ultimas voltas. De maneira a agilizar o processo, ofereci uma folha de
papel com as malhas de hexagonos para cada arranjo e informei que os
caminhos deveriam ter suas espessuras reduzidas a linhas.

Na atividade anterior, descrita no item 4.2.13, o participante [1] manifestou
claramente sua satisfagdo com o desenho geométrico®. Todavia, agora,

mostrava-se mais interessado em continuar resolvendo desafios de Tantrix do

35 Os participantes [1] e [3].
36 “Esse foi tao legal de fazer. E mais legal quando a gente pode desenhar.”
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que desenhar os dois ultimos circuitos. No seu ponto de vista, talvez a tarefa de
reproduzir as voltas de seis e sete pecas pudesse ser realizada em outro
momento. “Eu gostei disso, queria fazer o de oito, mas tudo bem. Eu vou arranjar
um jogo desses.”

O participante [3] se deparou com uma solugao refletida em relacdo ao
contorno da malha de hexagonos impressa no papel. Ao comparar as duas
imagens e perceber que havia uma diferenga, sugeriu com um gesto que a folha
fosse rotacionada com a amplitude de 180°. “Nao quer virar assim, nao?” Tal
como citado no item 5.1.3, expliquei que um contorno era o reflexo do outro e por
isso as pecas deveriam ser rearrumadas.

Ao comegarem a tragar o circuito, os participantes [1] e [3] se enganaram a
respeito da localizagdo do centro de um dos arcos maiores®’. Tal arco deveria ter
um ponto de concordancia com um arco menor e outro ponto de concordéancia
com um segmento de reta. Isoladamente, em ambos 0s casos, 0 arco maior nao
parecia incorreto, contudo, quando seus elementos adjacentes foram

desenhados, a incoeréncia foi notada (figura 121).

arco incorreto arco correto

Figura 121 - Arco incorreto e corregédo dos participantes [1] e [3]

Para fazé-los perceber o correto posicionamento do centro do arco, bastou
que eu reproduzisse a configuragao de pegas mostrada na figura 14. Nestes dois
episodios coincidentes, o erro foi um fator de capital importancia para a melhor

compreensao da teoria. Isto porque:

1 — Para compreender o conceito de concordancia, é preciso reconhecer
exemplos e contra-exemplos. Até entdo, todos os arcos vistos nas montagens
eram concordantes. O desenho do arco incorreto chamou a atencido para a

diferenca.
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2 — O centro do arco foi localizado como ponto médio de um lado. Na
realidade, ele deveria coincidir com o centro de um hexagono adjacente. Por
conseguinte, ja se poderia ter uma idéia de que as condi¢cdes de concordancia
estdo associadas ao correto posicionamento do centro do arco em relagdo a

outros elementos.

3 — As condigbes de concordancia precisam ser estudadas para que erros
como este nao se repitam. Justifica-se, assim, a inclusdo do conteudo no

programa de atividades.

Por ultimo, prossegui com a sequéncia didatica proposta no item 5.1.4,
tentando fazer com que os alunos enxergassem as condi¢cdes de concordancia
pela analise guiada dos casos ilustrados na figura 118. Na atividade seguinte
(item 5.2.7), criei uma oportunidade para verificar se os alunos haviam

compreendido, de fato, as condig¢des ali investigadas.

5.2. Elemento de ligagao entre as atividades 5.1 ¢ 5.3
5.2.1. Sobre flexagonos

Em linhas gerais, os flexdgonos sao poligonos articulados que trazem
consigo uma propriedade intrigante. Quando “flexionados”, eles mostram
diferentes pares de faces numa ordem ciclica. Conforme podera ser constatado
neste item, flexagonos sao estruturas de dificil descricdo em palavras e nem
mesmo a visdao de uma pessoa manipulando um deles substitui a experiéncia
tactil individual necessaria para o aprendizado de suas propriedades.

Segundo Pook (2003), existe uma quantidade limitada de publicagdes
sobre flexagonos, as informagbes sao dispersas e alguns itens ndo sao
encontrados com facilidade. Por este motivo, grande parte das informagdes que
sdo apresentadas neste trabalho tem como fonte o livro Flexagons Inside Out,
uma obra deste mesmo autor, bastante aprofundada.

Nem todos os flexdgonos sdo implementaveis fisicamente®. Contudo,
varios podem ser feitos de papel, apds a sucessao de um determinado nimero

de dobras em uma tira. No entanto, qual sera a principal diferenca entre um

37 Os dois comegaram pelo mesmo arco e efetuaram o mesmo erro.
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modelo matematico ideal (abstrato) e um modelo fisico (concreto) de um
flexdgono? Num modelo ideal, um flexdgono é formado por uma faixa de
poligonos congruentes, denominados folhas, as quais sdo dobradas pelos seus
lados adjacentes. Dobrar, neste caso, significa que o angulo diedro entre os
planos das folhas pode variar de 0 a 360° sem restricdes®®. Ao serem dobradas,
elas sdo empilhadas, “umas sobre as outras”. No modelo ideal, as folhas séo
elementos do espaco bidimensional e as pilhas sempre ocupam a mesma regido
plana do espaco, qualquer que seja o numero de elementos. Isto é, elas ndo
“crescem em altura”. Obviamente, 0 mesmo nao ocorre quando se trata de um
modelo concreto. Em um flexagono de papel, as folhas possuem uma espessura
e isso traz uma vantagem e uma desvantagem em relagéo ao modelo anterior. E
facil distinguir qual folha esta por cima de outra, uma vez que elas sao realmente
empilhadas. Por outro lado, quanto maior for o numero delas, mais limitagcdes
apresentara o funcionamento do modelo. Os lados (arestas) dos poligonos nao
tém apenas uma dimensao e isso interfere na mecanica das articulagoes.

Pares de pilhas adjacentes® sdo denominados setores. Ao ser flexionado,
um flexagono modifica a configuragao das pilhas, substituindo folhas visiveis por

invisiveis. Deste modo, muda-se o estado, ou seja, ha uma troca de aparéncia.

5.2.2. Hexaflexagonos

Hexaflexdgonos correspondem a primeira categoria de flexagonos
descoberta e investigada. Em 1939, Arthur H. Stone, um estudante inglés de
graduacdo em matematica de Princeton, decidiu aparar 25 mm da borda de
algumas folhas de papel para tentar encaixa-las em seu fichario. Uma vez
resolvido o problema, para se distrair, ele comegou a dobrar as tiras de varios
modos distintos. Por acaso, depois de testar algumas estruturas, o jovem de 23
anos percebeu que um dos arranjos apresentou um comportamento estranho
quando manipulado. A estrutura em questdo viria a ser chamada de
trihexaflexagono.

A figura 122 ilustra os passos para a construgdo de um trihexaflexagono, o
qual apresenta trés estados de apenas um ciclo. Sob a dtica da topologia, um

trihexaflexagono nada mais é do que uma fita de Mdbius com trés meias torgoes,

38 Flexagonos que ocupam quatro dimensdes ja foram idealizados. Neste caso,
como as malhas de construgéo sao tridimensionais, flexaedro é o termo mais adequado.

39 O angulo diedro é facilmente visualizado num corte feito por um terceiro plano
perpendicular a interseg¢do dos dois primeiros.

40 Uma pilha pode conter apenas uma folha.
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uma espécie de no de trevo (trefoil knot) que contém apenas uma face e uma
aresta. Portanto, um dos modos mais apropriados para se reconhecer um
trihexaflexagono corresponde a observagdo das caracteristicas de outras
imagens desta fita (figura 123). O conhecido simbolo da reciclagem representa
bem a idéia de ciclo continuo (Peterson, 2001) e a xilogravura Lago de Mdbius |
(1961) de M.C.Escher ajuda a entender como funciona o empilhamento das
folhas. (Ernst, 1991).

frente Jfohas , \
&f
i
i
f
I ' dob baixo *,
verso (refletido) dpbrn o el 4\

formacéo de uma
pilha com duas folhas

3) colar com fita adesiva

oL
22 2
e/ \ ~
6 folhas \ﬁ/
visiveis /

Figura 122 - Malha do trihexaflexagono e passos para a montagem

Figura 123 - Trihexaflexagono, simbolo da reciclagem e a Banda de Mébius |

Quando montado, um hexaflexagono assume a forma de um hexagono
regular. Nesta configuragéo sao visiveis seis folhas, cada uma com um vértice
no centro, divididas em seis pilhas e trés setores*'. Todos os hexaflexagonos
sdo tiras torcidas e consequentemente se apresentam como pares

enantiomorficos (imagens refletidas).
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5.2.3. A flexao do hexaflexagono

O acompanhamento da sequéncia de passos descrita a seguir*’ pode ser
feito observando-se a figura 124. Para flexionar o trihexaflexagono,
primeiramente € necessario apertar duas folhas visiveis adjacentes, uma contra
a outra, usando o polegar e o indicador. Porém, é importante que as folhas
selecionadas ndo apresentem uma dobra continua, mas sim uma espécie de
fenda entre elas. Em caso contrario, deve-se rotacionar o objeto com amplitude
de 60° e recomecar a tarefa. Ao mesmo tempo, com o dedo indicador da outra
mao, deve-se empurrar as duas folhas visiveis opostas (estas com uma dobra
continua comum entre elas) de modo a coincidirem sobre as pilhas de folhas
adjacentes, ja posicionadas em planos verticais. Quando isto acontecer, o
trihexaflexagono mudara de aspecto. Nesta posigao intermediaria, trés tridngulos
equilateros deixardo de ocupar o mesmo plano e compartilhardo uma unica
aresta na vertical, apresentando uma simetria rotacional de angulo 120°. A partir
de entdo, se as fendas das “arestas superiores” (aquelas vistas de cima) dos
tridangulos forem abertas, o trihexaflexagono revelara outras folhas, antes
escondidas nas pilhas. Quando o modelo é aberto (planificado), as folhas antes
visiveis na face superior acabam posicionando-se no verso®. Para alguns, a
passagem de um estado para o outro lembra o desabrochar de uma flor e
embora um ciclo completo seja composto por apenas trés estados, os passos da

sequéncia podem ser repetidos quantas vezes se desejar.

passo 1 passo 2

estado 1 <; Eﬁ posi¢ao <; Eﬁ estado 2

empuNfrar intermediaria N\ puxar
iy puxar
~ —
&
’Zbeliscar £ puxar

Figura 124 - Passos da sequéncia na passagem de um estado para outro

41 O numero de folhas em cada pilha varia de acordo com o tipo de
hexaflexagono.

42 As folhas do trihexaflexagono possuem as mesmas cores do modelo anterior,
da figura 1.

43 Conforme citado anteriormente, na verdade o flexagono sé possui uma face.
Quando a tira é torcida e o flexagono é construido (figura 1), ele aparenta ter duas faces,
constituidas por folhas no topo das pilhas, tal como uma moeda com cara e coroa.
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5.2.4. Transformagoes observadas

A figura 125 mostra o ciclo completo de trés estados referentes ao mesmo
modelo de trihexaflexagono ilustrado nas figuras 122 e 124. Conforme citado no
item anterior, a mudanga do primeiro para o segundo estado faz com que as
folhas amarelas da face de frente acabem posicionando-se no verso. Ja as
folhas vermelhas, antes escondidas, irdo situar-se na frente e as azuis, no verso,
sdo escondidas. As outras mudangas do mesmo ciclo podem ser observadas

diretamente na figura 125.

estado 1 estado 2 estado 3

frente Verso H frente verso frente verso

Figura 125 - Ciclo completo de 3 estados

Sem duvida, o uso de cores ajuda a compreender as trocas das folhas nas
pilhas mas ha um detalhe de capital importdncia que nao pode passar
desapercebido. Quando as folhas da frente sédo transportadas para o verso, os
vértices externos dos losangos aparentes (de seus respectivos setores)

coincidem com o centro do hexagono. Esta situagéo é ilustrada na figura 126.

frente verso

Figura 126 - Losangos dos setores apds uma flexao (frente = verso)

Logo, se todos os losangos forem preenchidos por desenhos, este
conjunto de transformacbes causara um efeito surpreendente. A imagem que
ocupar toda a face da frente de um hexagono num determinado estado sera
resultado da juncédo dos desenhos internos destes trés losangos. Em um ciclo

completo, um trihexaflexagono apresentara seis imagens compostas, sendo
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duas para cada estado (uma na face da frente e outra na face do verso). Além
disso, toda imagem no verso sera obrigatoriamente resultante das
transformagbes conjuntas de trés partes (losangos) da imagem da frente no
estado anterior. Exemplos de transformagdes poderao ser vistos na figura 128,

no préximo item.

5.2.5. Relagdes com outras atividades

Tanto a estrutura geométrica quanto as transformacgobes resultantes do
“giro as avessas” do trihexaflexdgono certamente ndo sé&o elementos isolados
das outras atividades que dao corpo a este estudo. Inclusive, o trihexaflexagono
foi estrategicamente selecionado para servir como ponte entre a atividade 4.1 (a
anterior), referente ao jogo Tantrix e a atividade 4.2, relativa ao quebra-cabeca

Frantic Fish (a proxima). Isto se deve basicamente a trés fatores:

1 - As pecgas do Tantrix também tém o contorno na forma de hexagonos
regulares. Logo, seus desenhos internos podem ser reproduzidos sobre os
setores de um trihexaflexagono. Além disso, ambas as atividades trazem

imagens transformadas por reflexao e rotagao.

2 - Conforme sera detalhado no item 4.2, cada peca do Frantic Fish
representa um peixe cuja cauda é formada por 3 partes congruentes,
transformadas umas das outras por reflexdo ou rotagdo. Colocando-se as pecgas
lado a lado, cada uma dessas partes se encaixa com outra, formando losangos
com angulos internos de 60° e 120°. Consequentemente, os desenhos desses
encaixes também podem ser reproduzidos sobre os setores de um

trihexaflexagono.

3 - Quando as pecas do Tantrix sdo unidas, forma-se uma malha de
hexagonos regulares e quando se faz o mesmo com as pecas do Frantic Fish,
forma-se uma malha de losangos (ou tridngulos equilateros)*. Com base na
analise da estrutura do trihexaflexagono, cada malha pode ser compreendida

como derivada da outra (figura 127).

44 |sto sera explicado no item 4.2. Este mosaico constitui um exemplo de Variable
Tiling. Pegas de formatos diferentes preenchem o plano em diversos arranjos. Estas
pecas sao formadas por partes idénticas (congruentes). Em seu nivel mais elementar,
qualquer arranjo com as pecgas de Frantic Fish se reduz a uma malha de tridngulos
equilateros.
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Figura 127 - Malhas com hexagonos, losangos e tridngulos equilateros

5.2.6. “Releitura” de pegas do Tantrix

No item 5.2.4 foi levantada a hipétese de que se todos os losangos dos
setores de um trihexaflexagono fossem desenhados, toda imagem posterior
seria resultante das transformagdes conjuntas de trés partes (losangos) da
imagem frontal do estado anterior. Como os contornos das pegas do Tantrix séao
hexagonos regulares, julguei interessante reproduzir seus desenhos internos
sobre as folhas de um trihexaflexagono para observar os resultados das
transformacgobes. A figura 128 apresenta os trés estados de um ciclo completo

com os desenhos originais e transformados.
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frente verso frente verso

estado 1 % @ estado 2
estado 2 % @

estado 3 % @ estado 1
|

Figura 128 - Ciclo completo com desenhos de pecgas do Tantrix

estado 3

Vé-se que o0s desenhos transformados (figura 128) mantém as
concordancias entre segmento de reta e arco e entre arcos, configurando entédo
uma nova oportunidade para identificar as condigbes de concordancia.
Entretanto, qual seria a reagdo dos alunos ao serem apresentados a este
flexagono? A reorganizagédo das partes de cada desenho envolve quais
transformacbes? Rotagdo, reflexdo ou uma combinagdo das duas? Como
traduzir em palavras tais “trocas de posi¢oes e orientagdes”?

Ciente de que os participantes poderiam ter dificuldade em buscar as
palavras certas para descrever o fendémeno, decidi explorar seu pensamento
visual, aplicando um teste simples. Se os setores do trihexaflexagono fossem
substituidos por outros desenhos (figura 129) como ficariam os arranjos

transformados?
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[ Se ) [ Entdo? |

frente Verso frente Verso

o 0
R Lo

Figura 129 - Um teste para averiguar o reconhecimento das transformacdes

2

1

5.2.7. Experimento com alunos

Ao trabalharem com trihexaflexagonos, os participantes tiveram outra
oportunidade de aprender (ou reaprender) varios contetidos de geometria®* de

maneira integrada. O experimento foi divido em trés etapas:

1 - Montagem e exploragdo do flexagono de cores amarela, azul e
vermelha.
2 - Recapitulacao de concordancias com o flexadgono das pegas do Tantrix.

3 - Teste visual para averiguar as transformacdes resultantes dos “giros”.

Na primeira etapa, preparei e mostrei aos alunos uma fita de Mdbius com
uma meia volta, explorando suas caracteristicas. Apresentei, também,
reprodugdes de xilogravuras de M.C.Escher a fim de familiariza-los com o
aspecto de um trihexaflexagono. Em seguida entreguei outra tira de papel,
formada por tridngulos equilateros preenchidos de amarelo, azul e vermelho
(figura 122). Assim como ocorreu com os materiais explicados nos itens 4.2.3 e

5.3.3, eu queria evitar a todo custo a transmissdo oral de uma “receita”, um
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passo a passo para a construcdo do modelo de papel, e por isso usei as cores.
Com a tira estendida, solicitei que contassem quantos triangulos havia de cada
cor, pedindo que dobrassem quantas vezes fossem necessarias, de modo a
obterem um hexdgono com uma face vermelha e outra amarela (estado 2 da
figura 125). A idéia funcionou, pois cada um deles, a seu tempo, conseguiu

montar o modelo, efetuando as dobras nos locais certos.

Com o trihexaflexdgono em maos, forcei as dobras pelas diagonais e
realizei o primeiro “giro”, revelando os tridngulos azuis. Imediatamente, as

reagOes foram de surpresa:

Participante [1] - “Ah, legal! Maneiro fazer isso. Interessante! Funciona.”
Participante [2] - “Caramba cara!”

Participante [3] - “Uau! Que maneiro!”

Apds terem efetuado diversos giros, chamei sua atencdo para os trés
estados citados no item 5.2.4 (figura 125) e questionei sobre a transferéncia dos
losangos (setores) da frente para o verso na mudanca de estado. Se uma face
da frente*® tivesse uma ilustracao interna, ela ficaria inalterada no verso apos a
flexdo? A resposta fornecida pelos trés foi a mesma, cuja imagem coincide com

a figura 126:

Participante [1] - “Muda. O centro daqui vai ser as pontas desse aqui.”
Participante [2] - “Muda. As pontas do meio vao para fora.”
Participante [3] - “Porque se a figura tiver um circulo aqui no meio, ele vai

parar nas pontas.”

Na segunda etapa, conforme explicado no item 5.2.6, preparei e entreguei
um flexagono ilustrado com imagens de pegas do Tantrix e perguntei quais
transformagdes ocorriam no objeto apds os giros. Embora nenhum deles tenha
conseguido explicar claramente em palavras o que acontecia na manipulagéo,

davam mostras de terem compreendido as transformacées. Com o auxilio dos

45 Volto a informar que cada participante se encontrou com o pesquisador de
forma isolada, sem contar com a presenga dos outros. A sequéncia didatica foi a mesma
para todos, razdo pela qual é descrita uma Unica vez.
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diagramas mostrados na figura 130, informei-lhes que a dificuldade de explica-
las era esperada. Ali ocorreram transformagdes conjuntas de trés partes, todas
passiveis de serem interpretadas em relacdo ao espago tridimensional e

bidimensional.

Na terceira etapa, apresentei o teste visual ilustrado na figura 129. Com a
substituicdo das ilustragbes dos setores por outras, como ficariam as imagens
transformadas? Entreguei lapis de cor e instrumentos de desenho para que eles
pudessem representa-las. Todos concluiram a tarefa com éxito, acertando as

representagdes graficas (figura 131)*.

O participante [1] ficou curioso a respeito das ilustragdes do flexagono
hipotético. “Vocé ja pegou essa imagem pronta em algum lugar entdao? Achei
que vocé a tivesse feito. Eu queria saber qual pardmetro vocé usou para fazer
essas.” Sua intuigdo foi surpreendente. As imagens escolhidas eram réplicas de
encaixes de pecas que viriam a ser exploradas na préxima atividade. Para nao
estragar a “surpresa”, respondi apenas que nao eram criagdes minhas, sem

fornecer maiores detalhes.

46 Face aqui se refere a um hexagono formado por 3 losangos (setores), 6
tridngulos equilateros (folhas).

47 Em alguns instantes, fui obrigado a intervir, explicando como manusear os
instrumentos de desenho, porém todos descobriram as solugdes por conta propria.
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Figura 130 - Diagramas de transformacodes do “trihexaflexagono de Tantrix*
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Figura 131 - Gabarito de imagens transformadas de um flexagono hipotético
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5.3. O quebra-cabecga Frantic Fish de livre-composig¢ao
5.3.1.Sobre o Frantic Fish

Frantic Fish € um quebra-cabeca de livre composigcdo composto por 60
pecas. A invencdo é de John A. L. Osborn, o mesmo criador do quebra-cabeca
Batty Lizards, citado no item 4.2.12. Como o préprio nome diz, as pegas de
Frantic Fish correspondem a peixes estilizados, impressos em dupla face sobre
papel-cartdo. Isto significa que cada pega contém o perfil de um peixe em cada
face. A figura 132 mostra todos os tipos de peixe, disponiveis em trés formatos
possiveis (poligonos diferentes): 1, 2 e 3.

face A face B

Figura 132 - Peixes (pec¢as) do quebra-cabeca Frantic Fish

Ao me deparar pela primeira vez com o brinquedo, surpreendi-me com
varios de seus aspectos. A estética do produto era atraente e a saturacao das
cores chamava a atencdo. Os desenhos tinham estilo e a embalagem, uma
espécie de aquario, se adaptava perfeitamente ao tema. Todos esses fatores me
atrairam assim como uma isca atrai um peixe. Estariam os peixes dando o
troco? Todavia, somente ao abrir a embalagem e colocar as pecas sobre a
mesa, tive entdo a certeza de que eu havia sido fisgado. Notei que as pecas
preenchiam o plano de diversos modos possiveis e imediatamente lembrei-me
de M.C. Escher, o famoso gravador holandés que encantou o mundo com seus

mosaicos periédicos figurados. Teria John A. L. Osborn obtido as formas dos
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peixes a partir da deformagdo de poligonos regulares, inspirando-se nos
trabalhos de Escher (Schattschneider, 1990)? Aparentemente sim, contudo havia
uma diferenga significativa entre aquelas montagens e as obras de Escher. Em
cada mosaico deste artista s6 ha um modo de encaixe possivel mas as pecgas de
Frantic Fish podiam ser dispostas de varios modos diferentes sem brechas ou
superposigdes, conforme mostrado nas figuras de 133 a 137.

Figura 134 - Mosaico 2 com os peixes 1A, 1B, 2A, 2B, 3A e 3B
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Nenhuma montagem era igual a outra porém algumas partes pareciam ser
repetidas periodicamente. Rosaceas tais como as vistas nas figuras 135, 136 e
137 (formadas por seis peixes) levantaram suspeitas de que nos “arredores” dos
centros de rotacdo estariam ocorrendo disputas por comida*®. Em vista disso,
deduzi que o angulo dos “bicos” tinha uma amplitude de 60°.

Em seguida tive a idéia de separar os peixes em “cabega” e “cauda”.
Todos os tipos apresentados ali tinham cabegas iguais (triangulos equilateros),
no entanto as caudas eram diferentes (figura 138). Depois, optei por reproduzir
no papel as montagens sem as caudas e encontrei dois padrdes periodicos
(figura 139). Naquele instante eu havia descoberto que as Unicas responsaveis
pela quebra da periodicidade dos mosaicos eram as caudas. Por qué? Haveria

alguma relagao entre elas?

Figura 138 - Peixes separados em cabeca e cauda

B

2ai ee

Figura 139 - Padrbes periddicos de preenchimento do plano

48 Sem duvida, a imagem ludica dos peixes convergindo para um ponto atraiu
minha atengao para este detalhe (360°/ 6 = 60°).
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5.3.2. O auxilio da geometria dinamica

Com o auxilio de um software de geometria dindmica, tentei examinar as
caudas, simulando diversas montagens por ensaio e erro. Rotacionei uma com a
amplitude de 180° e fiquei surpreso ao obter uma estrela. Juntas, varias estrelas
preenchiam um mosaico periédico (figura 140). Seria um novo quebra-cabecga? E

se eu repetisse o processo com as outras caudas? Elas também se encaixariam
Ay \/2;)7

X?j
%i S?j

Figura 140 - Poligono e arranjo relativos a cauda do peixe 1A

2 2

Figura 141 - Poligonos e arranjos relativos as caudas do peixe 1B e 1C

s
R

Figura 142 - Outras montagens com as caudas

(figuras 141 e 142)? A resposta foi positiva.
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Embora tivessem sido obtidos a partir de duas caudas distintas, percebi
que dois dos poligonos resultantes (figura 141) eram congruentes. Estranhei a
suposta coincidéncia, mas logo em seguida tive um insight. Toda cauda é
formada por 3 partes congruentes, transformadas umas das outras por reflexdo
ou rotacdo. Colocando-se as pecas lado a lado, cada uma dessas partes se
encaixa com outra, formando losangos com angulos internos de 60° e 120°
(figura 143). Por conseguinte, qualquer montagem feita com os peixes tem sua
estrutura reduzida a uma malha de triangulos equilateros (cabegas) e losangos
(unido de partes das caudas). Em ultima instancia, todos os arranjos tém como

base uma malha regular de tridngulos equilateros (figura 144).

cabeca

poligonos
congruentes

S1

52 02 Bn

60°

Figura 143 - Diagrama representativo da linha de raciocinio adotada
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B

Figura 144 - Revisdo dos padrdes de preenchimento do plano

5.3.3. Design de material concreto

Descobrir a logica de funcionamento do Frantic Fish somente trés dias
apods o primeiro contato com as pecas. Naquele instante, tive a certeza de que o
criador havia obtido as formas dos peixes pensando em termos geométricos.
Uma idéia tdo simples e ao mesmo tempo tdo rica ndo poderia deixar de ser
explorada na pesquisa. Eu precisava pensar numa estratégia que levasse os
alunos a descobrir as propriedades da estrutura com certa autonomia, pois, em
caso contrario, ndo teriam a mesma sensacéo de conquista que eu tive. Afinal,

conforme atesta Polya:

“Uma grande descoberta resolve um grande problema mas ha uma
semente de descoberta na solugdo de qualquer problema. Seu problema
pode ser modesto; mas se ele desafia sua curiosidade e traz a campo suas
faculdades inventivas, e se vocé o resolve por méritos proprios, vocé pode
experimentar a tensdo e desfrutar do triunfo da descoberta. Tais
experiéncias em uma idade influenciavel podem criar um gosto pelo
trabalho mental e deixar sua marca na mente e no carater por toda uma
vida.” (Polya, 2004, p.v)

Como os participantes poderiam, no maximo em duas horas, revelar o
mistério que havia por trdas das montagens? Provavelmente eles nao
conseguiriam, porém era preciso tentar encontrar um meio-termo para que a
solugéo nao Ihes fosse gratuita. Além dos possiveis questionamentos, propostas
de montagens e hipoteses derivadas, restariam outras alternativas? Por que n&o
criar um material didatico concreto para comunicar, de modo sutil, os passos da

minha descoberta? No item 4.2.3, apresentei um exemplo deste tipo, enfatizando
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o processo de preenchimento de um poligono por losangos pela simulagao de
sucessivas reflexdes.

Para a presente atividade, construi outro material: trés discos de papel,
presos a capas de formato retangular que deixam a mostra metade dos discos
(figura 145). Enquanto cada disco contém a imagem de um peixe completo, cada
capa possui apenas uma cauda. Quando um disco é girado de 180°, a cabeca
do peixe € escondida por tras da capa e a figura resultante permanece com duas
caudas, uma transformada da outra em fungdo do meio giro. Claramente, o
processo se resume a linha de raciocinio adotada e ilustrada na figura 143.

As ilustracdes do trihexaflexagono hipotético da atividade anterior (figura
131) também haviam sido obtidas a partir dos encaixes de partes das caudas
dos peixes. Conforme pode ser visto na figura 146, existem algumas variacoes

destes encaixes que resultaram naquelas ilustragdes.
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Figura 146 - Encaixes das partes das caudas dos peixes

5.3.4. Ladrilhamento variavel

Kappraff (1991) afirma que para que um ladrilhamento possa ser
considerado periodico, ele precisa ser invariante por translagdo. Logo, nem todos
0s mosaicos produzidos com as pegas do quebra-cabeca Frantic Fish sao
periédicos. Tal invaridncia vale para os arranjos das figuras 133 e 135, nao
ocorrendo no entanto nos das figuras 134, 136 e 137. Contudo, conforme
explicado no item 5.3.2, qualquer que seja a composi¢cdo realizada com os
“peixes”, ela sempre tera origem numa malha de tridngulos equilateros, periédica
e regular.

De acordo com John A. L. Osborn, inventor do Frantic Fish, um
ladrilhamento variavel (variable tiling) se refere a um determinado conjunto de
pecas capaz de preencher o plano de infinitos modos diferentes. Ainda que a
criacdo de mosaicos com essa caracteristica ndo seja incomum, muitos podem
nao se dar conta disso. Neste tipo de quebra-cabecas, a maior dificuldade
consiste em adequar as representagdes figuradas as formas geométricas ou

vice-versa.
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Com o propdsito de tragar um paralelo com os itens 3.3 e 3.4, relativos aos
tetraminés e jogo blokus, sugiro um outro exemplo: os tetraminds L, os quais
podem preencher o plano de infinitas maneiras, de modo periédico ou nao*.
Para ilustrar o fato, sdo mostrados um ladrilhamento ndo periédico na figura
147%° e varios exemplos de periédicos na figura 148°". Quando as pecas sdo
unidas para criar outras maiores, novos padrdes, antes imperceptiveis, acabam

surgindo nas montagens *? (figura 149).

Ll
e
E

b

Figura 147 - Arranjo nao peridédico com diversas instancias do tetraminé L

,_I

L

Bty

L

49 A frente e o verso de cada tetramind sao diferenciados pelas cores branca e
cinza.

50 Pressupde-se aqui que o médulo completo nao sera repetido.

51 Outros tetraminds poderiam servir de exemplo. Para uma analise matematica
detalhada dos arranjos de poliminds, sugere-se a leitura de Golomb (1994) e Martin
(1996).

52 O processo reforga a importancia do itens 3.1 e 4.1, referentes aos desafios
que envolviam a percepgao de figuras em campos.
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Figura 148 - Arranjos periddicos com diversas instancias do tetramind
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5.3.5. Experimento com alunos

Nesta atividade, foram entregues 120 pecas de Frantic Fish aos
participantes para que tentassem descobrir a I6gica de funcionamento das pegas
e seus encaixes. Como o criador havia gerado aquelas formas? A tarefa
consistia em investigar suas propriedades geométricas com o objetivo de
resgatar e compreender o pensamento projetual do criador, numa espécie de

engenharia reversa.

As reagbes foram variadas. O participante [1] interagiu com avido
interesse, colhendo informagbes importantes e se aproximando da resposta sem
precisar de muito apoio. Por outro lado, o participante [2] apresentou uma atitude
passiva em relagdo ao objeto de estudo, demonstrando pouca vontade de
explora-lo. Ja o participante [3] se envolveu de tal modo que a missédo de fazer a
analise geométrica talvez tenha Ihe parecido despropositada. Qual seria o
sentido de investigar as propriedades geométricas de algo tdo divertido e
atraente? Por que ndo apenas brincar? Naquelas condi¢cdes, embora tenha
aceito prosseguir com a tarefa, passou a impressao de querer experimentar as

pecgas, sem se preocupar em compreender suas formas.

Em funcao do excesso de detalhes, evita-se aqui a descricdo minuciosa de
todas as passagens e didlogos do experimento. Todavia, os comentarios
apresentados a seguir ddo uma idéia da sequéncia dos fatos e também das
reacdes dos participantes [1] e [3]:

Participante [1] -

— Admiragao pelo produto / “E legal esse joguinho dos peixinhos.”

A

Percepcao de partes diferentes / “Ah, eles tém rabinhos diferentes.”

— Descoberta da forma da cabeca dos peixes por conta prépria. / “Uma coisa:
ele tem esses lados retos. Se vocé cortar aqui ele vai ser um triangulo de
lados iguais, né?”

— Percepcéao dos arranjos / “Ah, olha sé. Eu vou juntando os biquinhos e os
rabinhos é que se encaixam.”

— Relagédo com o design de moda / “Parece uma estampa de camiseta.”

— Descontragao pelo momento ludico / “Ai da sete horas da noite e a gente

ainda ta aqui montando os peixinhos (risos).”
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Descoberta de um preenchimento do plano com apenas um tipo de peca /
“Ah, da pra fazer de um s6.”

Percepgéao de partes idénticas / “As cabecgas e essas barbatanas sao iguais,
mas todos os rabos sé&o diferentes.”

Percepgao dos encaixes / “Como se esse aqui fosse o negativo disso aqui.”
Reacao ao ver o material concreto com os discos giratérios / “Ah que legal,
sdo0 os peixinhos!”

Descoberta dos poligonos congruentes apés a rotagao de dois discos (figura
10) / “Ué, esses aqui sao iguais.”

Reacao ao ver uma réplica da figura 15 / “P6, ndo acredito que vocé fez o
desenho do flexagono com os rabinhos. Que loucura! (risos) (...) Que coisa!
(risos) (...) Vocé nao me disse nada. De onde vocé tirou isso? Ah, foi dos
peixes (risos).”

Curiosidade a respeito do meu processo de descoberta / “Como é que vocé
percebeu isso?”

Curiosidade a respeito da minha atitude de investigagédo / “E vocé comprou
esse jogo aqui e resolveu descobrir como é que funcionava?”

Admiragéo pela idéia do criador / “Quem pensou nisso pela primeira vez... E
facil quando alguém te fala, mas quem pensou isso pela primeira vez, cara...”
Admiracao da estética do produto / “Fica lindo, né? Da pra botar num
quadro.”

Reconhecimento da importancia da atividade / “Que legal! Maneiro. Ainda
bem que vocé achou esse jogo, né? Porque ficou tudo a ver. Teve a ver com

tudo, né? Teve a ver com o Tantrix.”

Participante [3] -

Primeira impresséo sobre as pegas (ainda sem toca-las) / “Que bonitinho!”
Reacao ao juntar as pecgas / “Que legal!”

Vontade de adquiri-lo / “Quero comprar um desses pra mim (risos).”
Admiracao da estética do produto / “Brinquedo bonito. Vou levar pra casa.”
Admiracao pelo produto / “Brinquedo legal esse, hein?”

Reconhecimento da importancia da geometria no design / “Designers:
aprendam geometria.”

Reconhecimento da importancia da matematica em todos os campos do

conhecimento / “Matematica é tudo, né? Muito Legal. Adorei o joguinho.”
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