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Atividades Intermediarias

4.1. O desafio dos quadrados no tabuleiro de xadrez

4.1.1. Sobre o desafio dos quadrados no tabuleiro de xadrez

O desafio do item 3.2.1, relativo aos domindés e ao tabuleiro de xadrez
mutilado, contribuiu para distinguir as abordagens de natureza dedutiva e
indutiva. No atual desafio, apds o uso de provas visuais, o foco recai sobre o
método da inducdo matematica.

Aqui sdo mantidas relagbes com os itens 3.1.1 e 3.2.1 discutidos no
capitulo anterior. O primeiro apresentava um desenho especifico, sendo
necessario descobrir quantos quadrados estavam presentes ao todo. Ja o
segundo trazia um tabuleiro de xadrez com duas casas descartadas de suas
extremidades. O desafio, agora, consiste em determinar quantos quadrados

estdo representados num tabuleiro de xadrez (figura 47).

Figura 47 - Tabuleiro de xadrez com 64 casas

Evidentemente, o numero total de quadrados dispostos num tabuleiro de
xadrez nao se restringe ao total de casas do tabuleiro, ou seja, 8 x 8 = 64. Se
assim fosse, a resposta estaria limitada aos quadrados menores. No desafio do

item 3.1.1, foram encontrados quadrados de diversos tamanhos, sendo que o
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mesmo deve ocorrer com relacdo ao tabuleiro de xadrez. Antes era possivel
executar uma rapida varredura visual dos quadrados. Tendo em vista que o
numero total de quadrados era pequeno e o desenho relativamente simples, néo
havia a necessidade de um método mais elaborado para fazer os agrupamentos.
Porém, no caso de um tabuleiro de xadrez, a situagdo muda de figura. O ideal &
que se descubra a resposta ndo apenas para o caso particular de um tabuleiro 8
x 8, mas também para o caso geral de um tabuleiro n x n. Logo, a conferéncia
manual perdera o sentido.

A quantidade total de quadrados 1 x 1 é 64. Sabe-se também que s existe
um quadrado 8 x 8, aquele que contém todos os outros menores, porém ainda
falta determinar quantos quadrados de tamanhos 2 x2,3x3,4x4,5x5,6x6e
7 x 7 estao presentes.

A figura 48 apresenta alguns quadrados 2 x 2, localizados aleatoriamente,
em funcao de um olhar hipotético, vagando a esmo. Se uma pessoa decidir
contar a quantidade total de quadrados 2 x 2 desse modo, a tarefa
provavelmente ndo serd bem sucedida. E provavel que ela se perca na
contagem, esquecendo-se da posicdo dos quadrados ja contabilizados,
confundindo-os com os recentes ou descartando os restantes.

Por que razao é mais facil saber quantos sao os quadrados 1 x1e 08 x 8
do que identificar os outros? Quando os quadrados aparecem superpostos, a
visualizacdo torna-se confusa. Se houver uma maneira de separa-los em linhas

e colunas, a tarefa se reduzira ao mero somatério de multiplicagbes.

Figura 48 - Alguns quadrados 2 x 2 localizados no tabuleiro de xadrez
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4.1.2. O auxilio da geometria dindmica

Com o propésito de ensinar um método eficaz para agrupar e contar os
quadrados sobrepostos, foram planejadas e realizadas animagdes em um
software de geometria dindmica. Para minimizar a complexidade do problema,
em vez de ter sido utilizada uma malha quadriculada 8 x 8, foram escolhidas
duas malhas menores, uma 3 x 3 e outra 5 x 5. Com 0 apoio das sequéncias,

busca-se responder as seguintes questoes:

1 - Quantos quadrados 2 x 2 estédo presentes na malha 3 x 3?

2 - Quantos quadrados 3 x 3 estédo presentes na malha 5 x 5?

A figura 49 mostra os estados inicial e final da primeira sequéncia
animada'?, na qual a translacdo de um ponto resulta numa espécie de expansao
da estrutura. Aparentemente, apenas um quadrado 2 x 2, preenchido de amarelo
com uma diagonal azul e outra laranja, recebe destaque. Todavia, outras
diagonais, relativas a quadrados 2 x 2 apoiados nas margens esquerda e inferior

da malha, também sao visiveis.

Figura 49 - Expansao da malha 3 x 3 em quadrados 2 x 2

A expansao da estrutura é caracterizada pelo deslocamento dos
quadrados 2 x 2. Uma vez separados, a resposta é imediata. Sdo quatro

quadrados desta categoria. As diagonais dos quadrados 2 x 2, apoiados nas

12 Os passos intermediarios ndo causam o mesmo efeito que as animacdes de
origem, por isso foram omitidos. Os quadrados se deslocam de modo similar a portas e
janelas de correr.

No item 3.2.1, a diferenga de cores das casas do tabuleiro de xadrez foi um fator
de capital importancia para a busca da solugao do problema. No presente desafio, o
padréo preto e branco pode ser totalmente descartado pois nao interfere na resposta.
Por conta disso, as malhas das figuras 3, 4 e 5 ndo apresentam casas pretas.
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bordas inferior e esquerda, indicam as quantidades de linhas e colunas
necessarias para a multiplicagao.

A figura 50 mostra os estados inicial e final de outra sequéncia animada,
relativa aos quadrados 3 x 3 presentes em uma malha 5 x 5. As diagonais
desses quadrados, apoiados também nas bordas inferior e esquerda, sdo
visiveis. As trés linhas por trés colunas de quadrados 3 x 3 indicam nove

quadrados deste tipo.

fim

inicio
Z
|
|
|

Figura 50 - Expans&o da malha 5 x 5 em quadrados 3 x 3

Pelo tracado das diagonais, suspeita-se que, em uma malha quadriculada
n x n, o total de quadrados internos de tamanhoixiseja(n—i+1)x(n—i+1).
Consequentemente, com relagdo ao problema original, o tabuleiro 8 x 8 devera

apresentar (figura 51):

8 x 8 = 64 quadrados de tamanho 1 x 1;

7 x 7 = 49 quadrados de tamanho 2 x 2;

6 x 6 = 36 quadrados de tamanho 3 x 3;

5 x 5 = 25 quadrados de tamanho 4 x 4 (figura 5a);
4 x 4 = 16 quadrados de tamanho 5 x 5 (figura 5b);
3 x3= 9 quadrados de tamanho 6 x 6 (figura 5c);
2 x 2= 4 quadrados de tamanho 7 x 7 (figura 5d);
1x 1= 1 quadrado de tamanho 8 x 8.
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Figura 51 - Quadrados de diversos tamanhos localizados por suas diagonais

4.1.3. O somatoério dos quadrados dos numeros naturais

De acordo com a analise, a quantidade total de quadrados no tabuleiro de
xadrez sera o resultado do somatério dos valores previamente calculados:

1+4+9+16+ 25+ 36 +49 + 64 = 204.

Pelo fato de a sequéncia apresentar apenas 8 termos, nada impede que
estes sejam somados um a um, na ordem crescente. Afinal, quando se paga
uma série de produtos em um supermercado, seus valores s&o acrescidos na
ordem em que passam pela esteira. O exemplo faz sentido, embora possa haver
um modo mais “elegante” de atacar o problema.

Para ilustrar a diferenca, modifica-se o enunciado. Considera-se outro
tabuleiro hipotético, de tamanho n x n, sendo n um nuamero natural qualquer.
Quantos quadrados estarao representados no tabuleiro? Antes, havia uma
restricdo: a conta era 12 + 22 + 32 + ... + n%, com n = 8. Agora, com n variavel,
deve ser encontrada a férmula do somatério dos quadrados dos n primeiros
numeros naturais.

Para melhor examinar essa questdo, vale apresentar aqui uma
contribuicdo de Polya (2004). Segundo este autor, existem dois tipos de

problemas: 1 - problemas para encontrar e 2 - problemas para provar.
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1 - Problemas para encontrar: busca-se um elemento, um objeto, algo a
ser descoberto, visto e apontado. Num problema de desenho geométrico, o
desconhecido é uma figura. No jogo da forca, o desconhecido € uma palavra. No
presente desafio, o desconhecido era o numero 204. Agora é uma férmula,

aquela que expressa a quantidade de quadrados no tabuleiro em fungao de n.

2 - Problemas para provar: o objetivo € mostrar, de maneira conclusiva,
que uma determinada afirmagao é verdadeira ou falsa. Com base na légica, o
ponto de partida séo as hipéteses e o de chegada a conclusdo. Por exemplo, em
um suposto caso de homicidio, se uma testemunha afirmar que o suspeito
estava presente na cena do crime, cabera ao juiz averiguar se, de acordo com

os registros disponiveis, a assertiva € verdadeira ou falsa.

Vale uma recapitulacdo. Os desafios apresentados nos itens 3.2.1 e 3.2.2.
trazem questdes que se enquadram na segunda categoria de problemas. Seus

enunciados eram:

— Desafio dos dominés e o tabuleiro de xadrez mutilado — Sera possivel
colocar 31 dominds de tal maneira que todos os 62 quadrados restantes
sejam sobrepostos? Se possivel, mostre ao menos uma solugdo. Em caso

contrario, prove que isso é impossivel.

— Desafio dos tetraminds e o retdngulo 4 x 5 — Sera viavel preencher todo o
retdngulo com os cinco tetramindés dados? As pecas podem ser
transladadas, refletidas (viradas) ou rotacionadas para os encaixes. Se
possivel, mostre ao menos uma solugéo. Em caso contrario, prove que isso é

impossivel.

Com relacédo ao presente desafio, além de encontrar a férmula, é preciso
ter certeza de que ela sera valida para qualquer n natural. Consequentemente, o

problema se desdobra em duas etapas: 1 - descobrir a férmula e 2 - prova-la.

4.1.4. Provas visuais do somatoério dos quadrados

De acordo com Polya (1990, 2004), as figuras nao sdo apenas o objeto de
problemas geométricos, como, também desempenham um importante papel na

resolucédo de outros tipos de problemas. Esse pensamento é compartilhado por
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diversos autores, todavia cada um o defende a seu modo. Usiskin (2005), ao
distinguir as diversas maneiras de se enxergar a geometria, ressalta uma de
suas facetas mais importantes; trata-se da geometria como veiculo para
representar conceitos matematicos ou outros cuja origem nao € visual ou fisica.
Segundo o autor, muitas idéias da aritmética, da algebra e da analise

praticamente dependem da representacgao de figuras geométricas.

A reta numerada descreve o conjunto dos numeros reais. Graficos diversos
mostram informagdes numéricas. O génio de Descartes e Fermat consistiu
em representar pares ordenados de numeros por pontos e em representar
as solucdes de equagdes em duas variaveis por meio de retas e curvas.
Utilizamos graficos via coordenadas na matematica do secundario. Mesmo

7

0 conceito de simetria, com sua origem no mundo real, € muitas vezes
introduzido em algebra como propriedade dos graficos de certas fung¢des
ou relagbes. Em calculo, a area € uma ilustracdo inestimavel do que se
entende por calculo de uma integral. (Usiskin, 2005, p.33).

Na realidade, representagées geométricas, graficos e diagramas de todos
os tipos sdo usados em todas as ciéncias, ndo apenas na fisica, na
quimica, e nas ciéncias naturais, mas também em economia, e até mesmo
na psicologia. Ao usar alguma representacdo geométrica adequada, nés
tentamos exprimir tudo na linguagem das figuras, para reduzir todos os
tipos de problemas a problemas de geometria. (Polya, 2004, p.107)

Os livros de Nelsen (1993, 2000) — Proofs without Words — e Alsina &
Nelsen (2006) — Math made Visual — trazem inumeras provas visuais,
valorizando esse aspecto da geometria. Mas o que sdo provas visuais? Um
subconjunto desse universo. Segundo Nelsen (1993, 2000), uma prova visual é
uma figura ou um diagrama que, mesmo sem palavras, auxilia o observador a
entender o motivo pelo qual uma determinada afirmacgao é verdadeira.

Uma prova visual pode ndo ter o mesmo peso e rigor que uma prova
formal, mas ela deve fornecer pistas de um caminho a ser seguido. Alsina &
Nelsen (2006) assinalam que uma idéia ou relagdo matematica geralmente
comporta diferentes imagens para justifica-la. Logo, dependendo do nivel
educacional do estudante e de seu grau de familiaridade com as representacoes
disponiveis, certas escolhas talvez sejam mais apropriadas do que outras.

Numa situagéo ideal, espera-se que o aluno seja capaz de elaborar sua
prépria prova visual, deixando registros no papel. Como o desafio é langado do
professor para o estudante, ao menos em principio, cabe somente ao segundo a
tarefa de solucionar a questdo. Todavia, talvez o aluno de design nao veja
sentido em resolver o problema. Quantos quadrados estdo presentes em uma

malha quadriculada de tamanho variavel? Qual sera o propésito disso? Ao
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buscar por uma justificativa plausivel para ir adiante, o pensamento pratico
prevalecera sobre o cogitativo e o reflexivo, contribuindo para o fracasso da
atividade. Porém, imagino que a resolugao individual do problema deva ficar em
segundo plano em relagéo a analise guiada pelo professor das solugdes criativas
que expressam a resposta. Com seu aval, o design da informagao voltado para a
comunicagao visual passa a ser o principal protagonista dessa historia, como
sera visto adiante.

De acordo com Nelsen (1993, 2000), existem pelo menos nove provas
visuais originais que representam a expressdo do somatorio dos quadrados dos
n primeiros numeros naturais. Dentre elas, apenas duas foram incluidas neste
trabalho. A primeira foi criada por Gardner (1973) e Kalman (1991), de maneira
independente, e a segunda por Wermuth & Schuh (1999). Enquanto uma faz uso
de agrupamentos de quadrados no espacgo 2D, a outra utiliza cubos no espaco
3D. Pelo fato de todas as atividades preliminares e intermediarias da pesquisa
apresentarem estruturas com quadrados, optei por estas provas visuais em
detrimento de outras, mais elaboradas.

Na figura 52 € mostrada a primeira prova visual. Os elementos da estrutura
sdo agrupados de tal maneira que o observador deve reconhecé-los sem esforgo
como itens da identidade apresentada. A unica mudanga em relagdo a prova

visual original é a substituicdo dos tons de cinza pelas cores.

3(12+22+32+ .. +n?)=(2n+1)(1+2+3+..+n)

12 [ [

22
32 c
+
+:
o
42 =
[a¥]
+
52
2n+ 1

Figura 52 - Prova visual proposta por Gardner (1973) e Kalman (1991)
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Do lado esquerdo, aparecem 3 grupos, cada um formado por 5 quadrados
distintos, empilhados em ordem decrescente de tamanho. O total de
quadradinhos de apenas um grupo corresponde a 12 + 22 + 3% + ... + n? sendo n
=5.8401+4+9+ 16 + 25 unidades. Do lado direito, os quadradinhos coloridos
estao dispostos de outra maneira, formando uma torre. Os dois primeiros grupos
sdo girados de cabeca para baixo e unidos as bordas da torre colorida,
determinando um retangulo maior. Indubitavelmente, o total de quadradinhos do
retangulo corresponde ao triplo da quantidade dos coloridos internos: 3 (12 + 22 +
3% + ... + n) mas o total também pode ser calculado multiplicando-se a base pela
altura. Sendoabase=2n+1eaaltura=1+2+ 3+ ... +n, aparece a igualdade
3(12+22+3%°+ ..+n)=(2n+1)(1+2+3+ ... +n). Ao isolar e substituir a
soma dos termos elevados a segunda poténcia pela notagdo matematica do

somatorio, chega-se a formula:

ziz _ (2n+1)(1+§+3+...+n) . ou seja: ziz _ (2n3+1)Zi
i=1 i=1 i=1

A motivacéo inicial para descobrir a formula era evitar a adicao de termo a
termo na ordem crescente. Contudo, na expressao encontrada, uma das partes
corresponde a outro somatorio, o dos primeiros numeros naturais: S=1+2 + 3
+ ... + n. Como ainda falta resolver esta parte, abre-se aqui um breve parénteses
e logo em seguida retorna-se ao desafio original.

Sob diferentes contextos, Wertheimer (1959) pesquisou as reagbes de
criangas de diversas idades face a problemas baseados nesta série. Em seu
livro Productive Thinking ha um capitulo que Ihe é inteiramente dedicado. Nele, o
autor conta a histéria de um garoto, aquele que viria a se tornar o famoso
matematico Gauss. Segundo reza a lenda, o pequeno Gauss recebeu de seu
professor um teste de aritmética, sendo desafiado a calculara soma 1 +2 + 3 +
4+5+6+7+8+9 + 10. Rapidamente, enquanto seus colegas de classe
trabalhavam no problema, ele apresentou a resposta correta ao professor,
surpreendendo-o0. Ndo se sabe ao certo que raciocinio Gauss seguira naquele
momento, mas Wertheimer supde que tenha sido algo assim: em vez de somar
os termos na ordem usual, ele notou que 1 e 10 somados davam 11; 2 e 9
também; 3 e 8 idem e assim sucessivamente (figura 53). Como consequéncia, 5

x 11 = 55. Ele havia descoberto a esséncia daférmulaS=(n+1)n/ 2.
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1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

|

11
11
11
11
11

Figura 53 - Uma estratégia para o calculo do somatério de 1 a 10

A titulo de curiosidade, relato agora um episddio pessoal. A histdria
certamente ndo tem o mesmo encanto e importancia que a anterior, entretanto
traz um exemplo real de como dois problemas distintos podem ser
compreendidos pela aplicagdo da mesma estrutura™. Numa roda de amigos,
sentado a mesa de um restaurante, um dos presentes me desafiou a resolver um
quadrado magico™ 3 x 3. Minha tarefa era posicionar os nimeros de 1 a 9, de
modo que as somas dos numeros que estivessem nas linhas, colunas e
diagonais fossem sempre iguais a 15. Eu n&o queria resolver o problema por
ensaio e erro. Logo, decidi seguir um dos conselhos de Polya (1990, p.99):
“desenhe uma figura”. Sobre um guardanapo, rabisquei o diagrama apresentado
na figura 54. Eu sabia que 1 e 9 somados davam 10; 2 e 8 também; 3 e 7 idem e
assim sucessivamente. No meio da série havia o 5. E se ele fosse colocado no
centro da tabela? Deste modo, para uma diagonal, linha ou coluna que passasse
pelo centro, os valores das pontas somados tinham que dar 10. Mas era
exatamente isto que mostrava o diagrama: pares de numeros cujas somas

resultavam em 10. Eureka! Eu havia descoberto uma solugao.

13 O somatério dos numeros naturais ainda sera revisto no item 4.2, aplicado a
outro desafio que em principio ndo parece ter a menor relagdo com o anterior.

14 Um quadrado magico € uma tabela quadrada de lado n, onde a soma dos
numeros das linhas, colunas e diagonais é constante, sendo que nenhum dos numeros
pode ser repetido.
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1 2 3 4 (5) 6 7 8 9

10
10
10
10
2 712 672
5/ | = [1]5]9] = [1]/5]9| = [1]5]9] = [1]5]9
8 83 834

Figura 54 - Um raciocinio analogo para solucionar o quadrado magico 3 x 3

Wertheimer (1959) apresenta outra questdo, de inegavel aspecto pratico,
que também remete ao somatdrio dos primeiros numeros naturais. Ao longo de
uma parede, em um saldo de uma casa, € construida uma escada com 19
degraus. O lado afastado da parede precisa ser recoberto de lajotas quadradas,
cujos lados correspondam as alturas dos degraus (figura 55). O carpinteiro
solicita que o ajudante busque as pecas numa loja, porém como a quantidade

nao é informada, ele precisa efetuar o calculo.

NN N |IN/
ANTANPANVAN
NN INS NS 1IN
AN PANVANVANVAN

N/
7N

Figura 55 - Lajotas de uma escada em constru¢ao com 5 degraus

Aqui pode ser aplicada a mesma estratégia utilizada na prova visual do
somatoério dos quadrados dos numeros naturais. A idéia é formar um retangulo
com partes dos elementos do somatério. A figura 56 reproduz a 55 com o
mesmo cddigo de cores anterior. Multiplicando-se a quantidade de linhas pela de

colunas de quadrados, chega-se a formula: S=n (n+ 1)/ 2.
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1+2+3+ . +n= 1O+

Figura 56 - Prova visual do somatdrio dos primeiros niUmeros naturais

n

le 2n+1 Zn:' . il n+1 logo: 22 n+16(2n+1)

Ambas as séries foram desvendadas. A quantidade total de quadrados

num tabuleiro de xadreznxn én (n + 1)(2n + 1) / 6. Para n = 8 o resultado é
204.

A figura 57 apresenta a segunda prova visual. Desta vez, no lugar de
quadradinhos sao usados cubinhos para representar as unidades. Por isso,
idealmente, a demonstracido deve ser realizada com o auxilio de material
concreto. Dois produtos que parecem auxiliar nessa tarefa foram pesquisados,
contudo a analise de ambos é assunto do préximo item. No momento, julgo ser
importante destacar a principal vantagem da segunda prova visual (figura 57) em
relacdo a primeira (figura 52). No caso anterior, procurou-se criar um retangulo
com partes dos elementos do somatério dos quadrados dos numeros naturais.
Para tal, trés grupos foram formados. A multiplicacdo da quantidade de linhas
por colunas do retangulo resultou no total de elementos. A férmula foi
encontrada, mas o problema nao foi resolvido. Para substituir 1 + 2 + 3+ ... +n
por n (n + 1)/ 2 foi necessario ir adiante (figura 56).

De certo modo, a segunda prova visual repete a estratégia da primeira.
Antes, o objetivo era criar um retangulo; agora, € montar um paralelepipedo reto.
De acordo com a figura 57, trés grupos (como no caso anterior), cada um
contendo a quantidade exata de unidades de um somatério sdo formados pela
justaposicao de diversas placas. O solido resultante da unido das trés partes
lembra uma arquibancada, cuja face lateral direita corresponde com exatidao a
escada da figura 56. Como obter o paralelepipedo? Imagina-se uma coépia do

poliedro final, rotacionada de 180° em relagao ao seu eixo transversal. O encaixe


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410913/CA

88

das duas partes por deslocamento resolve a questdo. Para finalizar, basta
calcular comprimento x largura x altura e dividir o produto pela quantidade total
de grupos do somatdrio. Como resultado, tem-se a expressdo completa, com o
termo(n+1)/2janolugarde1+2+3+ ... +n.

E pertinente notar que a passagem da dimensdo 2D para a 3D inclui o
processo relativo a prova visual da figura 56, mas de forma transparente para o
observador. A primeira prova visual (figura 52) ainda pode ser recuperada pela
segunda (figura 57) de modo simples, conforme mostra a figura 58.

2 _ nn+1)(2n+1)

Figura 57 - Prova visual proposta por Wermuth & Schuh (1999)
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Figura 58 - Retorno a primeira prova visual

4.1.5. Somatério do quadrado dos numeros naturais por indugao
matematica

Tomando como exemplo a tentativa de descobrir a férmula dos primeiros
quadrados dos numeros naturais, neste item procura-se estabelecer a diferenca
(e a relagédo) entre os métodos de indugéo “pura” e indugcdo matematica. O
primeiro método é utilizado em todas as ciéncias, ja o segundo é aplicado
apenas na matematica, para provar teoremas de um determinado tipo. Conforme
citado antes, no exemplo do item 3.2.2, a inducao se refere a um processo de
descoberta de leis gerais por meio da observacao e recombinagao de instancias

particulares. Porém, de acordo com Polya (2004):

Em matematica, assim como nas ciéncias fisicas, nés podemos usar
observacao e indugao para descobrir leis gerais. Mas ha uma diferenca.
Nas ciéncias fisicas, ndo ha uma autoridade maior que a observacao € a
inducdo porém, na matematica, existe essa autoridade: a prova rigorosa.
(Polya, 2004, p.117)

Para o matematico, a indugcao “pura” pode ser util para formular uma
conjectura. Todavia, essa conjectura ainda devera ser provada pelas vias da
deducéo ou indugao matematica. Mas como? Pela inducdo matematica, pode-se
provar que um enunciado vale para todos os numeros naturais n e para isso é

necessario superar dois testes:

1) O enunciado € valido paran=1?

2) Sendo valido para n = k, ele também ¢é valido paran=k + 1?
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Se nenhum dos testes falhar, entdo a conjectura sera valida para todos os
inteiros. Se é verdadeira para 1, entdo também sera para 2, para 3 e assim por
diante. Para ilustrar o processo, usualmente é feita uma analogia com o efeito
domind (figura 59). Supde-se uma longa fila de dominds em pé. Como garantir

que todos os dominds cairdo? Basta ter certeza de dois itens:

1) O primeiro domind precisa cair, caso contrario ndo ha partida.

2) Sempre que um dominé cair, 0 vizinho de tras também caira.

Em relacdo ao segundo item, uma coisa é certa, se a distancia entre os
dominds for maior que a altura dos mesmos, um nao alcangara o préximo, ao

tombar.

Figura 59 - Analogia da indu¢cdo matematica com o efeito dominé

No item 4.1.4, foram apresentadas provas visuais nas figuras 52 e 57 que

levantaram a seguinte hipdtese:

n(n+1)(2n+1)
6

?+224+3%+...+n=

Certamente a férmula é valida para n = 5. Mas sera igualmente valida para
qualquer n? Ao reconstruir as estruturas geométricas, pode-se repetir o teste
para n = 1, 2, 3, 4 etc. Contudo, por maior que seja a quantidade de valores
testados, sempre restardao os proximos da fila. Porém, se a generalizacao é
impossivel, havera um modo de prova-la pelo método de inducdo matematica? A
resposta € positiva e seus detalhes sédo descritos a seguir.

No item 4.1.4, verificou-se que a férmula do somatorio dos primeiros

numeros naturais € a seguinte:
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1+2+3+...+n=M

Mas sera esta também valida para qualquer n? A duvida é pertinente, pois
ela foi descoberta por intermédio de outra prova visual, ndo rigorosa. Porém,
aqui ha uma diferenca. E evidente, pelo diagrama apresentado na figura 56, que
para valores de n diferentes de 5, sempre havera a possibilidade de se fechar
um retangulo, multiplicar a base pela altura e dividir o resultado a metade. A
estrutura geométrica da representacado associada € tao nitida que os passos da
demonstragéo indutiva matematica estéo praticamente implicitos.

Segundo Polya (1990), é natural procurar algum tipo de paralelismo entre

as duas somas e observa-las juntas:

n 1 2 3 4 5 6
1+2+3+..+n 1 3 6 10 15 21
12+22+3%2+ . +n? 1 5 14 30 55 91

Havera alguma relagdo entre as duas ultimas linhas? Pode-se tentar

examinar suas razoes:

n 1 2 3 5
1?+22+3%2+...+n? T 5 7 1 13
1+24+3+...4+n 3 3 3 3

Aparentemente, a divisdo das séries corresponde a (2n + 1)/ 3:

n 1 2 3 4 5
P +224+3%2+...4n? 3 5 7 9 11 13
1+24+3+...+n 3 3 3 3 3 3

Ou seja:

P+2243%+...+n° (2n+1)

1+42+3+...4+n 3

Ao substituir a expressao do somatoério dos primeiros numeros naturais
pelo resultado ja conhecido e transferi-la para o lado direito da igualdade, chega-

se a mesma conjectura obtida com as provas visuais:
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?+224+3%2+...+n= n(n+1)2n+1)

Somente a partir das observagbes cuidadosas, percebeu-se certa
regularidade e coeréncia. Como passo inicial, até agora foi utilizada apenas a
inducdo “pura”. A tentativa de generalizagdo comecgou pelo esforco de
compreender os fatos observados, com base em analogias e no teste de alguns
valores. Resta transformar a hipotese em certeza. Agora, o problema para

“encontrar” se configura em um problema para “provar”.

1(1+1)(2+1)
6

A férmula é valida para n + 1? Substituindo n por n + 1, tem-se:

A formula é valida paran =1? 1? = Sim! E valida.

2 _(n-1)(n+2)(2n+3)

P+2°+3%+...+n° +(n+1) 5

~(n-1)(n+2)2n+3) n(n+1)2n+1)
B 6 6

(n+1)2

(n+1)2:nTH[Zn2+3n+4n+6—2n2—n]

n+17="en 16
6

(n+1)?=(n+1)

Sim! E valida. Portanto, a conjectura é valida para qualquer n.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410913/CA

93

4.1.6. A geometria no design dos materiais concretos de apoio

Este item traca o perfil de dois produtos — LiveCube’ e Omnifix Cube’® —
que, dentre outras aplicagcbes, servem para reproduzir as provas visuais
anteriores. De procedéncia norte-americana, ambos sao brinquedos de encaixe,
disponiveis em alguns kits com diversas pecas idénticas. Suas unidades basicas
s&o cubos de dimensées 2 x 2 x 2 cm® que podem ser conectados entre si para
formar agrupamentos maiores'”.

Pelo fato de esta pesquisa estar inserida no campo do design, parece-me
indispensavel ressaltar que os projetos desses materiais didaticos dependem da
aplicagao criteriosa de conceitos geométricos. Com vantagens e desvantagens,
os exemplos selecionados trazem duas solu¢des para uma mesma questao
aberta. Diversos cubinhos precisam ser conectados e desconectados entre si, de
modo simples e rapido. Como devem ser os desenhos dos encaixes? Para
comecar, vale a pena rever as caracteristicas de um dos mais consagrados

brinquedos do género, o Lego™®.

Lego (Christiansen, 1961) — Os blocos de Lego possuem duas partes
imprescindiveis: pinos na parte superior e tubos na parte inferior. Os pinos se
encaixam entre as laterais externas dos tubos e as bordas internas das pecas.
Quando os pequenos tijolos sdo encaixados entre si, os pinos estendem as
laterais e os tubos. O sistema de ligacdo utiliza um ajuste de interferéncia,
caracterizado por uma conexao segura com atrito entre duas partes sem a
necessidade de um prendedor adicional. O material é elastico e retorna a forma
original quando separado.

O sistema do Lego funciona a contento, mas as conexdes limitam-se a
uma unica diregao e sentido. Uma pecga, com pinos na face superior, s6 pode ser
encaixada na parte inferior de outra peca (figura 60). Em qualquer montagem, as

faces laterais sao lisas, no entanto sempre restam pinos no topo.

15 http://www.livecube.com/

16 http://www.didax.com/shop/searchresults.cfm/Keyword/omnifix%20cube.cfm

17 Talvez seja inevitavel a comparacdo com o material dourado, proposto pela
meédica e educadora italiana Maria Montessori, mas aqui as aplicagdes nao limitam ao
ensino do sistema de numeragao decimal-posicional e das operagdes aritméticas.

18 http://www.lego.com/eng/info/default.asp?page=group
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Figura 60 - Encaixes no sistema de montagem do Lego

LiveCube (Shih, 2004) — Assim como no Lego, as partes do LiveCube sé&o
produzidas em plastico injetado e suas conexdes sao realizadas por ajuste de
interferéncia. Cada bloco (cubo) possui dois pinos. Observa-se, na figura 61, que
cada face é dividida em quatro setores quadrados: A, B, C e D. Pinos ocupam
dois desses setores em apenas uma das faces. No referencial adotado, um pino
€ posicionado acima, a esquerda e o outro fica embaixo, a direita. Os outros
setores comportam furos que servem para receber os pinos. A solugdo adotada
supera a do Lego em pelo menos dois aspectos. As conexdes podem ser
realizadas em varias dire¢cdes e sentidos. Um unico cubo permite o encaixe de
até seis outros, um em cada uma de suas faces, incluindo aquela que possui
pinos. Quando as faces com pinos de duas pegas sdo conectadas entre si, 0
objeto resultante fica livre de protuberéncias (pinos externos). Em alguns tipos
de quebra-cabegas, pecas correspondentes a policubos devem ser deslizadas
umas sobre as outras, sem perderem o contato face-a-face'®. Com o LiveCube,

a reproducao desses quebra-cabecas € viavel.

19 Os capitulos 5 e 6, Cubic Block Puzzles e Interlocking Block Puzzles, do livro
Geometric Puzzle Design detalham o assunto. Seu autor, Stewart Coffin (2007), € um
especialista no design de quebra-cabegas geométricos. Os cubos Soma, Tetris
(http://www.tetris.com/) e Bedlam (http://www.bedlampuzzles.com/) sdo exemplos de um
mesmo tipo de quebra-cabeca: com um numero limitado de pecas formadas por
cubinhos, é preciso montar um cubo maior. O primeiro tem 3 x 3 x 3 cubinhos separados
em 7 pegas. O segundo e o terceiro tém 4 x 4 x 4 cubinhos. O Tetris possui 12 pecas e
o Bedlam 13. Existem 240, 9839 e 19186 maneiras diferentes de montar cada um
desses cubos maiores.
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Figura 61 - Encaixes no sistema de montagem do LiveCube

OmniFix Cube — As pecas de OmniFix sdo de material plastico, porém de
um tipo mais flexivel do que os prévios. As conexdes também sao realizadas por
ajuste de interferéncia. Ha uma grande diferenga das partes em relagédo as
anteriores, pois elas vém planificadas de fabrica. Uma vez montado, um cubinho
nao pode ser aberto novamente. Os formatos dos pinos e furos seguem outra
configuragao (figura 62). Para entender os desenhos, imagina-se uma coroa
circular centralizada numa face. A coroa é dividida em 8 setores congruentes.
Quatro setores nao adjacentes sao puxados (pinos), enquanto os outros sao
empurrados (furos). A forma resultante se assemelha a um ventilador com quatro
pas. Todas as faces contém pinos e furos. Neste caso, partes adjacentes sao
obrigatoriamente conectadas (figura 63). Como resultado, em teoria, a estrutura
de um conjunto de cubos OmniFix torna-se mais rigida®®. O mesmo n&o ocorre
com o LiveCube; em compensacdao, como todas as faces apresentam
protuberancias (pinos), os encaixes em policubos cdncavos dependem da

decomposi¢cdo e recomposicdo de algumas partes. Além disso, quando pecas

20 Na pratica isso ndo ocorre pois fatores como pressao e atrito entre as partes
também devem ser levadas em consideragao.
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sdo0 unidas, é necessario exercer forte pressao com os dedos sobre os pinos das

faces paralelas opostas as do encaixe. O uso prolongado do material é

desaconselhavel, uma vez que pode provocar pequenas lesbées nos dedos.

Figura 62 - Encaixes no sistema de montagem doOmniFix Cube
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Figura 63 - Diagramas de conexdes de pecas LiveCube e OmniFix Cube

|
=
T
.
|
T T

T T



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410913/CA

97

4.1.7. Experimento com alunos

Neste experimento, usei 0 mesmo tabuleiro de xadrez relativo ao item
3.2.3. Além disso, eu preparara quatro quadrados de diferentes tamanhos (1 x
1,2 x 2, 3 x 3, 4 x 4) em papel com gramatura de 180g / m? na cor amarela
(figura 64). A idéia era apresentar somente o tabuleiro; todavia, caso o aluno
optasse por desistir do problema, estas pecgas Ihe seriam entregues, como uma

forma de incentivo para ir adiante.

Figura 64 - Tabuleiro de xadrez e quatro quadrados amarelos

Ao serem questionados sobre quantos quadrados estavam desenhados ou
representados no tabuleiro de xadrez, os participantes forneceram as seguintes

respostas:

Participante [1] - Imediatamente, apds ouvir o enunciado, ele anotou num
papel a quantidade de quadrados 1 x 1. “Ja tem 64 pequenos. Eu posso fazer 1
x 1 > 64.” O préximo passo era contar a quantidade de quadrados 2 x 2. Com a
lapiseira na mao direita, apontou para diferentes regides do tabuleiro. “Um, dois,
trés, quatro; dezesseis né?” Na borda direita do tabuleiro, ele visualizou apenas
4 quadrados 2 x 2, conforme ilustrado na figura 65. A multiplicagdo de 4 por 4
resultava em 16. Mas e quantos aos outros superpostos? Sim, pois até entéo

haviam passado desapercebidos.
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Figura 65 - Quadrados 2 x 2 contabilizados pela primeira vez

Na tentativa de descobrir a quantidade de quadrados 3 x 3 surgiu um
impasse. “Nao da pra fazer, vai sobrar. Nao, mas da pra fazer alguns. Eu posso
fazer quatro.” Supus que ele visualizara 4 quadrados 3 x 3, tais como os
mostrados na figura 66, ainda sem superposi¢oes.

Figura 66 - Quatro quadrados 3 x 3

Em seguida, deslocou o dedo indicador da méo direita de uma ponta a
outra do tabuleiro. “Eu posso fazer esse aqui diferente desse aqui, né?”
Aparentemente, ele havia notado a presenga de quadrados refletidos (ou
rotacionados) em relagdo aos anteriores, tal como apresentado na figura 67.

Confirmei sua hipotese.

EEEE

Figura 67 - Quadrados refletidos ou rotacionados, uns em relagao aos outros
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“Po, isso € loucura porque eu posso fazer um aqui, posso fazer um aqui,
posso fazer um aqui.” Novamente sua fala era acompanhada de gestos. Seus
dedos percorriam o tabuleiro, indicando varios quadrados com interse¢des entre
si. “Cara, é complicado.” Com vistas a incentiva-lo, mostrei os quadrados de cor
amarela. A partir de entdo, com os dedos das duas maos apoiadas sobre uma
das pegas (quadrado 2 x 2), comegou a varrer o tabuleiro de modo aleatério, tal
como previsto e ilustrado na figura 48. A agéo durou 20 segundos. Depois, ele
parou e refez a contagem utilizando um método mais eficaz: gradativamente,
deslizou 0 mesmo pedaco de papel amarelo, desde a margem direita até a
margem esquerda inferior do tabuleiro. “Um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete.”
Para confirmar, seus dedos médio e indicador “andaram” de uma ponta a outra.
De fato, eram sete. Reposicionou o0 quadrado 2 x 2 a direita e subiu uma linha.
“Na segunda vao ser mais sete.” Perguntou se eu via algum sentido naquilo.
Confirmei. “Entao séo 49; 64 + 49 (...) Vamos pro trés (3 x 3): 1, 2, 3,4, 5, 6.
Novamente em funcdo dos passos de seus dedos, sua mao se deslocou da
margem direita para a esquerda do tabuleiro. “36. Pd, tem alguma coisa (...) aqui
seriam 8 x 8, 7 x 7, 6 x 6. Ah, matei. Aqui vai ser 5 x 5.” Apds uma breve risada,
foi adiante. “8 x 8 € um sé. E isso?”. Sim, os lados do quadrado maior coincidiam
com as préprias margens do tabuleiro. “Eu ndo vou somar tudo, mas eu vou
escrever.” Por fim, registrou a conta no papel: 64 + 49 + 36 + 25+ 16+ 9+ 4 + 1.

Naquele instante, o problema havia sido resolvido.

Previamente, além da animacao descrita no item 4.1.2, eu preparara outra
no mesmo software de geometria dinamica. Nela, quadrados de cor amarela®' se
deslocavam gradativamente de coluna a coluna, linha apds linha, sobre outros
numa malha quadriculada 8 x 8, de modo similiar a agdo executada no
experimento. Solicitei que o participante [1] observasse aquelas animacoes,
dirigindo o olhar para o monitor a sua frente. A reagao foi positiva. Apés observa-
las, mostrou-se satisfeito. “Legal, maneira essa animag¢do. Maneira, gostei
(risos).”

Dali em diante, comentei que a soma correspondia a um caso particular do
somatério do quadrado dos primeiros numeros naturais. Usando outro material
concreto, reproduzi a prova visual de Gardner (1973) e Kalman (1991)%2. Munido

de um conjunto de pecinhas coloridas imantadas e de uma placa metalica

21 De varios tamanhos.
22 Evito repetir aqui todos os passos desta prova visual, pois eles ja foram
explicados e analisados em detalhes no item 4.1.4.
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branca, aos poucos fui completando o retangulo® (figura 68). Expliquei que
aquela demonstragdo ndo se configurava como uma prova matematica formal.
Meu principal objetivo era ajuda-lo a enxergar de um modo mais simples os
elementos da formula:

Lo (2n+1)(1+2+3+...+n)
= 3

i

1 1
H =

|

i

Figura 68 - Prova visual com pecas imantadas criadas por mim

Solicitei sua ajuda. Expliquei que faltava determinar outra formula, relativa
ao somatorio dos primeiros numeros naturais: 1 + 2 +3 + ... + n. Retirei e guardei
todas as pecinhas de cima da placa, mostrei outras dez diferentes e coloquei
cinco destas sobre o tabuleiro, uma de cada vez, de modo a reproduzir a escada
da figura 56. Rapidamente, sem tocar no material, respondeu-me: “E sé
multiplicar e dividir por dois.” Sugeri que ele manipulasse efetivamente as
pecinhas em vez de apenas observar. Com elas, fechou um retangulo. “Ah, acho
que tem que somar 1.” Neste caso, qual seria a solugdao? “O termo mais um
vezes o nimero de quadradinhos dividido por dois?*.” A resposta correta era (n +
1) n/ 2. Dei por encerrado o encontro, relembrando que a soma anterior poderia
ser calculada bastando substituir n por 8 em n (n +1) (2 n + 1) / 6. Suas ultimas

palavras? “Legal, maneiro, gostei, interessante”.

23 Até entdo, eu desconhecia os produtos LiveCube e Omnifix Cube, referentes
ao item 4.1.5, motivo pelo qual optei pela criagdo de um material didatico préprio,
planejado especificamente para esta atividade.

24 Embora sua resposta estivesse incorreta, julguei que ele tinha compreendido a
multiplicagdo por correlacionar o todo com as partes da estrutura. Interpretei o “termo
mais um” como n + 1 e o “numero de quadradinhos” como “a quantidade de
quadradinhos apoiados num dos lados do retangulo”, ou seja, n.
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Participante [2] - Em cerca de 1:20 min esbogou uma primeira resposta. “O
quadradao tem 64 pecas, 64 pecas de 1 quadradinho, 16 pecas de 4 quadrados
e dai 4 pecas de 8 quadrados. Eu fiz todos os quadrados perfeitos, de nimeros
que tém raizes. Ai ainda tem os n&o regulares.” Interpretei que ele pensara nas
possiveis divisbes do tabuleiro em quadrados congruentes (figura 69). Sua
linguagem nao foi precisa e ele parecia ter se confundido ao dizer “4 pegas de 8
quadrados”. Nao seriam “4 pecas de 16 quadrados”? Pecas? Quadrados

perfeitos? Numeros que tem raizes? N&o regulares?

64 16 4 1

Figura 69 - Divisdes de um quadrado de tamanho 8 x 8 em outros quadrados

Talvez ele ndo tivesse compreendido o enunciado. Expliquei que ali
estavam presentes outros quadrados com partes sobrepostas. Para fazé-lo
tomar consciéncia daquilo, solicitei que deslizasse um dos quadrados amarelos,
aquele de tamanho 2 x 2, sobre a margem inferior do tabuleiro. Perguntei
quantos quadrados daquele tipo estavam apoiados naquela regidao. Informou-me
que eram quatro. Escaparam-lhe trés, razdo pela qual posicionei 0 mesmo
pedaco de papel amarelo sobre partes de dois, vistos anteriormente (figura 70).

Novamente, pegou o quadrado 2 x 2 amarelo e varreu vagarosamente a
margem inferior no sentido da esquerda para a direita. Em vez de quatro, contou
sete. Perguntei quantos quadrados daquele tamanho estavam apoiados na
margem esquerda do tabuleiro e ele, sem hesitar, respondeu sete. “O lado é do
mesmo tamanho.” A adocido daquele método simplificou o problema, pois o
mesmo poderia ser aplicado a quadrados de outros tamanhos. Os valores das
multiplicagbes foram anotados e deram origem a série do somatério dos
quadrados de numeros naturais com 8 termos. Em seguida, eu expliquei e
montei as provas visuais dos somatdrios com as pecas imantadas®. No final,
quando eu ja estava quase desligando a camera de video, ele comentou:

“Maneira essa parada. Como eu estou precisando estudar matematica!”
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Figura 70 - Um dos quadrados 2 x 2 ndo considerados pelo participante [2]

Participante [3] - Seu primeiro comentario deixou claro que havia
enxergado os quadrados menores (1 x 1) e o maior (8 x 8). “Além da area total
dele, 64 e o quadrado completo?” Depois pediu licengca para se concentrar e
escrever no papel. Apds cerca de 3:30 minutos disse-me que n&o havia
conseguido determinar o total de quadrados mas havia descoberto uma
sequéncia. “Té aqui viajando. 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15.” Em principio, ndo entendi.
Eu esperava ouvir a série 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64. Nao dei muita atencéo a sua
resposta naquele instante e acabei cortando sua linha de raciocinio. No entanto,
ao rever o video, tive a certeza de que ele revelara uma idéia preciosa, a qual
deveria ter sido mais aprofundada. De modo algum sua resposta fora “cega”.
Agindo como um investigador, em um curto intervalo de tempo ele iniciara um
processo de indugdo pura. O que significavam aqueles numeros?

Se ele nao tivesse nenhum quadrado 1 x 1, precisaria adicionar um para
té-lo. Tendo um quadrado 1 x 1, ele necessitaria de mais trés daquele tamanho
para construir um de tamanho 2 x 2. Para obter um de tamanho 3 x 3, ele teria
que acrescentar mais cinco quadrados 1 x 1. Depois mais 7, 9, 11, 13 e
finalmente 15 para completar um quadrado 8 x 8. O somatério da série de
inteiros impares de 1 a 15 resultaria em 64, ou seja, o total de quadrados 1 x 1
presentes no tabuleiro. Embora pudesse nao ter consciéncia disto, ele induziu
que o valor do somatoério dos primeiros inteiros impares tem como resultado um
quadrado de um numero natural. Se eu tivesse percebido esta linha de
raciocinio, poderia ter aproveitado para apontar-lhe o caminho de pelo menos

duas provas visuais desta série (figura 71). Sabe-se la quantas relagdes

25 As animagdes em geometria dindmica ndo foram apresentadas ao participante
[2], pois até entdo eu nado as tinha preparado. A numeragdo dos participantes n&o tem
qualquer relagdo com a ordem cronolégica dos encontros.
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essenciais poderiam ser tragadas entre estas provas e as outras, relativas ao

somatorio dos quadrados dos primeiros nimeros naturais?

2n
=] I
[ 1 ]
<= 1
= 3
n 2n
<—(2n-1)
o ——
1 n-1
1+3+..+(2n-1)=n? 1+3+ ..+ (2n-1)=1(2n)2 =n?2

4
Figura 71 - Duas provas visuais para o somatério de inteiros impares

Dando continuidade ao experimento, reforcei que assim como no primeiro
desafio, referente ao item 3.1.1, ali estavam presentes quadrados de diversos
tamanhos e nao apenas quadrados 1 x 1. Ele estava ciente deste fato, mas nao
conseguia agrupa-los e conta-los. Por isso, julguei oportuno oferecer-lhe os
quadrados de cor amarela, porém ele ndo langou mao de qualquer um deles. “Se
vocé mostrou esse exercicio aqui, tem relagdo com ele, certo?” Respondi que eu
resgatara a figura do item 3.1.1 com o Unico propésito de destacar a existéncia
dos quadrados de tamanhos variados e nada mais. Usando uma lapiseira, ele
completou o desenho do primeiro desafio de modo a transforma-lo numa malha
quadriculada 4 x 4 (figura 72). Explicou-me que bastaria contar ali os quadrados
restantes e soma-los aos onze ja vistos?®®. Posteriormente, sabendo que o
tabuleiro de xadrez era composto por quatro partes como aquela, talvez o valor
total fosse o anterior multiplicado por 4, restando apenas acrescentar os

quadrados maiores.

26 Vide item 3.1.1.
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11 quadrados + 19 quadrados total: 30 quadrados

16 de tamanho 1 x 1
9 de tamanho 2 x 2
4 de tamanho 3 x 3
1 de tamanho 4 x 4

5detamanho1x1 + 11 de tamanho 1 x 1
5detamanho2x2 + 4detamanho2x2
1detamanho3x3 + 3detamanho3x3

+ 1detamanho4 x 4

Figura 72 - Modificagcado do desenho referente ao desafio do item 3.1.1

Sua atitude superou minhas expectativas. Ele tentara utilizar o resultado do
desafio do item 3.1.1 a seu favor, encarando o problema prévio como auxiliar, tal

como recomenda Polya:

A superioridade humana consiste em contornar um obstaculo que nao
possa ser vencido frontalmente, em criar um problema auxiliar adequado
quando o original se mostra insoluvel. Projetar um problema auxiliar € uma
importante operacdo da mente. Conceber um problema novo, exato,
aplicavel a outro problema, projetar com perfeicao algo que possa servir de
meio para alcangar outro objetivo, € uma requintada realizacdo da
inteligéncia. Aprender (ou ensinar) a lidar com problemas auxiliares de
forma inteligente é uma tarefa importante. (Polya, 2004, p.51)

Na realidade, quando resolvemos um problema, nds sempre tiramos

proveito de problemas resolvidos anteriormente, usando seus resultados,

ou seu método, ou a experiéncia que nos adquirimos ao resolvé-los. Dai

vem a questao: Vocé conhece um problema relacionado? (Polya, 2004,

p.98)

Novamente, ao rever o video, me dei conta de que eu deveria ter
explorado com maior énfase a sua idéia. Tal como no problema anterior, ele
continuou localizando os quadrados em posigbes aleatérias. Sucessivamente,
varios foram descobertos no desenho modificado (figura 72). Contudo, dada a
complexidade da malha, ele acabou se perdendo na contagem. Teria acertado a
questao se viesse a apontar 11 + 4 + 3 + 1 quadrados de diversos tamanhos
além dos 5 + 5 + 1 originais, ou seja: 16 + 9 + 4 + 1. Um somatério de quadrados
de numeros naturais?

Era preciso mudar o método de contagem. Para facilitar, peguei o

quadrado amarelo de tamanho 1 x 1 e deslizei-o de uma ponta a outra sobre a
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margem inferior do tabuleiro. Sucessivamente, encobri cada um dos 8 quadrados
1 x 1 ali posicionados. Como o tabuleiro tinha 8 colunas e também 8 linhas, a
quantidade total de quadrados 1 x 1 deveria ser 64. Havia alguma novidade
naquilo? Nao. Neste caso, recomendei que ele repetisse aquele procedimento
com o quadrado amarelo 2 x 2, 3 x 3 e 4 x 4, um de cada vez. A cada ciclo, ele
foi anotando os valores das multiplicagdes e, desta forma, surgiu a série do
somatorio dos quadrados dos numeros naturais com 8 termos. Para finalizar,
expus as animagdes em geometria dindmica relacionadas com o problema e
montei as provas visuais dos somatorios com o0s conjuntos previamente

preparados de pecgas imantadas.

4.2. O desafio dos losangos em poligonos regulares
4.2.1. Sobre o desafio dos losangos

A primeira vista, este item apresenta um problema simples de geometria e
desenho, cujo conteudo engloba as propriedades de poligonos regulares e
losangos. Todavia, sua aparente simplicidade esconde uma impressionante
riqueza de detalhes, os quais se revelam como um prémio para os mais atentos.

O desafio se apresenta ndo apenas para o aluno, cujas habilidades de
visualizacao e analise sdo exigidas, mas também para o professor. Isto porque
parte de sua tarefa consiste em conduzir a construgdo do conhecimento pelo
aluno sem minar sua autonomia. O sucesso da atividade depende nao apenas
do método e recursos didaticos empregados, mas principalmente das atitudes do
docente e discente. A esse respeito, sdo levados em consideragdo os pontos de
vista de Polya, Van Hiele e Piaget.

Segundo Polya (1988), uma das tarefas mais importantes do professor é
ajudar seu aluno. E fundamental que este adquira 0 maximo de experiéncia por
conta prépria, porém o professor ndo pode abandona-lo. Mesmo que o estudante
nao esteja preparado para caminhar por seus proprios passos, ainda que lhe
seja oferecido auxilio, deve ficar registrada em sua mente a impressao do
trabalho individual. Nao se deve pecar pelo excesso nem pela falta de apoio.

Na opiniao de Van Hiele (1986), é imprescindivel que ocorra a crise do
pensamento. A questao é saber quando ela deve ser iniciada e de que maneira o
aluno deve ser induzido, ndo para evita-la, mas ao contrario, para supera-la.

Ainda segundo o autor, a educagéo nao esta pronta para aceitar esse método de
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trabalho, pois todos esperam que o professor forneca uma explicagao, aplicando
uma reducgao de nivel.

Para Piaget (1988), se uma atividade nao for realizada pela prépria
pessoa, com plena liberdade de iniciativa, ela perde o sentido de experiéncia.
Nessa situacdo, o que deveria ser uma experiéncia vira um adestramento,
destituido de valor formador, pela incompreensdo das minlcias das etapas
sucessivas.

Eis, entao, o desafio que sera descrito nesta se¢ao do estudo.

Todo poligono regular com um numero par de lados L pode ser dividido em
losangos com lados de comprimentos iguais aos do proprio poligono
(Frederickson, 2002). Considerando L = numero de lados do poligono e R =
namero de losangos, pergunta-se: Dado L, qual sera o valor de R? Existe algum
padrdao de crescimento? Quantos losangos congruentes aparecem? Quanto

medem os angulos de cada classe de losangos em funcgao de L?

4.2.2. Sondagem prévia

Antes de sequer enunciar o problema, o professor deve executar uma
sondagem prévia de conhecimentos basicos de geometria dos aprendizes.
Como tragar os poligonos regulares, dado o raio do circulo que os circunscreve?
Como determinar os angulos centrais desses poligonos? O que caracteriza um
losango? Quais s&o suas propriedades? O quadrado também & um losango?
Qual é a relagdo entre losangos e paralelogramos propriamente ditos? Se o
aluno nao demonstrar dificuldades ao responder essas questdes, ele estara apto
a prosseguir. Em caso contrario, sera necessario rever tais conceitos.

Para descobrir a relagdo entre L (lados) e R (rhombus), é imprescindivel
que se compreenda como surgem essas estruturas internas, formadas por
losangos. Embora possam existir varias formas de agrupamento, ha um tipo
especifico de divisdo em losangos que, além de ser comum a todos os poligonos
(L=4, L=6, L=8 etc), facilita a visualizagdo dos elementos que estdo diretamente
associados a formula. Numa situagdo hipotética em sala de aula, o professor
pode optar por: 1 - explanar com o auxilio de varios exemplos, ilustrando as
caracteristicas desse tipo de divisdo; 2 - apresentar apenas um exemplo para
que o trabalho de generalizacao fique por conta do aluno; 3 - deixa-lo livre para
descobrir por méritos préprios o agrupamento ideal.

A primeira opg¢ao elimina as chances de o aluno raciocinar por conta

prépria. O professor explica e ele apenas confere o que Ihe é entregue. A
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segunda opcao € mais adequada. O professor mostra um caso, ajuda no inicio
porém, o trabalho de generalizagao fica por conta do aprendiz. Ja a terceira
opgao eleva em demasia o grau de dificuldade do problema. Como equacionar a
crise do pensamento e a autonomia do aluno com a ajuda do professor? Que tal
uma variante que englobe a segunda e a terceira opgdes? A idéia é projetar um
material didatico referente a apenas um caso e que possa ser explorado pelo
aluno. O professor nao explica de modo direto todas as caracteristicas da
estrutura, deixando assim que o estudante tire suas proprias conclusdes a partir
do manuseio do material. Para que isso ocorra, o objeto em suas maos deve ter
o poder de comunicar ndo apenas as caracteristicas da divisdo sugerida, mas

também os meios de se chegar até ela.

4.2.3. Design de material concreto

No experimento com alunos, em vez de ser apresentada uma série de
exemplos de divisdo dos poligonos em losangos, foi utilizado um material
didatico concreto. O modelo, que mais lembra um livro infantil, foi planejado de
maneira a facilitar a comprensao da estrutura e a sua construgdo em funcao de
sucessivas reflexdes.

O material remete a um poligono regular de 12 lados. Sobre uma base de
papelao foram coladas algumas folhas de papel de formatos bem especificos. As
folhas, ao serem viradas em torno de algumas diagonais do poligono, deixam a
mostra losangos antes escondidos.

A figura 73 apresenta as etapas necessarias para o completo
preenchimento do poligono por losangos. Primeiramente; € mostrado o poligono
em branco com 5 diagonais em destaque, tendo o vértice inferior em comum.
Depois sdo executadas, gradualmente, “reflexdes” de determinados lados do

poligono (e de seus possiveis reflexos prévios) em torno dessas diagonais.
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Figura 73 - Diversas etapas de uso do material didatico concreto

Na primeira reflexdo aparece um losango (azul). Na segunda, aparecem
mais dois (verdes). Na terceira surgem mais trés (amarelos). Na quarta sdo mais
quatro (laranjas) e, na quinta, mais cinco (vermelhos). O uso de cores é
proposital. Como calcular o total de losangos do exemplo? Basta somar as
quantidades. Considerando os losangos de diferentes cores, tem-se: R=1+2 +
3+4+5.

Supdbe-se que o aluno seja capaz de perceber o método de divisdo dos
poligonos em losangos isoladamente, sem a necessidade de uma explicacéo do
professor. Todavia, o método de sucessivas reflexdes ndo € unico. Outros
também conduzem a estrutura de losangos. Estara o estudante apto a identifica-
los de modo autbnomo? Uma maneira de avaliar se ele esta ciente de outros
métodos € solicitar que trace sobre o papel a divisdo de outros poligonos (L=4,
L=6, L=8 etc) com os instrumentos tradicionais de desenho (esquadros e

compasso). A sequéncia do manuseio dos instrumentos trara a tona as

operagdes mentais associadas as transformacgdes geométricas.
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4.2.4. O auxilio da geometria dindmica

E essencial que o professor estimule a exploragéo dos diversos caminhos,
evitando ao maximo a adocao de receitas prontas. Se o estudante nao fizer as
conexdes por conta prépria, outro recurso pode ser util. As figuras 74, 75 e 76
mostram exemplos de modelos interativos construidos em software de geometria
dindmica. Desta vez é escolhido o poligono de 14 lados. Além das reflexdes
sucessivas, também sdo destacadas rotagdes e translagbes. As sequéncias
podem ser apresentadas, de forma expositiva ou nao, pelo professor. No

entanto, é ideal o aluno ficar a vontade para manipular as figuras.

OIOLYL)

Figura 74 - Divisao em losangos por intermédio de sucessivas reflexdes

OLW&

Figura 75 - Divisao em losangos por intermédio de sucessivas rotagdes

Figura 76 - Divisdo em losangos por intermédio de sucessivas translagdes

4.2.5. Indicios do somatério dos numeros naturais

O total de losangos R depende do somatério de n primeiros numeros
naturais. Se a hipotese estiver correta, qual sera a relagdo entre o numero de
termos da série e o numero de lados do poligono? Novamente, existem varias

maneiras de determina-la.
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No exemplo do poligono de 12 lados, o total de losangos é calculado pelo
somatério dos 5 primeiros numeros naturais: R = 1 + 2 + 3 + 4 + 5
Curiosamente, o numero de diagonais em destaque visto na figura 73 é 5
também. Para o poligono de 14 lados, a sérietem 6 termos: R=1+2+3 +4 +
5 + 6. Na figura 74 aparecem 6 diagonais em destaque. Em ambos os casos,
este numero de diagonais equivale a quantidade de termos do somatério.
Coincidéncia?

De acordo com a figura 73, as diagonais que atuam como eixos de
reflexdo estdo ligadas a dois vértices do poligono: um deles permanece fixo
(embaixo) mas o outro muda de posicdo. Em cada etapa, este vértice,
“dindmico”, passa a pertencer a um losango, sempre de cor diferente. A figura 74
exige um grau de abstragdo maior por conta da auséncia de cores. Todavia, 0
padrao se repete. Cada diagonal selecionada corresponde a um Unico termo da

série.

4.2.6. Representagoes da formula de n em fungéo de L

Um poligono regular tem L lados e L vértices. Dado L, quantas diagonais
devem ser consideradas? No referencial adotado (figura 73), as diagonais
aparecem a esquerda com excecao de uma, didmetro do circulo circunscrito. A
figura 77 ilustra o procedimento de calculo. Em principio, [a] todo vértice do
poligono pode ser ligado ao vértice inferior por uma diagonal. Evidentemente, o
vértice inferior e seus adjacentes nao acrescentam diagonais e por isso séo
descartados (em vermelho). Para determinar as diagonais a esquerda, é
necessario [b] descontar o vértice superior (em amarelo) do total e [c] pegar a
metade dos remanescentes. Apds a divisdo ter sido efetuada, [d] o vértice

superior € novamente adicionado, totalizandon = (L - 2)/ 2.

Figura 77 - Célculo da quantidade de diagonais em destaque
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Desta vez, as cores sao relativas aos sinais de transito: pare no vermelho,
preste atengdo ao amarelo e avance no verde. A férmula das n diagonais, ou
mais especificamente, dos n termos da série em fungéo de L, mantém um forte
elo de ligacdo com a estrutura visual em razdo das cores. As expressdes

associadas aos quatro itens da figura 77 s&o as seguintes:

a) L-3 b) L-3-1 c)% —

O uso da forma reduzida n = (L - 2) / 2 mascara os itens da expressao n =
[(L-3-1)/2]+ 1. Naforma expandida, cada algarismo corresponde de maneira
biunivoca a um elemento da estrutura representada. Evidentemente, é de capital
importancia chamar a atengédo do aluno para esse detalhe, assinalando a
presenca do design da informacgao para a comunicagao visual.

E possivel que o aluno ndo siga por conta prépria tal linha de raciocinio,
entretanto alternativas n&o lhe faltam. Na figura 74, a quantidade de diagonais
em destaque equivale a quantidade de arcos da figura 75 e de vetores da figura
76. Para deleite do pensamento cogitativo, 0 niumero de termos da série também
pode ser notado a partir da andlise desses elementos. Por exemplo, na figura 78,
a forma reduzida da expressdo de n em fungao de L faz mais sentido. Neste
caso, sao contabilizados os arcos que ligam os vértices em vez das diagonais

que servem como eixos de reflexao.

Figura 78 - Calculo dos arcos em destaque (ex. L =12, n = 5)

A figura 79 mostra outros poligonos com seus respectivos losangos,
variando de L = 4 até L = 22. Além de o padrao de divisdo ser o mesmo, é
pertinente observar que para L = 4, o quadrado € o proprio e Unico losango

aparente. Enquanto L cresce em duas unidades, n aumenta uma.
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Figura 79 - Varios poligonos regulares particionados em losangos

4.2.7. Metamorfose

Conforme citado anteriormente, o material didatico concreto relativo a
figura 73 foi planejado de maneira a facilitar a contagem de losangos como
termos de uma série de niumeros naturais. Ja com as figuras dindmicas 74, 75 e
76, procurou-se despertar a atengéo para as transformagoes de reflexao, rotagao
e translagdo como processos para a construcédo das estruturas. Posteriormente,
com base nesses dois recursos, diferentes representacoes da expressdo de n
em funcgao de L foram exemplificadas.

De acordo com a figura 79, quando L aumenta, as estruturas internas
tornam-se cada vez mais densas e detalhadas, dificultando a confirmacgao visual
do somatodrio dos numeros naturais. Havera uma alternativa mais nitida para a
visualizacdo desse somatoério? Sem duvida. A esse respeito, proponho uma idéia
simples, cuja descoberta, porém, ndo me parece ser tdo evidente assim. Minha
impressdo é a de que esta em jogo aqui 0 mesmo tipo de perplexidade que se
tem diante de uma invengao supostamente ébvia, mas que passa desapercebida
a todos até ser anunciada por alguém — um “Ovo de Colombo”.

Cada losango pode ser transformado em um quadrado, de maneira a
preservar a maioria das adjacéncias da estrutura prévia. A excessao vale para
os losangos da “coroa inferior’, os quais deixam de ter um vértice em comum. A
metamorfose, exemplificada nas figuras 80 e 81, traz um novo significado para
as diagonais em destaque. A quantidade n equivale ao numero de camadas de
quadrados, empilhadas umas sobre as outras na nova estrutura. Como cada
camada na horizontal € uma unidade maior do que a superior, constata-se que o
n-ésimo numero triangular € a soma dos n primeiros numeros naturais

consecutivos.
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Figura 80 - Exemplo de metamorfose (ex. L =12, n = 5)

Figura 81 - Exemplo de metamorfose (ex. L = 14, n = 6)

4.2.8. Representagoes da formula de R em funcao de n

No item 4.2.6 foram mostradas diferentes representacdes da féormula de n
em funcao de L, sendo L = numero de lados do poligono. Agora é necessario
calcular a quantidade total de losangos R. Existem varias maneiras de se
representar a formula de R em funcdo de n apds a metamorfose, sendo a
primeira delas familiar.

Na figura 82, transparece o motivo da escolha das cores na elaboragao do
material didatico concreto. Depois da transformagcdo, observa-se que a
“piramide” de quadrados é idéntica a trabalhada no desafio anterior. Inicialmente,
realiza-se uma copia da estrutura de quadrados. Em seguida, executa-se uma
rotacao de 180°, combinada com uma translagéo. As duas partes se encaixam e
formam um retangulo. A quantidade total de quadrados contidos no retangulo &
calculada, multiplicando-se a base pela altura. Na féormula R=n (n + 1)/ 2, cada
termo esta associado biunivocamente a um elemento da estrutura representada.
No exemplo dado, n corresponde a largura e (n + 1) ao comprimento do

retangulo. A divisao por 2 resgata a “piramide” inicial.
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Exemplo: —

—5+1=6
—4+2=6
—= — 5 «—3+3=6
—2+4=6
i —1+5=6
Caso geral: ' |
6
_n(n+1)
n - 2
n+1

Figura 82 - Primeira representacdo da férmula de R em fungéo de n

As cores viabilizam também outra leitura da formula. No retangulo, cada
faixa de quadrados é formada por (n + 1) unidades que se repetem n vezes.
Soma-se o primeiro termo com o ultimo, o segundo com o antepenultimo e assim
por diante.

A figura 79 indica que nem todos os losangos s&o congruentes, exceto nos
casos onde L =4 e L = 6. Por exemplo, quando L = 12, trés tipos de losangos
estdo presentes, incluindo os quadrados. Os angulos internos parecem variar de
acordo com alguma regra de formagdo, a qual precisa ser descoberta. Em
termos de representagéo, para que os losangos de diferentes categorias sejam
prontamente reconhecidos, € aconselhavel mudar o padrédo cromatico.

A mesma estrutura anterior € mostrada na figura 83, mas ha uma nitida
mudanca nas cores. Losangos congruentes sdo destacados de outros por
diferentes tons. A direita da figura, a série de numeros naturais € empilhada
numa ordem crescente de valores, de cima para baixo. Nela, dos extremos para
0 centro, o espectro de tons varia da cor vermelha a amarela, passando pelo
laranja. Curiosamente, esta nova representacgéo traz indicios de uma espécie de

simetria bilateral com relag&o aos tipos de losangos.
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Exemplo de n impar:

Caso geral:

(n-1) B (n+'|)+|:(n-1)(n+1)i|
, 2 T2

WMN =
AN AN AN

n+1)/2 (n+1)

: I

3 3 3
1

Figura 83 - Segunda representagéo da férmula de R em fungéo de n

Aexpresssto R=[(n+1)/2]+[((n-1)/2)(n+ 1)] é estruturalmente
diferente da anterior, embora idéntica do ponto de vista matematico. O resultado
final sera o mesmo, porém seus termos variam de acordo com as
representacdes originais. Ha uma vantagem incontestavel da segunda
alternativa em relagdo a primeira. A mudanca de cores informa ndo apenas o
valor total do somatério, mas também quantas diferentes categorias de losangos
aparecem e a quantidade de elementos em cada categoria.

Conforme sera explicado em detalhes adiante, os losangos em amarelo
sdo, na realidade, quadrados. Seus angulos internos medem 90°. Quando n é
impar, ha sempre um termo central na série, cujo valor indica a quantidade de
quadrados da composigdo. Logo, existem (n + 1) / 2 quadrados. Além deles,
estéo presentes (n - 1) / 2 tipos de losangos, cada um com (n + 1) elementos.

Quando n é par, ndo ha um termo central na série. Portanto, na
composicao original do poligono, ndo existem losangos cujos angulos internos
mecam 90°. Essa situacdo € ilustrada na figura 84. A simetria bilateral com
relacdo aos tipos de losangos continua evidente na pilha colorida, sendo o eixo
de reflexdo facilmente determinado. A férmula, por sua vez, agora é expressa
em outros termos. EmM R = (n/ 2) (n + 1), o termo n / 2 se refere a quantidade
total de diferentes tipos de losangos obtidos. Ja o termo n + 1 indica quantos
losangos pertencem a cada categoria. O desenvolvimento das expressdes indica

que a férmula reduzida sera a mesma, independente de n ser par ou impar.
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Exemplo de n par:

—

Caso geral:
n n
N R=—(n+1
5 2( )
1¢
2 <
3 <
(n+1)
n-2 ¢—
n-1 ¢
n €

Figura 84 - Terceira representacao da formula de R em fungéo de n

Neste item, procurou-se mostrar que as formulas de R em funcéo de n
podem ser interpretadas de diversas maneiras, sem perderem a ligagao com as

representagdes de origem. Cada exemplo mostra quatro etapas diferentes:

a - a estrutura original com os losangos;
b - a piramide de quadrados;
C - a série numérica empilhada ou o retdngulo completo;

d - a expressao da férmula.

As setas sugerem uma sequéncia de raciocinio, contudo cada um desses
itens pode ser comparado com O outro sem a imposicdo de uma ordem
especifica. O uso das cores é de capital importancia, nao apenas para
diferenciar os grupos de losangos aparentes, mas também para reforcar a

impresséo de simetria bilateral em relacdo aos elementos da série.

4.2.9. Determinagao dos angulos internos dos losangos

Os agrupamentos citados no item anterior apontam diferentes tipos
(categorias, classes ou conjuntos) de losangos, resultantes da disseccdo dos
poligonos. Resta determinar a medida dos angulos internos dos losangos, para

cada conjunto, em funcao de L.
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Conforme indicado na figura 85A, num losango qualquer, se um angulo
interno mede a, o angulo referente ao vértice oposto também mede a e os
restantes medem 180° — a.

Na figura 85B, repete-se o exemplo do poligono no qual L = 12, tal como
ilustrado na figura 10. Neste caso, apenas uma faixa de losangos recebe o
destaque das cores. A meta é determinar todos os angulos internos dos
losangos coloridos, de baixo para cima (vermelho, laranja, amarelo), comegando
pelo losango vermelho inferior. A figura 85C mostra que os dois dngulos agudos
internos desse losango equivalem ao angulo externo do poligono regular, cujo
valor é 360° / L. Logo, como seus angulos internos agudos medem o = 360° / L,
os obtusos medem 180 — o = 180 — ( 360°/L ).

eixo de
reflexao

v

1A
angulo _ 360°
externo L

Figura 85 - Faixa selecionada com simetria bilateral (ex: L = 12)

A figura 86 mostra como os angulos dos proximos losangos podem ser
calculados a partir da observagéo das sucessivas rotagées do primeiro losango
(vermelho) em torno do vértice inferior (vale a pena comparar com a figura 75). O
angulo o do losango laranja vale 2 x 360° / L e o angulo o do losango amarelo
vale 3 x 360° / L. Todavia, ha algo de especial no losango amarelo. Ele ndo é um
losango qualquer. Trata-se de um quadrado, mas por qué? Qual sera a condigéo

necessaria para a ocorréncia de quadrados? Basta efetuar os calculos.
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a 1 x 360° 2 x 360°
T L L

3600 (L/2-1) 360°(L/2-2)  360° (L/2-3)
L L L

Figura 86 - Angulos internos calculados a partir de 360°/ L (ex: L = 12)

Seja qual for L, para que a seja igual a 90°, tem-se que p x 360° / L = 90°.
Logo, p vale L / 4. Isso explica uma afirmacédo antecipada no item anterior.
Quando n é impar, ha sempre um termo central na série, cujo valor indica a
quantidade de quadrados da composicao (figura 83). O termo central na série é
(n + 1)/ 2. Sabe-se que n = (L — 2) / 2. Substituindo n por (L — 2) / 2 na
expressao (n+ 1)/ 2, chega-seal/4.

Em outras palavras, se L for divisivel por 4, o poligono certamente tera L /
4 quadrados. Para uma confirmagao visual, basta observar alguns exemplos da
figura 79. Se L =4,L=8,L =12, L=16 e L = 20, aparecem 1, 2, 3,4 e 5
quadrados, sucessivamente. A figura 87 destaca os quadrados desses poligonos

com a cor amarela.

4

Figura 87 - Poligonos regulares com um numero de lados divisivel por 4

O calculo dos angulos internos dos losangos também explica a simetria
bilateral observada na faixa de losangos em destaque na figura 85. Do losango
vermelho até o amarelo, o angulo o aumenta a amplitude até alcangar os 90°.
Dai em diante, a se torna obtuso, porém suplementar de outro angulo agudo,

previamente determinado.
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A figura 88 traz uma tabela com a série numérica de 1 até n empilhada, tal
como ilustra a figura 83. Os valores dos angulos internos dos diferentes tipos de
losangos revelam a existéncia da simetria bilateral. Por fim, os valores

comprovam o que antes era percebido apenas em termos visuais.

o 180° —a
1x 360° 360°(L2-1)  nx360°
> L 2 - L
2 x 360° 360° (L/2 - 2) _ (n-1)x360°
> 12 L L - L
3 x 360° 360° (L/2-3)  (n-2)x 360°
4 L L B L ‘
(n+1)/2 5 Cason seja impgr, tem-‘sg para
o losango do meio da série a. = 90°:
o n-2)x 360° 3 x 360°
T4
> (n- 1) x 360° 2 x 360°
L L L 2
S n x 360° 1 x 360°
L L (380 oo

Figura 88 - Série numérica empilhada de 1 até n e angulos internos

Como resposta definitiva para o desafio, afirma-se que todo poligono
regular com um numero par de lados L pode ser dividido em S losangos com
lados de comprimentos iguais aos do proprio poligono, sendo S = n (n+1) / 2,
comn=(L-2)/2.Logo, S=(L—2)L/8losangos.

Ao todo, aparecem L / 2 losangos com angulos internos i x 360° / L para
cada inteiro positivo i menor do que L / 4 . Se L for divisivel por 4, vao surgir L / 4

quadrados.

4.2.10. Um atalho curioso para se obter a formula

A prova visual que apresentarei a seguir foi concebida por mim cerca de
uma semana apos o término da redagao dos itens anteriores. Caso a idéia nao
tivesse me ocorrido a tempo de concluir a tese, penso que o trabalho ficaria
incompleto. Levando-se em consideracdo a ampla variedade de operacodes
mentais necessarias para compreender as representacdes prévias, a nova
alternativa mostra-se ndo apenas mais sintética, mas também completamente

integrada a todas as antecedentes. E quanto a sua “beleza”?

De acordo com Schattschneider (2006), para que uma prova matematica

seja considerada “bela”, ela deve conter algumas das seguintes caracteristicas:
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elegancia — ser econdmica, conduzir diretamente a ideia principal;
ingenuidade — mostrar uma idéia inesperada, uma virada surpreendente;
insight — ser reveladora, mostrar o porqué de uma assertiva ser verdadeira;

conectividade — permitir uma visdo mais ampla do problema;

R

paradigma — revelar um modelo Util, aplicavel em outros contextos.

Imagino que as carateristicas citadas pela autora fagam parte da proposta
sugerida. Ela é econémica, reveladora e permite uma visdo mais abrangente da
questdo. Além disso, sua estrutura remete a um problema de analise
combinatdria, evidenciando a aplicagao do raciocinio em outros contextos.

Todo poligono com um numero par de lados L possui L lados paralelos
dois a dois de acordo com L / 2 diferentes diregdes. Na figura 89, o poligono com
12 lados € usado como exemplo. O lado a é paralelo ao a’; o lado b é paralelo ao
b’ e assim por diante. Ao todo séo vistas apenas 6 letras, pois s6 existem 6 (L /
2) diregdes possiveis. Aqui, pretendo mostrar que cada losango interno ao
poligono deve ser interpretado como uma combinagdo de um par de letras

(direcbes) dentre as 6 (L / 2) disponiveis. Mas por qué?

(] dl Cl bl al

e
5
=
A
N

f

=
=
.
=

Figura 89 — Uma alternativa curiosa para visualizar a formula

Seja qual for o losango, por definicdo ele tera sempre quatro lados
congruentes, sendo os opostos paralelos entre si. Pela figura 89, nota-se que
lados de um losango qualquer sempre apresentardo as mesmas diregbes de
determinados lados do poligono (a e f, a’ e f, por exemplo). Cria-se entdo uma

tabela com 6 linhas (L / 2) e 6 colunas (L / 2). Nela, as linhas indicam as dire¢bes
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de a até f (relativas aos lados da porgédo esquerda do poligono) e as colunas se
referem as dire¢des de f' a a’ (relativas aos lados da porgao direita do poligono).
No cruzamento de cada linha com cada coluna, ha um quadrado preenchido por
dois segmentos cujas dire¢des sdo por elas determinadas. Num mapeamento,
dois lados de cada losango da estrutura original s&o transpostos para o interior
de um quadrado da tabela. Os quadrados que constituem a diagonal em cinza,
composta por pares de mesmas dire¢cdes, sdo descartados. Essa diagonal
funciona como uma espécie de eixo de simetria bilateral em que cada par de
lados é associado a outro para completar o losango de origem. Dada a nova
representagdo, como se pode calcular a quantidade total de losangos? O
namero total de losangos corresponde a metade do total dos quadrados
preenchidos por pares de lados. Neste caso, apds multiplicar o nimero de linhas
pelo de colunas da tabela, é necessario subtrair a quantidade de quadrados
cinzentos e dividir o restante a metade. Como resultado, tem-se (L — 2) L / 8
losangos. As cores indicam uma ligagao perfeita da nova estrutura com a prévia,
na qual os losangos sao transformados em quadrados (figuras 90 e 83).

De acordo com a alternativa apresentada, a resposta do desafio se reduz a
um problema de analise combinatéria. Quantas combinag¢des, grupos de s
elementos diferentes em um grupo de n elementos diferentes, podem ser
formadas? No problema original, cada losango possui lados paralelos a duas
diregdes (s = 2) e os n elementos correspondem a todas as possiveis dire¢cdes
dos lados do poligono (n = L / 2). Consequentemente, quem conhecer a férmula

para a combinacao simples podera aplica-la:

L
—1
__n Loy 2 L,y _Lt-2)
C(n’s)_s!(n-s)! > C(2,2) 2!(;_2)! > C(2,2) 3

Outra possibilidade para se obter a quantidade de losangos em um
poligono com um numero par de lados L é fornecida pelo Triangulo de Pascal. O
triangulo foi inventado pelo matematico chinés Yang Hui, e somente 500 anos
depois, varias de suas propriedades foram exploradas e divulgadas por Pascal.

Na tabela da figura 90, cada entrada C(n,s) contém o resultado da soma
de dois numeros, do que esta logo acima dele com o seu antecessor imediato, a
esquerda. Na tabela, C(2,2) = 1, C(3,2) = 3, C(4,2) = 6 e assim por diante.
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n,s 5=0 | 5=1|5=2|5=3| 5=4 | 5=5|5=6]|5=7
n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n==5 1 5 10 10 3 1

n==6 1 6 15 20 15 5] 1

n=7 1 7 21 25 6] 21 7 1

Figura 90 - Tridangulo de Pascal

4.2.11. Um organismo em crescimento

Ha mais um modo de se representar os losangos em questéo. A figura 91
mostra os passos de uma sequéncia animada onde aparecem, sucessivamente,
diversos poligonos regulares, variando de L = 4 até L = 12. A animagéao foi
elaborada em um software de geometria dindmica. Nela, o quadrado se
transforma em hexagono, o hexagono em octégono e assim por diante. A cada
passo, uma nova coroa de losangos surge na parte inferior do poligono.
Simultaneamente, uma nova linha de quadrados aparece na parte inferior da

“piramide” em formacao.

o8 @ @ @
0@6&@@%&

Figura 91 - Visualizagao do padrao de crescimento da série

™ velho

U‘ILC..OM

novo

A animacéo pretende reforgar a sensagao de crescimento da estrutura. Por
isso, os tons em verde sugerem uma analogia com um organismo vivo, vegetal.
A escolha de cores faz com que os losangos antigos permanecam, sendo
diferenciados pelos tons mais escuros em relagdao aos novos. Ao longo do
processo, todos os losangos sofrem constantes deformacbes e migram para a

parte superior da figura, causando também uma iluséo de tridimensionalidade.
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4.2.12. Quebra-cabecas com losangos

O item anterior colocou em evidéncia uma regra de formagao dos losangos
internos aos poligonos, mas eles nado precisam ser necessariamente
organizados dessa forma. A figura 92 revela outras composic¢des, retomando o

dodecagono regular (L = 12) como exemplo.

wPR@
SIS
CLBLY

Figura 92 - Diversos arranjos de losangos internos ao dodecéagono regular

De quantos modos diferentes esses losangos podem ser dispostos dentro
do poligono de origem? As composig¢des da figura 92 foram obtidas por ensaio e
erro apés uma série de tentativas. Neste conjunto, uma propriedade
surpreendente deve ser observada. Os losangos nao sao rotacionados ou
refletidos, mas apenas transladados. Em outras palavras, as diregbes sao
mantidas. A busca intuitiva de novos arranjos € dificultada na medida em que
aumenta o numero de tentativas. Pelo fato de reflexdes e/ou rotagcdes de um
mesmo arranjo ndo gerarem novas entradas, a tarefa de comparar uma suposta
nova solugdo com as anteriores chega a relembrar o Jogo dos 7 Erros (figura
93).

HEDY

Figura 93 - Solugdes similares porém diferentes a primeira vista
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Helena Verrill € uma experiente pesquisadora matematica que se deparou
com esse problema®. Ela ndo chegou a encontrar uma resposta definitiva, mas
visualizou um interessante ponto de partida. Sua idéia foi a de tentar
corresponder os arranjos de losangos a arranjos de linhas. Mas como? A figura

94 ilustra os primeiros passos do processo sugerido®
A
— //
D E G
Nos > \
¥ 7 7
Y <_

Figura 94 — Transf. de um arranjo de losangos em um arranjo de linhas

A — Partir de um arranjo de losangos do poligono selecionado;

B — escolher uma direcao e marcar uma série de segmentos paralelos;

C —repetir o procedimento em relagao as outras diregdes;

D — marcar um trajeto atravessando a primeira sequéncia escolhida;

E — repetir o procedimento em relagao as outras direcoes;

F — descartar os losangos da estrutura original sem perder os trajetos (linhas);

G — esticar as linhas poligonais para torna-las retas.

O arranjo de losangos foi transformado em um arranjo de linhas, ou pelo
menos de pseudo-linhas (linhas que se cruzam em apenas um ponto). De
quantas maneiras essas (pseudo) linhas podem ser dispostas? Existe uma

correspondéncia biunivoca entre os arranjos dessas duas representacdes? E

27 A diferenga é que ela ndo se restringiu aos poligonos regulares. Todos e
quaisquer poligonos (politopos) de lados opostos paralelos eram validos. Por conta
dessa abertura, os losangos foram substituidos por paralelogramos.

28 Helena Verrill é doutora pela Universidade de Cambridge e completou seis pés-
doutorados em instituigdes de prestigio em diversos varios paises: Japao (1), Canada
(1), Alemanha (3) e Dinamarca (1). O enderegco de sua pagina na web é
http://www.math.Isu.edu/~verrill/.
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possivel resgatar os losangos a partir das (pseudo) linhas? Em caso positivo, o
que fazer para reverter o processo? O problema permanece em aberto.

No meu ponto de vista, calcular o numero total de arranjos n&o tem tanta
importancia quanto saber como sao esses arranjos. Seria interessante catalogar
todas as solugdes, enfatizando as que apresentassem simetria radial e bilateral.
Em termos praticos, esse tipo de estudo pode servir tanto para o projeto de
quebra-cabecgas quanto para a criacdo de mosaicos decorativos. Neste sentido,
dois brinquedos contemporaneos merecem atengdo: Fractiles - 72° e Batty

Lizards™.

Fractiles - 7 — Trata-se de um brinquedo simples, norte-americano, cujas
partes correspondem aos losangos internos do poligono regular de 14 lados. As
pecas sdo imas emborrachados que podem ser dispostos sobre uma porta de
geladeira, por exemplo, ou chapas metalicas. Existem conjuntos a venda com
48, 96 ou 192 pecas. A figura 95 apresenta uma foto das embalagens do
produto. Na figura, sobre um suporte escuro, esta montado um poligono de 14

lados. Trés tipos de losangos, disponiveis nas cores vermelha, amarela e azul,

formam o desenho.

tF R.AC T .' .L ES-7

Figura 95 - Embalagens do quebra-cabeca Fractiles — 7

Batty Lizards (Osborn, 1997) — Composto por 120 pegas, divididas em 10
formas diferentes (5 lagartos e 5 morcegos), este brinquedo, também norte-
americano, n&o parece ter qualquer relagdo com os losangos vistos

anteriormente. Porém, todas as pecas derivam deles. Mas, de que modo? Para

29 http://www.fractiles.com/index.html
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revelar a resposta, foi elaborada uma animacao interativa em um programa de
geometria dindmica. A figura 96 mostra o processo basico das transformacgdes,
envolvendo uma rotagcio e uma reflexao.

Tudo comega com uma linha poligonal aberta cujos pontos extremos sao
aqui denominados A e B. Uma copia da linha é tragada, sobrepondo-se a
anterior. Para criar um lagarto, executa-se uma rotacéo desta linha em torno do
ponto B, por uma amplitude especifica (aqui de 90°) no sentido anti-horario. A
metade esquerda do morcego aparece. Como a “criatura” possui simetria
bilateral, uma reflexdo de eixo longitudinal (aqui horizontal) completa a figura.
Para criar um morcego, aplica-se 0 mesmo procedimento, mas desta vez a
rotac&o inicial se da em torno do ponto A, pela mesma amplitude porém no
sentido horario. Uma reflexao pelo eixo longitudinal (aqui vertical) completa a
figura. Curiosamente, os animais tém cores e nomes préprios, caracteristicas
que facilitam suas identificagdes. A figura 97 lista as 10 pecas do brinquedo,

informando os angulos internos dos losangos associados.
Lagarto
B
@ ° ® i ® \3
A A N~ A A
90°

Morcego <_\/fx

(3) B

® 8 ® s
N e

Figura 96 - Geracao dos lagartos e morcegos em apenas duas etapas

30 http://www.ozbird.net/BAL.html


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410913/CA

127

Lagartos Morcegos

ERNESTINE ERIC
N

o~

L 90°190° 3
\| L

WILLOW WILBUR

LULU BUBBA

0°/12

00’;)‘:

OPAL ORVILLE

L

PRISCILLA

g
Figura 97 - Lagartos e morcegos do Batty Lizards

As pecas sdo conectadas quando as regides cbncavas e convexas das
“‘patas e orelhas” (dos morcegos) tornam-se adjacentes. Por ser um quebra-
cabeca de livre composicdo, nao existem vencedores ou perdedores. Na
tentativa de preencher sem superposi¢gdes ou lacunas uma regido do plano, a
brincadeira se resume a experimentar e deduzir propriedades dos ladrilhamentos
periddicos e aperiddicos. Conforme mostram as figuras 98 e 99, reproduzidas da
patente original do produto, a substituicdo dos losangos por animais simpaticos®’
modifica a percepgao das estruturas geométricas, incluindo um forte componente

afetivo®? ao ato de brincar.

31 Os morcegos estdo sempre sorrindo.

32 Elas ndo séao criaturas quaisquer, elas tem nomes e “interagem” umas com as
outras. A unido das personagens envolve contato fisico direto, socializagdo, cooperagéo
e troca. Isoladamente, uma peca nao vale muito, mas o conjunto ressignifica as partes.
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Figura 99 - Ladrilhamento com Orville e Ernestine

4.2.13. Experimento com alunos

Numa primeira etapa, foi apresentado um modelo concreto (detalhado no
item 4.2.3) a cada um dos participantes. Conforme explicado na ocasido, o
proposito de uso do modelo era comunicar ndo apenas a estrutura dos losangos
internos aos poligonos, mas também mostrar um método para construi-lo em
funcao de sucessivas reflexdes.

Afirmei que qualquer poligono regular com um numero par de lados
poderia ser dividido em losangos, cujos lados teriam o mesmo comprimento dos
lados do proprio poligono. Disse ainda que os losangos poderiam ser arrumados

de diversas maneiras dentro dos poligonos. Todavia, s6 me interessava um tipo
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especifico de arranjo, exemplificado pelo modelo concreto que tinha em maos. A
guisa de demonstragao, fui gradativamente virando “pagina” apds “pagina” para
preenché-lo de losangos (figura 73) e em seguida entreguei uma folha de papel
com os contornos dos poligonos regulares de 4, 6, 8, 10, 12 e 14 lados (figura
100).

OOQOOQ

Figura 100 - Poligonos a serem preenchidos por losangos

Somente entéo solicitei que as divisbes completas daqueles poligonos em
losangos fossem tracadas com o auxilio dos instrumentos de desenho
(esquadros, compasso). Seriam as propriedades da estrutura do modelo
concreto reconhecidas e aplicadas de maneira correta nas divisbes dos
poligonos regulares em losangos? Ficariam os participantes limitados ao
processo de construgdo por reflexdes, seguindo o passo-a-passo original ou
descobririam meios alternativos para executarem as divisdes (paralelismos,
translagodes, rotagdes)?

O manuseio dos instrumentos revelou as operagdes mentais associadas
as transformacdes geométricas. Os trés participantes compreenderam as
propriedades daquele tipo de arranjo com base na observagdo da estrutura
original do modelo concreto. Eles acertaram as divisdes (figura 101). Em vez de
seguir a “receita das reflexbes”, cada um encontrou caminhos préprios para
executar os tragados. Dentre os diversos procedimentos graficos colocados em

pratica, me chamaram a atenc&o os seguintes:

1 — Tragado de lados paralelos com o auxilio dos esquadros;

2 — transferéncia de angulos com o compasso para rotagdes de pontos;

3 — intersecao de circulos como lugares geométricos para determinar vértices;
4 — construcao de retas auxiliares ligando vértices ja existentes;

5 — transferéncia de medidas com o compasso;

6 — determinacao de eixos e operacdes de reflexao associadas.
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Figura 101 - Poligonos preenchidos por losangos

Ao longo da atividade, eu era informado sobre (ou questionava quais eram)
as operacgdes que eles pretendiam executar e em poucas ocasides intervi para
recapitular como os instrumentos deveriam ser manuseados. Em sintese, os
resultados corresponderam as minhas expectativas. Eles compreenderam a
estrutura a partir da observagdo e manuseio do material concreto, enxergaram
as relagdes essenciais que caracterizam aquele tipo de arranjo e ndo se
limitaram a um unico método de resolugao. Por cerca de 30 minutos, tiveram a
chance de aprender, ou reaprender, de modo integrado e objetivo, conteudos de
geometria e procedimentos operacionais de desenho. Para a realizagdo dessa
tarefa, inverteu-se a ordem tradicional do ensino, na qual os conteudos sao
apresentados de maneira sequencial e fragmentada antes dos exemplos e
exercicios.

Na segunda etapa do experimento, os alunos deveriam descobrir a férmula
da quantidade de losangos R (internos) em fungdo do numero L de lados do
poligono regular. Nenhum dos participantes conseguiu descobrir a formula por
conta propria. Por conseguinte, em varios momentos julguei necessario interagir
com cada um, isoladamente, fazendo perguntas e levantando hipéteses, a fim de
manté-lo interessado. Adotei como principal estratégia a sugestdo de uma
analogia entre duas estruturas (figura 102): 1 — “o perfil da escada” de cinco
degraus montado no desafio anterior com as pegas imantadas e 2 — o poligono
de 12 lados dividido em losangos coloridos, relativo ao material concreto ali
exposto. Logo apods, eu mostrei algumas animacdes, explicadas em detalhes nos
itens 4.2.4, 4.2.7 e 4.2.11, oferecendo novas oportunidades para a visualizagao

de relagdes essenciais entre aquelas duas estruturas®. Por fim, tal como

33 Exceto para o participante [3], pelo fato de elas ndo terem sido planejadas e
elaboradas a tempo do encontro.
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acontece numa aula expositiva®, expliquei como determinar os angulos internos

dos losangos, seguindo os passos descritos no item 4.2.9.

Figura 102 - Duas estruturas com algumas caracteristicas em comum

Em funcao do excesso de detalhes, evita-se aqui a descricdo minuciosa de
todas as passagens e didlogos do experimento. Todavia, os comentarios
apresentados a seguir ddo uma idéia da sequéncia dos fatos e também das

reacdes dos participantes:

Participante [1] —

— Sobre a primeira etapa da atividade / “Esse foi tdo legal de fazer. E mais
legal quando a gente pode desenhar.”

— Sobre a descoberta, com o meu auxilio, da formula da quantidade de
losangos em fung¢ao do numero de lados / “Sinistro, matematica € uma coisa,
né? Bruxaria.”

— Sobre a relacédo entre as duas estruturas / “Legal, muito maneiro! Da pra
relacionar.”

— Sobre as animagdes em geometria dindmica / “Ah, que legal'! Como é que
vocé faz isso?”

— Sobre a transformagdo de uma estrutura em outra e o uso do problema
anterior como auxiliar / “Funciona, né? Que legal! Ja pensou nisso? Maneiro,

maneiro. Interessante, muito legal. Gostei.”

34 Seria ideal que os participantes descobrissem aquelas relagbes por conta
prépria, contudo o grau de dificuldade tornou-se incompativel com o espago de tempo
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Participante [2] -

— Sobre a transformacéo de uma estrutura em outra / “Eu ja tava conseguindo
visualizar essa animagao, por causa do porta panela da minha avé. Sao uns
quadradinhos que vocé estica pela ponta e viram uns losangos.”

— Sobre a descoberta da quantidade e dos tipos de losangos (caracterizados

por seus angulos internos) / “A matematica € impressionante, né?”

Participante [3] -

— Sobre a primeira etapa da atividade / “Eu achei que ia demorar muito se eu
ficasse refletindo, refletindo. Achei essa rodinha (coroa inferior de losangos)
e esse (losango) aqui de cima e fui indo pro centro (do poligono regular).”

— Sobre a inclusdo do desafio na sequéncia de atividades / “Com certeza, ja

saio daqui mais inteligente.”

destinado a realizacao da tarefa.
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