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Extensao do modelo de Misme e Fimbel para a
determinacédo da distribuicdo cumulativa da atenuacao
diferencial entre dois enlaces convergentes

4.1.
Distribuicdo cumulativa conjunta das atenuac¢des nos dois enlaces
convergentes

Inicialmente, calcularemos a distribuicdo cumulativa conjunta das
atenuacOes a; e & em dois enlaces convergentes de comprimentos D; e D, que
formam entre s um angulo ?. Esta configuracdo esta representada pelos enlaces
AB eAC naFigura4.1.

Suponhamos uma célula de taxa de precipitacdo entre R e R+dR e didmetro
d(R). Esta célula define os lugares geométricos também apresentados por linhas
tracgjadas na Figura 4.1. Num sistema de coordenadas cuja origem coincide com
o terminal A e cujo eixo x encontra-se alinhado com o primeiro enlace, as
coordenadas dos vértices V. (i = 1, ... ,4) do primeiro lugar geométrico sio
definidas pelo conjunto de expressies (3.5), apls as necessarias adaptacbes de
notagdo. As coordenadas dos vértices V, (i = 1, ... ,4) do segundo lugar

geométrico sdo definidas da mesma forma, seguida de rotacéo g das coordenadas
no sentido anti-horario. Para que esta célula provoque, simultaneamente, uma
atenuacao superior a Ay ho primeiro enlace e Ao, no segundo enlace, € necessario
que o centro da célula de chuva pertenca, simultaneamente aos interiores dos dois
lugares geométricos (referentes ap enlace desgjado e referente ao enlace

interferente); ou sgja, que pertenca a sua intersecdo. No exemplo da Figura4.1, a

intersecdo é representada pelo poligono IV, 11V, (linhas continuas).
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Figura 4.1 - Enlaces desgjado AB e interferente AC, lugares geométricos

correspondentes e intersecdo entre ambos (poligono 1,V 111V’ 4)

Por um desenvolvimento andlogo ao descrito no capitulo 3 (para um
enlace), obtemos a distribuicdo cumulativa conjunta das atenuagOes nos dois
enlaces

é ¥‘ ST(AOI’AOWR) R) dR :é 1\ Sﬂ[Aol’A021R(Pr)] dP (41)
pRO dZ(R) pr( ) ppn? dz[R(R)] r

min

Pr{ai >Agd, > Aoz} =

onde S,(Aoi, A2, R) representa a area da intersecdo entre os dois lugares
geométricos definidos pelos trés pardmetros Aq, Ag, R, assim como pelos
comprimentos dos dois enlaces e pelo angulo entre eles. Esta area é calculada
exatamente, por intermédio do algoritmo descrito na se¢do seguinte. Definida a
configuracdo de interesse, as integrais apresentadas na expressdo (4.1) sdo

calculadas numericamente para cada par de valores de atenuactes (Ao, Ac2)
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definidos sobre uma grade uniforme. A equacéo (4.1) estende aquela apresentada

por Stola[11], que analisou apenas o0 caso particular Agy = Aop.

4.2.
Determinacdo da area comum aos dois lugares geométricos relativos
aos enlaces desejado e interferente

Iniciddmente, a partir dos dados dos dois enlaces convergentes
(comprimento de cada enlace e angulo comum), das atenuaces Ao € Age € do
didmetro da célula de chuva d(R), cada um dos dois lugares geométricos €
caracterizado pelos seus quatro vértices e pelos seus quatro segmentos (de reta ou
de arcos de circunferéncia), formados por vértices consecutivos. Observamos que
0s lugares geométricos sdo convexos, de modo que a intersecdo entre eles também
sera.

Os pontos que determinam aintersecéo sdo de dois tipos. (1) ponto interior,
existente quando um vértice de um lugar geométrico esta no interior do outro
lugar geométrico; e (2) ponto de intersecdo, existente quando segmentos de
lugares geométricos distintos se cortam. Um vértice de um lugar geométrico €
considerado um ponto interior quando atende a um dos dois testes: (1) se encontra
no interior do retangulo formado pelos vértices do outro lugar geométrico; ou (2)
se encontra nos interiores dos segmentos de circulo do outro lugar geométrico. Por
outro lado, os pontos de intersecéo sdo identificados pel os cruzamentos entre dois
segmentos de reta, entre um segmento de reta e um arco de circunferéncia ou entre
dois arcos de circunferéncia, pertencentes a dois lugares geométricos distintos.
Todos estes pontos sdo determinados por intermédio de algoritmos apropriados de
geometria computacional [19] e, em conjunto, definem os vértices da intersecdo
entre os dois lugares geométricos.

Apdbs determinarmos os pontos intersecdo e pontos interiores, temos uma
colecdo de vértices, sem ordenagdo. Para ordena-los e formarmos o poligono
basico (que une os vértices da intersecéo por segmentos de reta, conforme mostra
a linha pontilhada da Figura 4.1), escolhemos um ponto como vértice inicia (no
canto superior esquerdo da colegdo) e ordenamos os demais pontos em ordem
crescente dos coeficientes angulares das retas gue 0s unem a este vértice inicial.

Este poligono béasico também é convexo.
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Apo6s aformagéo do poligono bésico, resta determinar se cada um dos lados
do poligono intersecdo corresponde a um segmento de reta ou a um arco de
circunferéncia. Para tanto, guardamos informacdes relativas a formagdo de cada
vértice do poligono: (1) no caso de um ponto interior, os indices do vértice (1 a 4)
e do lugar geométrico (1lou 2) correspondentes; (2) no caso de um ponto de
intersecdo, os dois indices do segmentos (1 a 4) e dos correspondentes lugares
geométricos (1 ou 2), bem como dos centros dos arcos de circunferéncia, quando
aplicavel. Com o auxilio destas informagfes adicionais, conseguimos determinar
se dois vértices consecutivos do poligono intersecdo devem ser unidos por um
segmento de reta ou por um arco de circunferéncia e, no segundo caso, a posi¢ao
do centro do arco.

A &rea do poligono bésico é igual & soma das éreas dos tridngul os formados
pelos seus lados e pelas diagonais tracadas a partir de qualquer de seus vértices. A
area de cada triangulo é calculada pela metade do médulo do produto vetorial de
dois dos seus lados. A &rea de cada segmento circular € facilmente calculada a
partir do seu raio e angulo interno. A soma de todas estas areas € igual ao valor
exato da érea S, (Ao1, Agz, R) comum aos dois lugares geométricos.

4.3.
Determinacao da distribuicdo cumulativa da atenuacéo diferencial

Apresentaremos dois métodos, sendo preferido o segundo, por evitar uma
derivagdo dupla e os possiveis erros numéricos associados, assim como por
fornecer os mesmos resultados mais rapidamente.

O primeiro método determina, iniciadmente, a funcdo densidade de
probabilidade conjunta p, .. (Al,Az) das atenuacBes &y e a por intermédio da
dupla derivagdo numérica da correspondente distribuicdo cumulativa

complementar conjunta C, . (Al,Az) calculada nos pontos da grade regular a

partir da expressio (4.1)

T 1l

T, S A T g e Awa A (42

pa1a2 (Alo A 20 )
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Em seguida, para a determinacéo da distribuicdo cumulativa da atenuacéo
diferencia Pr{a-a& > A,}, devemos redizar a integracdo dupla da funcdo

densidade de probabilidade p,, (A;,A,) naregifo de interesse, acima da reta (a-

a = A,), conformeindicaaFigura4.2. Isto é,

Almax - Ao Almax

Pla-a,>A= 8  (P..,(a.a,) dada, (4.3

0 A,+A,

di1
a-a: = Aa

ar(Max) f----------=roe e

Ao

a:(max) 2z

Figura4.2 - Regido (R) de interesse para a determinagdo de Pr{a;-a > Ao} por
intermédio da integragdo da fungdo densidade de probabilidade p, , (Al,Az).

No segundo método, fazemos a integracdo numérica da regido de interesse,
acima da reta (- = A,), diretamente a partir da distribuicdo cumulativa
conjunta das atenuagBes & e a. Para tanto, dividimos a &rea de interesse em
grande quantidade de estreitos reténgulos verticais de largura e estabelecida pela

grade uniforme, conforme mostrado em negrito na Figura 4.3.
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Figura 4.3 - Regido de interesse (em negrito) para o calculo parcial de
Pr{a, - a, >A_} diretamente a partir da distribuicso cumulativa conjunta das

atenuacOes & e &

Em seguida, observamos que a probabilidade de ocorréncia do evento
caracterizado pelo retangulo estreito sera dada pela diferenca

Cala2 (AZ +A0’A2 - 6/2)- Cala2 (AZ +A0’A2 + 6/2) =

= Pr{31 >A2+A0’a2 >AZ B 9/2}- Pr{al>A2 +Ao’a2 >A2+e/2}: (44)
A +€/2 Ajna

= O (Pas(@.a,) dada,

A,-e2A +A,
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e que a area de integracdo definida no lado direito da expressao (4.4) so difere da
sua correspondente na expressao (4.3) por incluir um pequeno tridngulo acima da
retaa = A1 = (A2+ Ap) e por ignorar outro pequeno tridngulo abaixo da mesma
reta. Estes tridngulos, observados na Figura 4.3, sGo simétricos em relacdo ao
vértice comum (A1, Ay), tém érea iguais e pegquenas em relacdo a do reténgulo
estreito. Adicionalmente, os dois tridngulos séo proximos e a fungdo densidade de
probabilidade conjunta das atenuagbes ndo apresenta descontinuidades. Portanto,

as integrais de p,, (a,a,) nos interiores dos dois triangulos s&0

aproximadamente iguais. Desta forma, a funcdo distribuicdo cumulativa
complementar da atenuag&o diferencial pode ser calculada diretamente a partir dos

resultados da expressdo (4.1) por intermédio da aproximacao

N
Pr{ai' a, >Ao} » é Pr{ai >Au +ALA,- e/2<a, <A, +e/2} »
i=1

(4.5)
» éN [Pr{al >Ay, A, >A, - e/2}- Pr{al >A,tALa, >Ay +e/2}]

i=1

cobrindo o somatério todos os reténgulos estreitos caracterizados na Figura 4.3.
Testes realizados comprovaram gque 0 somatério caracterizado na expressao (4.5)
fornece uma excelente aproximacdo para a funcdo distribuicdo cumulativa
complementar da atenuacéo diferencial quando o valor de A, excede alguns
decibéis.
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