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A
Prova do Teorema 3.1

Usamos prova por indugao para d € {2,..., k}:
1. Base da indugao: com d = 2 o resultado provinde de (3-4), isto é,

hi(2) = (k —1)/2

2. Etapa de indugao: nossa hipdtese de inducao é que o Teorema 3.1 é

verdadeiro para n, ou seja,

k—1

S TOES

Agora vamos provar o caso de n + 1 utilizando (3-6):

k—t n

(n+1) = = (b (n) = hi(n) + =7 hu(n)
okt (k—t—1 k-t no k-t
B n+1(n(n—1)_n(n—l))+n—|—1'n(n—l)
L k—t n(k —t)
 (n+Dnmr-1) (n+nn-—1)
_ (n=D(k-1)
(n+n(n+1)
k=t
 onn+1)

o que ¢é igual ao descrito no Teorema 3.1.

Pela indugao da propriedade de ntmeros naturais, o Teorema 3.1 é
verdadeiro para todo d € {2,...,k}.
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B
Cédigos Raptor

Cédigos Raptor foram introduzidos por Shokrollahi em 2003 [21], como
uma extensao dos cédigos LT. Os cddigos Raptor sao uma classe de cédigos
universais, no sentido que para um determinado nimero de simbolos de entrada
k, e qualquer overhead €pggpior > 0, 0 cédigo Raptor pode gerar um nimero de
simbolos codificados potencialmente ilimitado tal que qualquer subconjunto
de k(14 €pgapior) simbolos codificados é suficiente para recuperar os k simbolos
de entrada originais com alta probabilidade. Cada simbolo codificado é gerado
utilizando O (—10g € gaptor) Operagoes, e os simbolos de entrada originais sao re-

cuperados a partir dos k(14 € gaptor) sSimbolos com O(—Fk 1og € paptor) Operagoes.

Uma versao totalmente especificada dos codigos Raptor foi recentemente
aprovada em [1], como um meio para difundir dados de maneira eficiente
através de uma rede broadcast. Os cédigos Raptor podem ser abordados por
diferentes angulos. Por um lado, eles podem ser vistos como um cédigo de
bloco sistematico especificado por uma matriz geradora, por outro lado a
idéia de cdédigos fontanais aleatérios também é inerente. Um cddigo Raptor,
conforme especificado por MBMS (Multimedia Broadcast/Multicast Services)

é um cédigo fontanal sistematico gerando n simbolos codificados.

Nas secoes seguintes, explicamos com detalhes a estrutura, o processo
de codificacao e decodificacao do cédigo Raptor. Esta descricao e simbologia
utilizada seguem de modo muito proximo as abordagens apresentadas em
[18,28].

B.1
Cddigos Raptor nao-sistematicos

Os c6digos Raptor [21] podem ser codificados e decodificados em tempo
que varia linearmente com k e conseguir um desempenho superior aos codigos
LT. A novidade ¢é a introducao de uma etapa de pré-codificacao externa apli-
cando um cédigo de bloco sistematico de comprimento fixo, por meio da qual

a parte nao sistemadtica da matriz geradora é denotada por uma matriz Gp de
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dimensao (m x k). Este c6digo gera L = k + m simbolos pre-codificados com
m denotando o nimero de simbolos de paridade, como mostrado na Figura B.1.

Dy Dy Dy --- Dy

l:l l:l |:| |:| l:l D Simbolos fonte

F Simbolos pré-codificados

Simbolos codificados

EEEEEEEEEER IE

Ey Ey B3 Ey Ejs
Figura B.1: Etapa de Pré-codificagdo em cddigos Raptor.

Seja D o vetor de dimensao (k x 1), que contém os k simbolos de entrada
que entram no cédigo Raptor nao-sistematico. Entao os simbolos de paridade

pre-codificados denotados pelo vetor Dp sao obtidos como
Dp =Gp-D. (B-1)

O conjunto de simbolos pre-codificados, denotado pelo vetor F de di-
mensao (k+m)x 1, é entdao dado por (DT DITD)T. Estes simbolos pré-codificados
servem agora como simbolos de entrada para o cédigo LT interno subseqiiente
que opera da mesma maneira como um codigo LT convencional e mantém
a propriedade de produzir n simbolos codificados Raptor. Notar, entretanto,
que a distribuicao de graus é mudada para os codigos Raptor. Os simbolos

codificados denotados pelo vetor Ej.,; de dimensao (n x 1), sao obtidos por
T
E[l:n} = GLT[1,2,»--,n] ' (DT Dg) ) (B_Z)

onde a matriz Grr,, ., de dimensdo n x (k +m) ¢ a matriz geradora do

codigo LT. As Equagoes (B-1) e (B-2) podem ser representadas como

D 0
Af - = : (B-3)
Dp E(1.

através do qual, a matriz A de dimensao (m + n) x (k 4+ m) conhecida como

“matriz de codificacao” é definida por

Gp L,
Amﬁmé< ! >, (B-4)
]

GLT[I,Q,--- ,n

e I, é a matriz identidade (m x m). Notar que a matriz de codificacdo A nao

representa uma matriz geradora, mas fornece um conjunto de restrigoes tanto
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para a etapa de pre-codificagdo quanto para o cédigo LT interno. Do ponto
de vista da codificacdo, o codificador Raptor nao-sistemético apenas realiza a
etapa adicional de calcular os simbolos pré-codificados. Entao, um conjunto

de n simbolos codificados consecutivos Ej., ¢ obtido de acordo com (B-2).

Mais uma vez, assume-se que no decodificador somente um subconjunto
de simbolos codificados esta disponivel, indicado pelo vetor identificador de
simbolos codificados 7 = (i1, @s,..., i,). A decodificagao de cédigos Raptor é

realizada baseada na matriz de decodificacao Aj;, ;,.... 4, definida como

Gpl,
A[il,izw-,ir] £ ( ) : (B'5)

[il ,i2 ----- ’ir]

Similar ao decodificador LT, o processo de decodificacao para codigos Raptor

consiste em resolver um sistema de equacées lineares, especificamente
T
Ajrige iy F=(0"E'EL - ETY (B-6)

onde 0 é um vetor nulo de dimensdo (m x 1), e fazendo que os primeiros k

simbolos pré-codificados correspondam aos k simbolos fonte
Fj.g =D. (B-7)

E importante que a pré-codificacao externa, assim como a distribuicao de graus
do c6digo Raptor seja selecionada apropriadamente para obter um bom desem-
penho do cédigo. Na realidade, para um cédigo Raptor como especificado em
MBMS [1], a etapa de pré-codificacao consiste de dois cédigos concatenados
em série, através do qual os pre-cédigos externo e interno representam codigos
tais como LDPC com a estrutura da matriz geradora quase-regular (nimero

constante de 1s por linha e por coluna).

Além disso, é interessante notar que a matriz de decodificacao Ay, 4,.... 4]
¢ uma generaliza¢ao da matriz de codificagdo como definida em (B-4) porque
os indices nao sao mais consecutivos, mas somente os indices recebidos sao
tomados em conta. Portanto, nos referimos no restante a qualquer matriz
incluindo as restricoes do c6digo de um vetor arbitrario ¢ como “code constraint

matriz” e denotada como A;.

B.2
Codificacao Raptor sistematica.

Apesar de que o cédigo Raptor ndo-sistemético tem um excelente desem-

penho, é sabido que para muitas aplicacoes o acesso direto aos dados originais é
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benéfico, permitindo aos receptores que nao sao capazes de explorar os pacotes
de redundancia, participar ainda em uma sessao somente usando os pacotes
de dados que contem os dados originais. Cédigos sisteméticos podem propor-
cionar esta propriedade ja que todos os simbolos fonte aparecem nos simbolos
codificados. No entanto, como o c¢édigo LT é um cédigo nao-sistemético devido
a sua construcao e o codigo interno do cédigo Raptor é também um cédigo
LT, ambos cédigos sao inicialmente nao-sisteméaticos. No seguinte, mostramos
brevemente como cédigos Raptor nao-sistematicos podem ser transformados

em um cédigo sistematico [21,22].

Como ja foi mencionado, qualquer cédigo fontanal pode ser visto como
coédigo em bloco linear regular representado por uma matriz geradora. E
também conhecido da teoria de codificagao, que as propriedades de um cédigo
sao determinadas pelas palavras-codigo e nao pela regra de codificagao, isto é,
o mapeamento de palavras de informagao as palavras-cédigo. Conseqiiente-
mente, para obter um codigo sistematico, é necessario encontrar um mapea-
mento apropriado das palavras de informagao as palavras-codigo tais que os pri-
meiros k simbolos da palavra-cédigo E; correspondam aos primeiros simbolos

fonte Cj, isto é

Ei:Ci VZ:17,]€ (B—8)

onde C representa o vetor simbolo fonte, e C; 0 i-ésimo simbolo fonte. Assu-
mir que a matriz geradora de um cédigo Raptor nao-sistemdatico para os
primeiros k simbolos é denotado pela matriz Gy de dimensao (k x k) tal que
Ej. = Gy - D. Entao, para garantir (B-8) ¢é suficiente multiplicar C pela
inversa de Gy, denotada como G,(fl) tal que a matriz geradora total do cédigo
sistemdtico proporciona a matriz identidade para as k primeiras posicoes.
E obvio, que esta propriedade pode ser satisfeita se Gj tem inversa, qual é

equivalente ao caso que a matriz tem posto completo (full rank) k.

A Figura B.2 mostra a estrutura de um cédigo Raptor sistematico, qual
pode ser representada por uma concatenacao serial de G,i_l), o pré-cédigo Gp,
e a matriz geradora Gpr do cédigo LT . Aproveitando o fato que Ep.4 = C,

isto é, a Equagao (B-8), e as Equagdes (B-1) e (B-2), obtemos

1
Gr=Grr, - <Gk ) . (B-9)
P

Uma vez calculada esta matriz, os simbolos fonte podem ser facilmente

mapeados em simbolos intermedidrios D como D = G,(g_l) - C.
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| r- - - 0 - - -0~ 1
I I
D | |
C I -tV r--————_—_——————— I
— GV = i T
I I
! | . | !
! ! ¢! | Codificador| 'g, | !
| | | 1
| ‘ op| | LT ]
! GP | | |
I L
| I I f
| ‘ R Y| e
| |Raptor RG(1) | |
| Raptor [Ndo Sistemdtico T — _ b
L Sistemdtico !

Figura B.2: Diagrama em bloco da codificacao Raptor sistematica.

B.3
Construcao de codificador e decodificador Raptor sistematico

Uma implementagao direta seria construir uma matriz Gy invertivel e
aplicar a codificagdo Raptor nao-sistematica como mostrado na Figura B.2.
No entanto, este processo de construir Gy, e calcular sua inversa G,(Jl), pode
ser muito ineficiente do ponto de vista computacional, entao um procedimento
de codificagao diferente foi proposto em [1]. E sugerido que a codificacao pode
ser feita usando uma “code constraint matriz” especifica, ou seja, a matriz
de codificacdo conforme definida em (B-4) para n = k, isto é, Ap ... pp-
Desta forma, os simbolos intermedidrios D nao necessitam ser calculados

explicitamente, e os simbolos pré-codificados F sao obtidos logo por
Ay -F=(0"ch". (B-10)

Notar que os simbolos intermedidrios D sao obtidos inerentemente a
partir de F, como pode ser visto em (B-7). Notar também que as restrigdes
em (B-10) sao equivalentes ao processo de decodificacdo Raptor conforme
introduzido em (B-3). Os simbolos resultantes D podem agora ser utilizados
como simbolos de entrada para o codigo Raptor nao-sistematico. As restrigoes
impostas pela Equagao (B-10) estao representados na Figura B.3, onde (B-8)

foi tomado em conta.

N
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
N
G P ™ =)
m ™
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
‘w
\
n.

—
GLT[LQ,“ ] =)

Figura B.3: Restri¢oes na codificacao do codigo Raptor sistemético.
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B.4
Implementacao dos cédigos Raptor nao-sistematicos

Nesta secao vamos descrever como foi realizada a implementacao do
codigo Raptor nao-sistematico, qual é mostrada mediante um diagrama em

blocos na Figura B.4.

D Codificador F Codificador E
Fonte LDPC LT

Canal

, . D Decodificador F Decodificador E
__ Usudrio LDPC LT

Figura B.4: Diagrama em blocos do cédigo Raptor.

Os cédigos Raptor pre-codificam os simbolos fonte utilizando um cddigo
de bloco de comprimento fixo, e em seguida codificam esses novos simbolos
com um céddigo LT. Este processo de codificacao do cédigo Raptor é mostrado

graficamente na Figura B.5.

D1 Do D3 oo Dy,
LDPC
I
LT
é : k . ® E Simbolos de saida
Fi E> E3 e En

Figura B.5: Processo de codificacao do cédigo Raptor.

A principal vantagem é que, para uma decodificacdo correta, jd nao é
necessario que a decodificagdo LT tenha sucesso para todos os simbolos pré-
codificados. Assim, é possivel utilizar uma distribuicao de graus mais simples
que nao recupere todos os simbolos pré-codificados, mas torna-se mais rapido
o processo de decodificagao. A principal desvantagem dos cédigos Raptor é

que o overhead total é delimitado inferiormente pelo overhead do pré-cédigo [3].

O algoritmo de decodificagdo é composto de duas etapas. Primeiro o
decodificador LT interno entrega um vetor com os simbolos pré-codificados
recuperados. Logo, este vetor é processado pelo decodificador LDPC externo,

baseado no algoritmo belief propagation para tentar recuperar os k simbolos de
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entrada originais. Shokrollahi propoe em [21] uma nova distribuigao de graus
que somente depende do overhead e tem um grau maximo muito menor que k.
Neste trabalho, esta distribuicao serd chamada “distribuicdo de Shokrollahi”

e 0 novo c6digo LT como “cddigo LT enfraquecido” (wLT).

O overhead total do cédigo Raptor, €raptor, depende dos overheads do
pré-codificador LDPC e do codificador wLT"

(1 + €raptor) = (L +erppc) - (1 + eprr). (B-11)

A partir da equacao anterior, é claro que, dado um overhead total como obje-
tivo, existem dois parametros para projetar. Como conseqiiéncia, é importante
selecionar o melhor par (¢.ppc, Ewrr) para conseguir uma decodificagao efi-
ciente. Shokrollahi [21] sugere ajustar ,.r = 0.5 €ggpor- Entdo, a Equacao
(B-11) é reduzida a uma expressao que relaciona o overhead total (¢gaptor) € O

overhead do pré-codigo

2
€ Raptor = cLbro (B—12)
1 —erppc

B.4.1
Construcao do pré-cédigo LDPC

Aqui primeiro descrevemos de maneira breve os codigos LDPC e, logo
explicamos como é realizado o processo de pré-codificacao do cédigo Raptor.
Vale mencionar que vamos continuar usando a mesma simbologia que foi

utilizada no inicio deste capitulo.

Os cédigos LDPC (do inglés, low-density parity-check codes), sao codigos
de bloco lineares com matriz de paridade H de dimensao (L — k) x L, onde L
é o nimero de simbolos pré-codificados. A caracteristica que define os cédigos
LDPC ¢ o fato de que sua matriz de paridade é esparsa, ou seja, o ntimero

de valores nao nulos é muito menor que o ntimero total de valores na matriz H.

Quanto a regularidade, existem dois tipos de cédigos LDPC: regulares
e irregulares. Em cddigos regulares, todas as linhas e colunas de H tém o
mesmo numero de 1s, embora este nimero possa ser diferente para ambas. Se

o nimero de 1s muda entre colunas e/ou linhas de H, o cédigo é dito irregular.

As caracteristicas dos cédigos LDPC, s@o descritas em termos de seus
grafos de Tanner [23]. Um grafo de Tanner é um grafo bipartido que contém

dois tipos de né: nés de paridade e nds de varidvel. Qualquer cédigo de bloco
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Noés de paridade

() Nés de variavel
&1 Co C3 Cy Cs Ce C7 Cs

Figura B.6: Grafo de Tanner correspondente a matriz de paridade H de (B-13).

linear bindrio tem um grafo de Tanner correspondente, o qual é construido a
partir de sua matriz de paridade H. Cada bit na palavra-cédigo corresponde
a um no de variavel, e cada equacao de paridade corresponde a um né de
paridade. Um né de paridade f; é conectado a um né de varidvel ¢; no grafo de
Tanner se, e somente se, o elemento h;; da matriz de paridade H ¢ 1. A Figura
B.6 mostra o grafo de Tanner associado a um cédigo cuja matriz de paridade

¢ dada por

01011001
111 1

H = R (B-13)
00100111

10011010

Em [17], é mostrado que o desempenho de cédigos LDPC é determinado pela
chamada “distribuicao de densidades”, que sdo polindmios que provém uma
descrigao da estrutura do grafo de Tanner. De fato, define-se o grau de um né
como o nimero de ramos conectados a ele. Assim, o grau de um né de varidvel
¢ o numero de equacgoes de paridade do qual o bit correspondente faz parte,
enquanto que o grau de um né de paridade é o numero de bits envolvidos
na correspondente equacao de paridade. Seja A; a fragdo de ramos que estao
conectados aos nds de varidvel de grau ¢, e seja, p; a fragdo de ramos que estao

conectados aos nds de paridade de grau i. Entao,
Azx) = Z Nz (B-14)
é a distribuicao de graus dos nés de varidvel, e

plr) =D pia'™! (B-15)

¢ a distribuicao de graus dos nés de paridade.

Para a construcao do cédigo Raptor nao-sistematico, usamos um cédigo
LDPC regular como pré-cédigo Cy,, onde o peso das colunas (w,) e linhas (w,)

da matriz de paridade H é constante. A taxa R do pré-cédigo Cy, é dada por
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(1 + 5Ra2ptar) B

R=>——=‘t=1——, B-16
(1 + gRaptor) Wy ( )

A matriz de paridade H do pré-cédigo tem a seguinte forma
H=(H, | Hy) (B-17)

onde as submatrices H; e Hy sdo esparsas. A submatriz H; é uma matriz de
dimensao (L — k) x k e a submatriz Hy é uma matriz quadrada de dimensao
(L—k) x (L—F) nao singular, ou seja, que tem matriz inversa Hy'. E necessario
utilizar o método de eliminacao Gaussiana, para converter a matriz de paridade

original H em uma matriz de paridade sistematica
Hgys = (Hy'Hy [I—) = (P | I) (B-18)

onde I;_; é a matriz identidade de dimensao (L —k) x (L — k). Entao, a matriz
geradora do pré-cédigo Grppc ¢ uma matriz de dimensao (k x L) que tem a

seguinte forma

Grppc = (I | PT). (B-19)
Logo, os L = k + s simbolos pré-codificados denotados pelo vetor F sao

gerados da seguinte maneira

onde os k primeiros simbolos pré-codificados correspondem aos k simbolos de

entrada denotados pelo vetor D.

B.4.2
Construcao do cédigo LT interno

A construgao do cédigo wLT é realizada de maneira similar a construcao
do cédigo LT convencional que foi estudado no capitulo 2. A tnica diferenca
¢ a distribuigao de graus Qp(z) dos simbolos de saida, a qual é muito similar
a distribuicao Soliton Ideal, mas tem algumas modificagdes como ter um grau
méaximo igual a D + 1 que é muito menor que o comprimento dos simbolos de
entrada do codificador wLT, e dar um peso apropriado para os simbolos de

saida de grau 1.

Seja, €Raptor; 0 overhead do cédigo Raptor, um nimero real maior que

zero. Entao definimos a distribui¢cao de Shokrollahi como
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Onde D = {4(1 + aIZKI'EIJ,ptor)/<€Rapt07"—| e u= (ERapor/2) + (ERaptor/2)2-

Denotamos a matriz geradora do cédigo wLT, como Gpr de dimensao
(nx L). Logo, os L simbolos intermedidrios F s@o os simbolos de entrada para

o codificador wLT para obter os n simbolos codificados E como

E=G;r F. (B-22)

B.5
Resultados obtidos das simulacoes

Nesta secao sao apresentados os resultados das simulagoes realizadas
para comparar o desempenho entre cédigos Raptor e cédigos LT, calculando

a probabilidade de falha na decodificacao e a taxa de apagamento de simbolo.

As primeiras simulacoes foram feitas para determinar a probabilidade
de falha na decodificacdo em fungao do overhead (1 + ¢€) para um canal ideal

(P, = 0). Os parametros utilizados para cada codigo sao:

e Cébdigo Raptor: Pré-cédigo LDPC regular com k = 1000 simbolos de
entrada, taxa R = (1 +0.5€)/(1 +¢€) e w. = 3, e um cddigo wLT com
overhead e,7 = § e distribuigao de graus de Shokrollahi. (Simulagoes
con w, = 5 e w, = 7 conduziram a resultados préximos aos resultados

obtidos com w, = 3.)

e Cédigo LT: k£ = 1000 simbolos de entrada e distribuicao de graus

Soliton Robusta com parametros ¢ = 0.03, § = 0.1.

O resultado destas simulacoes é mostrado na Figura B.7, onde observa-se
um melhor desempenho do cédigo Raptor em comparacao a coédigo LT com
distribuigao Soliton Robusta. Para obter tais resultados foram realizadas 1000

simulagoes para cada valor de overhead.

Logo, foram realizadas outras simulagoes, onde foi calculado a taxa de
apagamento de simbolo, ou seja, a probabilidade de um simbolo de entrada
nao ser recuperado apés a decodificacao de k(1 + €) simbolos de saida. As
simulagoes foram feitas para um canal BEC com P, = 0.04 e usando os
mesmos parametros das simulagoes anteriores. A figura B.8 mostra a taxa
de apagamento de simbolo em funcao do overhead para cédigos LT com

distribuicao SR e cédigos Raptor.
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Probabilidade de falha
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Figura B.7: Probabilidade de falha em fungao do overhead. Canal ideal.
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Figura B.8: Taxa de apagamento de simbolo em fun¢ao do overhead. Canal

BEC com P, =0,04
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Finalmente, observou-se através das simulagoes mostradas na Figura B.9
que os cddigos Raptor apresentaram um desempenho inferior ao desempenho
dos cédigos LT com distribuicao SRM.

o
©
o

— o — Codigo Raptor
—<&— Codigo LT — SRM

o
o]
T

—

Probabilidade de falha
o o o o o o
N w IS ol o ~

o
=
T

1 1.05 11 1.15 12 1.25 13 1.35 14

o

(I+e

Figura B.9: Comparacao de desempenho entre codigos LT com distribui¢ao
SRM e cédigos Raptor. Canal Ideal.

Este fato é conhecido na literatura, que o desempenho de cédigos Raptor
construidos com pré-codificador LDPC irregular tenha desempenho melhor que
os cédigos LT /SRM.
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