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3
Projetando a distribuicao de graus para codigos LT

Neste capitulo é analisado o processo de construcao de uma boa distri-
buicao de graus para os cédigos LT. Quando estudamos o processo de codifi-
cacao e decodificacao destes cédigos, fica clara a necessidade de obter-se uma
distribuicao de probabilidades que atinja os dois objetivos primordiais em
relacao ao ripple: conjunto de simbolos de entrada cobertos mas ainda nao

processados.

1. Ao longo de processo de decodificagdo o tamanho do ripple deve ser
o menor possivel para evitar um desperdicio de esforco computacional,
visto que simbolos codificados que sao liberados nao irdo cobrir nenhum

simbolo de entrada ainda nao-processado que se encontra no ripple.

2. O tamanho do ripple deve ser suficientemente grande tal que nao fique
vazio antes da conclusao bem sucedida da decodificacao, ou seja, nao deve
ficar vazio antes que todos os simbolos de entrada estejam devidamente

cobertos. Caso contrario, este provocaria uma falha na decodificacao.

Uma caracteristica basica requerida de uma boa distribuicao de graus é permi-
tir que os simbolos do ripple sejam processados na mesma taxa em que outros
sao adicionados ao mesmo. Esta caracteristica originou o nome Séliton, pois
um Séliton é uma onda que equilibra perfeitamente a dispersao e a refracao.

Além desses objetivos, uma boa distribuicao de graus deve:

e Requerer, em média, a recepcao da menor quantidade de simbolos de
saida possivel para garantir o sucesso da decodificagao.

e Utilizar o menor nimero de operagoes X OR para gerar um simbolo de
saida. Isso é obtido mantendo-se baixo o grau médio dos simbolos de

saida.

Uma distribuicao de graus que consiga atender os objetivos anteriormente
descritos seria aquela que liberasse somente um simbolo a cada iteragao, pois
assim o ripple seria mantido no menor tamanho possivel (um simbolo) ja que o

simbolo processado a cada iteracao seria imediatamente substituido por outro,
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conseguindo assim, manter o ripple com apenas um simbolo ao longo de todo o
processo de decodificagao até que a decodificacao seja completada com sucesso.
A seguir ¢ descrita a distribuigao Séliton Ideal, a qual foi projetada para atingir

os objetivos mencionados.

3.1
Distribuicao Séliton Ideal

Esta secao apresenta a deducao da distribuicao Séliton Ideal seguindo

a notagao proposta em [8]. Na primeira iteracao (t = 0), que corresponde ao

inicio do processo de decodificacio, seja hy(d) o numero de simbolos codificados

de grau d. Assim, o valor esperado do niimero de simbolos codificados de grau d
que tem seu grau reduzido para d — 1 na iteragao seguinte é

ho(d)%,

onde k£ é o numero de simbolos de entrada. A expressao (3-1) é o valor

(3-1)

esperado de uma varidvel binomial, em que d/k é a probabilidade de um dos d
vizinhos ser o simbolo presente no ripple a ser processado na iteracao seguinte,
reduzindo a d — 1 o grau de todos os simbolos codificados que o tenham como
vizinho. Na t-ésima iteracao, quando t dos k simbolos de entrada tiverem sido
recuperados e o nimero de simbolos codificados de grau d for h:(d), o valor
esperado do nimero de simbolos codificados de grau d que terao seu grau
reduzido parad — 1 é d

). (32)
Lembrar que a cada iteracao um simbolo de entrada presente no ripple é
processado. Assim, a fim de que o valor esperado do ntumero de simbolos

codificados de grau 1 satisfaca a condicao
h(l)=1 Vite{0,...k—1}, (3-3)
devemos ter inicialmente ho(1) =1 e ho(2) = k/2 e, mais genericamente
hi(2) = —. (3-4)

Para deduzir a distribuicdo Soliton Ideal, basta observar que na segunda
iteragdo (t = 1), o numero de simbolos de grau 2 é o nimero de simbolos
de grau 3 que tiveram seu grau reduzido para 2, mais o nimero de simbolos

de grau 2 que nao foram reduzidos a grau 1, ou seja,

h(2) = % ho(3) + <h0(2) - % h0(2)> .
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Da mesma forma, na terceira iteracao (¢ = 2), o nimero de simbolos de grau 2
¢ o nimero de simbolos de grau 3 que tiveram seu grau reduzido para 2, mais
o numero de simbolos de grau 2 que nao foram reduzidos a grau 1 na iteracao

anterior, ou seja,

hxmzzéim@y%@ﬂm—g%imeo.

Assim, mais geralmente tem-se para t > 0,

d+1
k—(t—1)

d

hy_y(d+1)+ (htl(d) S rr—

he(d) = (t_l)mﬂ®>. (3-5)

Logo, apds algumas manipulagbes na equacdo (3-5), chega-se a seguinte

equagcao

ht(d + 1) = % (ht+1(d) - ht(d))

d

o hld). (3-6)

Sendo o interesse da presente deducao encontrar uma férmula geral para
ho(d), é necessério eliminar na equagao (3-6) a dependéncia entre termos de
iteracoes distintas, ou seja, eliminar a recursividade. Para este fim, o teorema

apresentado a continuacao oferece uma forma mais simples.

Teorema 3.1 O ndmero de simbolos codificados de grau d na t-ésima iteragdao

que leva a distribuicdo de grau otima, ou seja, que o tamanho do ripple seja 1

é k—t

he(d) = dd—1 (3-7)

A prova desse teorema é feita por indu¢ao usando a equagao (3-6).

Detalhes da prova por inducao sdo apresentados no Apéndice A.

Agora, fazendo uso do Teorema 3.1, os valores reais que estamos procu-
rando para hg(d) sao

k

ho(d) = Ad=1)

Vde{2 ..k} (3-8)

A fim de obter a distribui¢do de probabilidade necessaria, nés dividimos
ho(d) o niimero de simbolos codificados de grau d na primeira iteracao, pelo
nimero total de simbolos de entrada k que formam a mensagem original [25],

ou seja, normalizamos os valores hy(d) e obtemos
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1
p(l) = Z visto que ho(1) =1,

= =2,...
qd=1) para d ,oon k

que nada mais é que a distribuigao Séliton Ideal desenvolvida por Luby em [6].
Nas Figuras 3.1 e 3.2 tem-se uma ilustragdo da evolugao dos valores de hy(d)
ao longo do processo de decodificagao. Os blocos sombreados representam os
simbolos de grau d que sao reduzidos a grau d — 1 a cada iteragdo. Perceba
que em ambas iteragoes, apenas um simbolo de grau 2 é reduzido a grau 1,

conforme requerido pela distribuicao Séliton Ideal.

ho(d) ha(d)
dho(2.2 =1 A2 =1
! dho(3).3 =} | b hae) i = 4
1 Simbolo 1 Simbolo . 1
Yhoa).t =1 bhi@). g2y =3
1+ - 1+ - j
T 2 3 4 d B 2 3 4 d

Figura 3.1: Distribuigao Séliton
Ideal: primeira iteracao.

Figura 3.2: Distribuigao Séliton
Ideal: segunda iteracao.

A distribuicao Séliton Ideal, apesar de apresentar um comportamento
ideal, mostra-se pouco util na pratica, ja que uma pequena mudanga no valor
esperado do nimero de simbolos no ripple (um simbolo) ao longo do processo
de decodificacdo, causa um esvaziamento do mesmo, o que leva a uma falha
na decodificagao. Portanto, a distribuicao Soéliton Ideal pode ser modificada
com a finalidade de conseguir uma alta probabilidade de que o ripple nao
se esvazie antes que o processo de decodificagdo haja sido completado. Essa
modificacao leva a outra distribuicao de probabilidade chamada, distribuicao
Séliton Robusta. A Figura 3.3 ilustra o desempenho com a distribuigao Séliton
Ideal, ou seja, a probabilidade de falha (Pr) na decodificagao apés (1 + €)k
simbolos de saida terem sido recebidos. Neste caso, as simulagoes foram

realizadas com 1000 blocos de tamanho & = 1000 simbolos de entrada.

3.2
Distribuicdao Séliton Robusta

O grande problema com a distribuicao Séliton Ideal é que o tamanho

do ripple é de apenas um simbolo. Qualquer variacdo no tamanho deste
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Figura 3.3: Desempenho das distribui¢oes Séliton Robusta com parametros
¢ =0.03 e =0.1e Séliton Ideal.

pode fazer que ele seja esvaziado e o processo de decodificacao falhe. A
distribuicao Séliton Robusta procura corrigir essa falha, fazendo com que o
tamanho do ripple seja grande o suficiente tal que, a cada passo do processo
de decodificacao, a probabilidade de que o ripple esvazie seja bem pequena.
Ao mesmo tempo, a distribuicao Séliton Robusta procura obter o menor
tamanho esperado possivel para o ripple, a fim de minimizar a redundancia
surgida de simbolos codificados liberados cobrindo simbolos de entrada que ja

se encontrem no referido ripple.

A idéia aqui é projetar uma distribuicdo que mantenha o valor esperado
para o tamanho do ripple em torno de In(k/ 5)\/% ao longo do processo de
decodificacdo, sendo 0 a probabilidade de falha no processo. A escolha desse
valor se dé devido a observacao de que o processo de decodificagdo (cresci-
mento e diminui¢ao do ripple) se assemelha a um “random walk”; e em um
“random walk” de comprimento k, a probabilidade de que o mesmo se desvie
de sua média por um valor maior que In(k/d)vk é no maximo & [6]. Assim,

0 é o limite superior da probabilidade de falha na decodificacao.

Repetindo a andlise utilizada na deducao da distribuicao Séliton Ideal,
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porém com o valor esperado do niimero de simbolos codificados de grau 1 sendo
agora hy(1) = 1+ R para todo t, em vez de 1. Percebe-se entretanto, que ao
contrario da distribuicao Séliton Ideal, o valor esperado do niimero de simbolos
codificados de grau 2 que devem ter o grau reduzido para a unidade nao mais
vale 1, isso porque dentre os R simbolos adicionais pode haver repeticao. Assim,
existe uma probabilidade igual a R/k de que o simbolo processado na iteracao
encontre-se entre os R simbolos ja presentes no ripple. Entao, o valor esperado
do nimero de simbolos codificados de grau 2 que devem ter seu grau reduzido

para 1 vale 1+ R/k, ou seja,

2 R

—ho(2) =1+ —

R @) =1+

o que implica, ~
kR

2) = —+ —.

ho() 2+2

Na t-ésima iteracao, quando t simbolos tiverem sido recuperados, tém-se

Usando o mesmo procedimento que culminou na obtencao da Equacao
(3-8) para a deducgao da distribuigao Séliton Ideal, obtém-se
k R
—+ = d>1. 3-9
dd—1 @ P (3-9)

ho(d) =
Logo, dividimos o niimero de simbolos codificados de grau d na primeira
iteragao, ho(d), pelo nimero total de simbolos de entrada k, e obtém-se
1 R

=~ 4= 1 1

onde p, é a probabilidade de um simbolo ter grau d.

A seguir é explicado o porqué da escolha do incremento 7(d). A razao
para truncar o segundo termo da Equacao (3-10), 7(d), para d > k/R, e
substitui-lo pelo incremento 7(k/R), é para assegurar que a complexidade da

decodificagao nao cresga mais que O(kln(k)) [8].

Perceba que no inicio da decodificacao 7(1) assegura que o tamanho do
ripple seja 1+ R inicialmente. O incremento final 7(k/R) assegura que todos
os simbolos de entrada nao cobertos, sejam cobertos quando o numero destes
for igual ao tamanho do ripple. Em outras palavras, o incremento final 7(k/R)

assegura que todos os simbolos de entrada sejam selecionados, ao menos uma
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vez, como vizinhos de um simbolo codificado. Isto é similar ao processo de
liberar simultaneamente R1In(R/J) bolas (sfmbolos codificados) para cobrir R
urnas (simbolos de entradas)!. Assim, o desgaste causado pela liberagao de
varios simbolos codificados para cobrir cada um destes simbolos de entrada ao
menos uma vez é somente uma fracao pequena do numero total de simbolos

de entrada k. Entao, o incremento 7(d) é definido como

%, para 1§d§%—1,
7(d) = %111 (%) , para d= %,
0, para d—%—l—l,.,k
Finalmente, normalizando x; obtemos
p(d) +7(d)

a distribuicao Séliton Robusta definida anteriormente.

Nas Figuras 3.4 e 3.5 tem-se uma ilustragao do processo de decodificagao
usando a distribuicao Séliton Robusta. A interpretacao é a mesma das figuras
Séliton Ideal. Os blocos escuros representam o valor esperado dos simbolos de
grau d que sao reduzidos a grau d — 1, portanto, para d = 2, 3 e 4 os blocos
escuros valem 1, % e % de simbolo respectivamente. Os blocos mais claros
representam os simbolos liberados os quais ja se encontram no ripple e nao
acrescentam nenhuma informagao ao processo de decodificacao. Eles sempre
tém o mesmo valor para uma dada iteracdo, sendo o valor esperado desses

simbolos igual a (k—i), onde t representa a iteracao.

3.2.1
Analise da distribuicao Sdéliton Robusta

Nesta subsecao sao apresentados alguns resultados bésicos envolvendo a
distribuicao Séliton Robusta. Calcula-se aqui o niimero de simbolos codificados

e o grau médio de um simbolo codificado.

Teorema 3.2 O nimero de simbolos codificados é n =k + O (\/EIDQ(k/(5)>.

LA andlise do processo classico de lancar bolas aleatoriamente em um conjunto de urnas
mostra que sao necessarios kIn(k/d) bolas para assegurar-se que com probabilidade (1 — §),
todas as k urnas sejam cobertas, ou seja, possuam no minimo uma bola.
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ho(d) ha(d)
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Figura 3.4: Distribuigao Séliton Figura 3.5: Distribuigao Séliton
Robusta: primeira iteracao. Robusta: segunda iteracao.
Prova:
n = k@

- k<zp<i>+r<z’>>
= k+R§:§+Rln§

< k+ RH(k/R)+ Rln

| =

Para continuar com a prova do teorema, definimos a fungao H(k) como a
ko1
=1
H(k) ~ In(k), a dltima expressao é equivalente a:

série harmonica truncada H(k) = ) Usando a seguinte aproximagao

Q

| =3

k+ Rln % + Rln
= k+Vkn? %
e, finalmente,
n o= k+0 (\/%1n2(k/5)) . m
A fungao O (-) é somente uma notagao utilizada para medir a complexi-

dade computacional de um determinado algoritmo.

Teorema 3.3 O grau médio de um simbolo codificado é D = O (In(k/4)).
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Prova:
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Como H(k) ~ In(k) vem,
D = O(In(k/5)). A

Na Figura 3.3 encontra-se ilustrado o desempenho da distribui¢ao Séliton
Robusta com parametros ¢ = 0.03 ¢ § = 0.1. Encontra-se ilustrada a
probabilidade de falha da decodificacdo, Pr, quando (1 + €)k simbolos de
saida sdo recebidos. As simulacoes mais uma vez foram implementadas para
k = 1000.
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