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Codigos LT

Os codigos LT (Luby Transform), propostos por Michael Luby em 2002
[6], foram a primeira implementacao do conceito de fontana digital (digital
fountain) com tempo de codificacao e decodificagao vidvel. As fontanas digitais

sao sistemas que produzem a sua saida, a partir de um bloco (ou arquivo)

S:<51, S9, ~-~75k>

com k simbolos de entrada gerados por uma fonte de informacao, um bloco

:13:<x1, ey Ly e, l‘n),

potencialmente muito grande, com n simbolos codificados.

O fato dos cédigos LT se basearem em operagoes XOR permite a
construcao de codificadores e decodificadores que operam em altas veloci-
dades [19]. Os cédigos LT foram originalmente concebidos para canais com
apagamento (Erasure Channel), livres de erros, isto é, canais em que o alfa-
beto de entrada é o conjunto de simbolos A = {ay,...,a,-1} e o alfabeto de
saida ¢ o conjunto de simbolos B = {ay, ..., a4-1,a,} € a probabilidade de um

simbolo transmitido ser recebido corretamente é (1 — P,) e de ser apagado é P,.

A saida do codificador LT (entrada do canal portanto) é uma sequéncia
de v.a.’s (varidveis aleatérias) independentes X = Xy,..., X, ..., X, e tem-se
que a probabilidade condicional que relaciona a v.a. X; a entrada do canal com
a v.a. Yj, a saida do canal, também designada por probabilidade de transicao

do canal, é

1-P, m=ie{0,q—1}

P(Y}:am\ijai)Z{ P om—g

Em geral tem-se ¢ = 2¢ e, neste trabalho, sem perda de generalidade,
considera-se o caso £ = 1, e que, portanto, a transmissao é feita através de um

BEC (Binary Erasure Channel). Ainda por simplicidade, para representar o
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alfabeto de entrada e saida do canal, a seguinte notagao é utilizada
A ={ag,a:} ={0,1} e, B ={ap,a1,as} = {0,1,7}.

Os cddigos LT sao tais que cada simbolo codificado t; é estatisticamente
independente de todos os demais simbolos codificados e o conjunto de k
simbolos de entrada originais pode ser recuperado, com probabilidade maior
que (1—0), a partir de quaisquer k+O(vk In?(k/§)) simbolos codificados, com
uma média de O(kIn(k/d)) operagoes por simbolo [6]. O nimero de simbolos
codificados que podem ser gerados a partir dos dados de entrada é potencial-

mente ilimitado. Por isso, os cédigos LT sdo ditos cddigos de taxa versdtil !

(rateless). Assim, independentemente do modelo de perdas do canal em uso,
o codificador simplesmente gera e envia dados até que um numero suficiente
seja recebido pelo decodificador para a recuperacao da mensagem original. A
caracteristica do canal somente influencia no tempo necesséario até que sejam
recebidos simbolos de saida em quantidade suficiente para que a decodificacao
seja realizada com sucesso. Em qualquer canal com apagamento, os codigos
LT s@o quase otimos no sentido de que o decodificador pode recuperar a
mensagem original formada por k£ simbolos de entrada a partir de quaisquer
(14 €)k simbolos codificados, onde 0 < € < 1. Considera-se um cédigo étimo,
aquele que consegue recuperar a mensagem original (formada por &k simbolos
de entrada), a partir de qualquer subconjunto de k simbolos de saida dentre
os n gerados pelo codificador [9]. Por serem quase Gtimos e por sua eficiéncia
aumentar com o crescimento do comprimento do bloco de entrada do codifi-

cador, os cédigos LT sdo denominados universais [6].

O objetivo deste capitulo é o estudo dos algoritmos de codificacao e
decodificagao, a escolha dos parametros da distribuicao Séliton Robusta e a

analise do desempenho dessa classe de codigo.

2.1
Codificacao
Nesta secao é descrito o processo de codificagao utilizando cédigos LT.
Considere que a mensagem original s consiste de k simbolos de informagao
denotados por sy, sy, ..., s, Em geral, s; € GF(2%), mas por simplicidade
considera-se um alfabeto de entrada binario, ou seja, £ = 1. A saida do
codificador um vetor & de dimensao n é obtido. E importante ressaltar que
INa verdade, para um dado usudrio, os cédigos LT sio cédigos de taxa varidvel, sendo o

nimero de simbolos codificados n recebidos pelo usuario variavel de acordo com o ntmero
de simbolos necessarios para que a decodificagao ocorra com sucesso.
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a regra de formacao de z,, permite que o nimero de simbolos de x, n = |x|,

possa ser aumentado indefinidamente de forma que a taxa deste codigo,

k
R=-
n

)

pode tender para zero.

Para descrever o processo de codificagao considere inicialmente uma
sequéncia { Dy, ..., D,} de v.a.’s discretas i.i.d.’s em que D; € Zj, = {1, ..., k}.

Considere também que a funcao pu com
u(d) =P(Dj =d), deZ.
¢ a Distribuicao de Probabilidades (DP) associada a v.a. D;.

Para uma dada sequéncia de informagao s = ( sy,..., sy ), considerando
que {dy,...,d,} é uma realizacao da sequéncia aleatéria { Dy, ..., D, }, tem-se
entao que cada simbolo codificado x; ¢ produzido de forma aleatéria de acordo

com a seguinte equagao 4

;=Y si0) (2-1)
=1
onde » corresponde & adi¢ao médulo-2 dos termos do somatdério.

E importante ressaltar que os valores dos indices {i1(5),72(5), . . - 2ig; (7))}
das d; parcelas {s;,(j), Sis(j)s - - - 5 Sig, ()} em (2-1) sdo realizacoes da sequéncia
de v.a’s Iy,...,Iq; onde I} € Z; é uma v.a. discreta com DP uniforme, ou
seja, para i1 € Zy, tem-se

. 1
Pl =1i) = T
A v.a. I é também uma v.a. discreta com DP-condicional uniforme, definida

da seguinte maneira para (iy,i2) € Z3,

0 19 = 11

L . .
Hg_hu¢4g_{%1@#@

A v.a. I3 tem DP-condicional uniforme, definida para (iy, 49, 13) € Zj,

s i3 ¢ {i1, 02}

0 i3 - {il,i2}7

P (I3 =13 | (I, 1) = (i1,12)) = {
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. . , . . d;
e, assim por diante, até que, para (21, 19, ... ,zdj) € 7, , tem-se

‘ ) , —L — did {iy,... iq_
P([dj :Zdj ’ ([17"'aIdj—1) = (Zlv"'azdj—l)) = { ki(cgil) d]f{{ll i ’ 1}}
j Lyewosbdy—1y-

Vale observar que = (z1,...,2j,...,2, ) € {0,1}*, onde {0,1}* é a

notagao usada para representar o conjunto de todos os blocos binarios.

2.2
Codificador LT como um cédigo em grafo

Nesta secao o codificador LT sera descrito em associagao com um grafo G,
bi-particionado, isto é, um grafo em que o conjunto de nds é particionado em
dois conjuntos — um conjunto £ = {sy,...,s;} de nds de mensagem ou nds
de entrada e um conjunto S = {x1,...,x,} de nds de verificagao ou nds de
saida. A cada né de entrada associa-se um simbolo de entrada s; (que serd
identificado, indistintamente, como né s;), e a cada né de saida corresponderd

um simbolo codificado z; (que serd identificado como né z;).

Note que G é um grafo aleatério em que cada né de saida x; esta conec-
tado a d; nés de entrada {s;,,...,s; 4 }, onde d; € Zj, é escolhido aleatoriamente
de acordo a uma DP p(d). Tem-se assim que V; = {s;,, ..., Sidj} é o conjunto
de nés de entrada vizinhos do né z;. O ntimero de vizinhos d; de um né de
salda x; serd referido como o grau do né x; e, a DP u(d) serd designada por

distribuicdo de graus do cédigo LT. Entao, o codificador LT é descrito a seguir:

e Para cada simbolo codificado x;, escolhe-se aleatoriamente e segundo a
DP p(d), um ndmero d;.

e Escolhe-se aleatoriamente, um conjunto {s;,, ..., s; 4 }, de d; stmbolos de
entrada distintos (em posigoes {41, ..., iq, } escolhidas de acordo com uma
distribuigdo uniforme), como simbolos de entrada vizinhos do simbolo
codificado ;.

e O valor do simbolo codificado é
.Ij :Sil@...@sidj,
onde @ representa a adigao bit a bit, modulo-2, desses d; simbolos.

Neste processo de codificacdo duas distribuigoes de probabilidades sao
envolvidas: a distribuicdo de graus para determinar o grau de cada simbolo

codificado (a distribuigao Sdliton Robusta sendo a mais recomendada) e, outra,
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distribuicao uniforme para escolher os simbolos de entrada que formarao o

conjunto de vizinhos do simbolo codificado.

A seguir, para descrever tal processo, apresentamos um exemplo.

Exemplo 2.1 Considere uma mensagem formada por 5 simbolos de entrada
5189838485 = 10011, onde, por simplicidade, cada simbolo de entrada tem
comprimento de apenas 1 “bit”. Realizamos a codificacao dessa mensagem
gerando seis simbolos de saida 11113142516, Assim, o processo de codificacdo é
composto por seis etapas, uma para cada simbolo de saida gerado. A tabela (2.1)

mostra o resultado do processo de codificacdo.

Tabela 2.1: Processo de codificacao.

simbolo | grau (d;) | vizinhos valor
T 2 51852 S1 D Sy = 1
i) 3 5158254 S1 D So D sy = 0
T3 4 51525355 | 51D 82D s3D 55 =0
Ty 4 51535455 | S1 D S3D S4 D sy =1
T 1 S5 s5 =1
T 2 S9S5 So D S5 = 1

O grafo resultante apresentado mna Figura 2.1, ilustra o processo de
codificagao do Exemplo 2.1 — os simbolos codificados, x,, nds de saida, e suas
respectivas conexoes com os simbolos de entrada, s, nds de entrada, formam
um grafo bipartido. Cada simbolo de saida € conectado, através de um ramo,

aos simbolos de entrada vizinhos.

Figura 2.1: Grafo resultante da codificacao.
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2.3
Decodificacao

Para recuperar os k simbolos de entrada da mensagem original, supoe-se
que o decodificador conhece o grafo G, isto é, o grau e o conjunto de vizinhos de
cada simbolo codificado. Neste processo de decodificagao, utiliza-se a mesma
notacao: os simbolos codificados (x,,) formarao os nds de saida e os simbolos
de entrada (sj) formardo os nés de entrada. O algoritmo de decodificagao de

c6digos LT é descrito a seguir:

1. Encontrar um né de saida z,, que esteja conectado a apenas um simbolo
de entrada s;, caso nao exista tal né de saida, o processo de decodificacao
falha, sendo necessério receber mais simbolos codificados antes de fazer

uma nova tentativa de decodificacao.

e Fazer s, = x,,
e Somar em modulo-2, o valor de s, a todos os nés de saida restantes
/ .
x), que estejam conectados a sy,
e Remover todas as conexdes que chegam ao simbolo de entrada s.

Como resultado, o grau de tais nds de saida é reduzido em um.
2. Repetir (1) até que todos os s simbolos de entrada sejam determinados.

O processo de decodificacdo correspondente ao Exemplo 2.1 estd ilus-
trado na Figura 2.2. Existem cinco simbolos de entrada (indicados pelos nds
de entrada superiores) que inicialmente estao apagados, e, seis simbolos de
saida (indicados pelos nés de saida inferiores), os quais tem o seguinte valor

inicialmente zizox3x42516 = 100111.

1. Na primeira iteragao, o iinico né de saida conectado a apenas um simbolo

de entrada é z5 (Fig. 2.2-a).
2. Faz-se entdo s5 = x5 e elimina-se o n6 de saida x5 (Fig. 2.2-b).

3. Adiciona-se o valor de s5 aos nés de saida que estao ligados ao mesmo,

desconectando s5 do grafo (Fig. 2.2-c).

4. No inicio da segunda iteragao, o sexto né de saida esta ligado apenas a
sy (Fig. 2.2-c).

5. Faz-se ent@o sy = x4 e elimina-se o né de saida =4 (Fig. 2.2-d).

6. Adiciona-se o valor de sy aos trés nds de saida ligados a ele, desconec-

tando sy do grafo (Fig. 2.2-e).
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7. No inicio da terceira iteragdo, o primeiro né de saida esta ligado apenas
a s, (Fig. 2.2-e).

8. Faz-se entao s; = x; e elimina-se o né de saida x; (Fig. 2.2-1).

9. Adiciona-se o de valor s; aos trés nds de saida ligados a ele, desconec-

tando s; do grafo (Fig. 2.2-g).

10. No inicio da quarta iteracao, escolhe-se o segundo né de saida que esta

ligado apenas a s, Fig. (2.2-g).
11. Faz-se entdo sy = x5 e elimina-se o né de saida zo (Fig. 2.2-h).

12. Adiciona-se o valor de s4 ao né de saida restante ligado a ele, desco-

nectando s4 do grafo (Fig. 2.2-1).

13. Finalmente, percebe-se que dois nés de saida estao ligado a s3, e ambos

atribuem o mesmo valor a tal simbolo de entrada, o qual é restaurado

em (j).

2.3.1
O processo LT

Introduzimos a descri¢ao do processo LT para descrever o projeto e
analise de uma boa distribuigao de graus. O processo LT é uma generalizagao
do cléssico processo de lancar bolas aleatoriamente em um conjunto de urnas.
Uma andlise bem conhecida do processo classico mostra que n = k.In(k/9)
bolas em média, sao necessarias para garantir que cada uma das k urnas é
coberta pelo menos por uma bola com probabilidade maior que (1 —¢) [6]. Na
analise do processo LT, simbolos codificados sao andlogos a bolas, e simbolos
de entrada sao andlogos a urnas. O processo tem sucesso se, no final, todos os

simbolos de entrada forem cobertos.

Definigao 2.1 (Processo LT) Todos os simbolos de entrada estao inicial-
mente descobertos — um simbolo de entrada € dito coberto se, ao longo da
decodificacao, recebe-se um simbolo codificado de grau unitdrio que o tem como
vizinho. No primeiro passo do processo LT, todos os simbolos codificados com
apenas um vizinho sdo liberados para cobrir seu vizinho inico. O conjunto
de simbolos de entrada cobertos que nao foram ainda processados € chamado
“ripple” e, portanto, neste ponto todos simbolos de entrada cobertos estdo no
“ripple”. Em cada passo subseqiiente do processo LT, um simbolo de entrada

no “ripple” ¢ processado, ou seja, ele € removido como vizinho de todos os
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simbolos codificados que o tenham como tal; e posteriormente todos os simbolos
codificados que possuirem apenas um vizinho sao liberados para cobrir tal vi-
zinho restante. Alguns destes vizinhos podem ser simbolos anteriormente des-
cobertos, fazendo que o “ripple” cresca, enquanto outros que jd foram cober-
tos ndao causam alteragao no “ripple”. O processo termina quando o “ripple”
encontrar-se vazio em algum passo. O processo falha quando existe pelo menos
um simbolo de entrada nao-coberto ao final do processo, e tem sucesso se no

final todos os simbolos de entrada estiverem cobertos. |

A Figura 2.3 ilustra o processo LT para a codificagdo do Exemplo 2.1
descrito anteriormente. Inicialmente (a) todos os simbolos de entrada (urnas)
estao descobertos (urnas sem bolas). No primeiro passo todos os simbolos
codificados (representados por retangulos, as bolas dentro dos retangulos
representam os vizinhos do simbolo codificado) com apenas um vizinho sao
liberados para cobrir o mesmo (b). Em cada passo subseqiiente, um simbolo
de entrada do ripple é processado, ou seja, ele é removido como vizinho de
todos os simbolos codificados que o tenham como tal, os simbolos sombreados
em (c), (e), (g) e (i) indicam tal processamento. Vale mencionar que em (i)
dois simbolos de entrada (s3 e s4) do ripple sdo processados. Em (c) o ripple
¢ formado por s, em (e) por sg, em (g) por s; e em (i) por s3 e Sy, Ou
seja, o conjunto de simbolos de entrada cobertos mas ainda nao processados.
O processo termina quando o ripple encontrar-se vazio em algum passo (j).
O processo é bem sucedido quando todos os simbolos de entrada sao cobertos,

caso contrario falha. No exemplo em questdao o processo foi bem sucedido.

No processo classico de lancamento de n bolas em um conjunto de k
urnas, todas as bolas sao lancadas ao mesmo tempo, causando problemas, ja
que varias bolas podem cobrir a mesma urna, tornando necessario um grande
numero de bolas para cobrir todas as urnas. Portanto, um projeto apropriado
de uma distribuicao de graus assegura que o processo LT libere simbolos
codificados de forma incremental para cobrir todos os simbolos de entrada.

Os objetivos de uma apropriada distribuicao de graus sao:

e Liberar lentamente simbolos codificados enquanto o processo evolui, para
manter o ripple pequeno, de modo a evitar cobertura redundante dos
simbolos de entrada no ripple por varios simbolos codificados.

e Nao permitir que o ripple desapareca antes que todos os simbolos de

entrada estejam devidamente cobertos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610752/CA


(5289

=
N

X
- (@)

@
2
3

o

W@u

%= (BUssY

@

<y
@

&)

(516
x= (808

S

m Sooos ! Lol ! ’
3 3 3
& & &
3 3 3
= 3 - & - &
& = » - @
r=y 7=y
m % <= @ @ <=
X - S S -
(3] 3 (3] (@) (&) 3] @ @ [ (@)
R @ @ P @)
8@ 6 @ (5 G 8 (@ @) (5 Solclo
P T I .
— " a 3 ///v 3 ?
@ o 3 5
3 3 3 @
5 N i 8
) & ) m = m = ?
(@] (3]
3 3 3 3 @ @ @
- g mmm@ 256 m el
5 K2 K @) (3] (&
; e @ (656 Iy
mb 1} 1l 1l " n 1} I} " n n 1l " V__L V__L
.,:W SN T S * X% R X 2% R
& @ &
% 3 @ 3
S 5 3 i
3 ) 1) -~
&= —_ ] — %)
W © © o
O

VI/2S.0T90 oN [enbig ogdeoya) - o14-oNd

Figura 2.3: Processo LT
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Nao ¢é muito dificil verificar que hd uma correspondéncia entre o pro-
cesso LT e o decodificador, isto é, um simbolo codificado cobre um simbolo
de entrada se e somente se o simbolo codificado pode recuperar tal simbolo
de entrada. Assim, o processo LT tem sucesso se, e somente se o decodifica-
dor consegue recuperar com sucesso todos os simbolos de entrada do arquivo
original. O nimero total de simbolos codificados necessarios para cobrir to-
dos os simbolos de entrada no processo LT corresponde ao ntmero total de
simbolos codificados necessarios para recuperar os dados de entrada no pro-
cesso de decodificagao. A soma dos graus dos simbolos codificados corresponde
exatamente ao ntiimero total de operagoes necessarias para recuperar o arquivo

original.

2.4
Distribuicoes de graus

Nesta secao, vamos introduzir a definicao de duas distribuigoes de graus
utilizadas no processo de codificagdo de cddigos LT classicos: a distribuicao
Séliton Ideal e a distribuicao Séliton Robusta. A distribuicao de grau usada
para a construcao de coédigos LT — Distribuicao Soliton Robusta — é construida
de tal forma que o decodificador possa recuperar a mensagem original com

pouco mais que k simbolos codificados, com probabilidade no minimo (1—¢) [6].

24.1
Distribuicao Sdliton Ideal

A distribuic¢ao Séliton Ideal p(d) é definida como:

1
=, parad =1
pld)=1" (2-2)

. parad =23,k

A Figura 2.4 ilustra a distribuicao Séliton Ideal para uma situacdo em que
k= 10%

2.4.2
Distribuicao Séliton Robusta

A distribuigao Séliton Robusta p(d), associada a varidvel aleatéria d que
corresponde ao nimero de simbolos de entrada conectados a um dado simbolo

de saida, é definida como segue.

para 1 <d <k (2-3)

:
onde ( = Z (p(d) +7(d)) ¢é uma constante de normalizagao.
d=1
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Figura 2.4: A distribuigao Séliton Ideal p(d) para o caso k = 10000.

A fungao positiva 7(d) é dada por

d—? paralﬁdﬁ%—l,
7(d) = %ln <§) , parad= %, (2-4)
0, parad—%le, K

Para uma constante apropriada ¢ > 0, o pardmetro R representa o nimero

médio de simbolos codificados de grau um e é definido como
_ k
R=cVkIn (S) . (2-5)

A Figura 2.5 ilustra a fungao 7(d) para uma situagao em que k = 10%,
c=02ed0=0.1.

Luby mostrou que, para um valor de ¢ apropriadamente escolhido (in-
dependente de k e §), o decodificador pode recuperar a mensagem original a
partir de n = kB = k + ¢v/k1n?(k/8) simbolos codificados, com probabilidade

de falha menor que ¢ [6].

O ntmero de simbolos codificados é ajustado em n = k3. Isto implica
que k (p(i) + 7(i)) é o valor esperado do nimero de simbolos codificados de

grau 7.
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Figura 2.5: A distribuigdo Séliton Ideal p(d) e a fungao positiva 7(d) para o
caso k=10* c=02ed =0.1.

A Figura 2.6 mostra a distribuicao de grau 6tima Soéliton Robusta para
k= 10% ¢ = 0.2 e 6 = 0.1. Este valor de ¢ foi escolhido para uma melhor

visualizagao do grafico.
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Figura 2.6: A distribuicao Séliton Robusta p(d) para o caso k = 10%, ¢ = 0.2
ed=0.1
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2.5
Método das Transformacoes Inversas

Esta secao apresenta um método que vai ser utilizado na implementacao
do codificador e do decodificador LT, mais precisamente na determinacgao do
grau do simbolo codificado, onde se fazem uso de duas distribui¢oes de proba-

bilidades distintas: a distribui¢ao Séliton Robusta e a distribuigao uniforme.

O método das transformagoes inversas para simular varidveis aleatdrias

discretas é descrito a seguir:

Para um instante, deseja-se simular uma variavel aleatoria discreta D a

qual pode assumir k valores distintos, com distribui¢ao de probabilidade

P(D=d;)=P; paraj=1,....k e Y Pj=1.

Entao, para simular a varidvel aleatéria discreta D, considera-se uma
varidvel aleatéria uniformemente U distribuida entre (0,1), e faz-se

(

di, seU < Py,
dQ, S€P1§U<P1+P2,

Jj-1 J

dj, se Y P<U<Y P,

i=1 =1

Como

P(D=d) (Zg Z)—

pode-se concluir que D tem a distribuicao de probabilidade desejada.

2.5.1
Determinacao do grau do simbolo codificado

Usando o método das transformagoes inversas, é feita a determinacao do
grau (numero de vizinhos) dos simbolos codificados a partir de um niimero
uniformemente distribuido entre 0 e 1. Basta adotar d; = j, onde j determina

o grau do simbolo codificado e P; = (7).
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De acordo com a codificagao de cédigos LT, o primeiro passo consiste na
determinacao do grau do simbolo a ser codificado. Portanto, utiliza-se o método
das transformagoes inversas para simular a distribui¢ao Séliton Robusta u(d),
armazenando para cada simbolo codificado um nimero U uniformemente
distribuido entre (0,1).

2.6
Escolha dos parametros da distribuicao Séliton Robusta

Esta secao apresenta simulagoes para a escolha dos parametros ¢ e
da distribuicao de graus Séliton Robusta. Os resultados da otimizagao desses
parametros sao verificados comparando-os aos resultados apresentados por
Mackay em [8].

Em todas as simulagoes, o nimero de simbolos necessarios para decodifi-
car com sucesso foi determinado. E fato que o niamero de simbolos codificados
que deve ser transmitido depende da probabilidade de apagamento do canal,
mas, para estes casos onde os parametros da distribuicido Séliton Robusta
vao ser determinados, considera-se um canal sem perdas. As simulacoes fo-
ram implementadas considerando k£ = 1000 (ntimero de simbolos de entrada)

e variando os parametros c e 9.

2.6.1
Resultados obtidos das simulacoes

O objetivo destas simulagoes é verificar a influéncia dos parametros da
distribuicao de graus Soéliton Robusta e encontrar os parametros operacionais

para o estudo do desempenho de codigos LT.

Primeiro, o valor operacional para a constante ¢ foi encontrado variando
tal valor, com uma probabilidade de falha constante de 6 = 0.1. Os resultados
destas simulacoes sao mostrados na Figura 2.7. Estes sao histogramas do
nimero de simbolos codificados que sao necessarios para decodificar a men-
sagem original com sucesso. Cada um dos histogramas mostrados foi obtido

apos 300 simulacoes para cada par de ¢ e 9.

De acordo com os histogramas mostrados na Figura 2.7, na Tabela
2.2 encontra-se indicado o nimero médio de simbolos necessarios para uma
decodificagao bem sucedida. Portanto, com estes resultados obtidos, é claro que

um valor operacional para a constante ¢ é 0.03, ja que com esse valor consegue-
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se em média um menor nimero de simbolos necessarios para a decodificagao e

uma boa distribuigao de tais valores.
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Figura 2.7: Histograma do ntimero de simbolos codificados necessarios para a
decodificagao com sucesso para distintos valores de ¢ (k = 1000, § = 0.1).

Tabela 2.2: Numero médio de simbolos necessérios a decodificagdo bem suce-
dida para distintos valores de ¢ (k = 1000, § = 0.1).

| §=01 |
[ 0.2 [ 0.1 [0.05]0.03]0.01]0.005 |
| média || 1394 [ 1240 | 1164 [ 1140 | 1176 | 1255 |

Em seguida, com este valor operacional de ¢ = 0.03 encontrado novas si-

mulagoes foram realizadas para encontrar o valor operacional de §. O resultado

de tal procedimento é mostrado na Figura 2.8 e na Tabela 2.3 onde encontra-se

indicado o nimero médio de simbolos necessarios a decodificacao bem sucedida

para distintos valores de § quando ¢ = 0.03. Pode-se observar que, para valores

de 0 igual a 0.5, 0.3, 0.2 e 0.1, o nimero médio de simbolos necessarios para

a decodificacao é quase o mesmo. Portanto, é possivel usar quaisquer desses

valores de § anteriormente mencionados. E importante observar e comentar
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que a andlise probabilistica para determinar § como limitante superior da
probabilidade de falha na decodificacao é muito pessimista, ja que a probabi-
lidade de falha real, geralmente, é muito menor que ¢ [6,15]. Por isso, cédigos
LT podem ser projetados com grandes valores de § e ainda apresentam bom
desempenho. Destas simulagoes, pode-se também observar que o parametro c
tem uma influéncia muito maior no desempenho e a obtencao operacional de

¢ é importante.

150 : 150

100 100

50 50

0 0
1000 1100 612%02 1300 1400 1000 1100 512%01 1300 1400

150 100
100
50
50

0 0

1000 1200 1400 1600 1000 1100 1200 1300 1400
6 =0.01 6 =0.001

100 100

50 : 1 50

0 0
1000 1100 1200 1300 1400 1100 1200 1300 1400 1500

Figura 2.8: Histograma do niimero de simbolos codificados necessarios para a
decodificacao com sucesso para distintos valores de ¢ (k = 1000, ¢ = 0.03).

Tabela 2.3: Nimero médio de simbolos necessérios a decodificagdo bem suce-
dida para distintos valores de ¢ (k = 1000, ¢ = 0.03).

| c=10.03 |

|9 05 | 03 [ 02 [ 0.1 |0.010.001 |

‘ média || 1129 | 1130 | 1133 | 1137 | 1173 | 1215 ‘

Ao longo da dissertacao, pacotes de tamanho k£ = 1000 serao usados
e os codigos LT utilizados farao uso da distribuicao Sdéliton Robusta com

parametros ¢ e ¢ iguais a 0.03 e 0.1 respectivamente, tendo em vista que se
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verificou, ao longo das simulagoes anteriores, que estes valores geram bons
cédigos LT. Considera-se um bom cédigo LT, aquele que é capaz de recuperar
a mensagem original a partir de um nimero de simbolos de saida n que é um
pouco maior (=~ 10%) que o nimero de simbolos de entrada k, que formam a

mensagem original (Para valores maiores de k, este percentual é menor).

2.7
Analise de desempenho

Nos cédigos LT, a probabilidade de sucesso na decodificagdo somente é
limitada se o niimero de simbolos de saida disponiveis ao receptor for limitado.
O que pode ocorrer é um maior tempo de espera para a decodificagao completa
da mensagem original (bloco de k simbolos de entrada). Para garantir o sucesso

na decodificacao, pelo menos n = k3 simbolos codificados devem ser recebidos.

Nesta secao é analisado o desempenho de cdodigos LT construidos com
uma distribuicao Séliton Robusta que como sera justificado no Capitulo 3
¢ mais apropriada do que a distribuicao Séliton Ideal. O estudo de cédigos
LT em canais com apagamento avalia o desempenho deste, tomando-se em

consideracao as caracteristicas do canal.

2.7.1
Desempenho em canais ideais

E analisado aqui o numero de simbolos codificados necessarios para a
decodificacao de cédigos LT em canais ideais (livres de perturbacoes). As
simulagoes foram feitas para diferentes valores de k (ntmero de simbolos
de entrada). Ao longo do processo de decodifica¢do, caso nao se obtivesse
sucesso, 0 receptor requisitava mais simbolos de saida ao transmissor. Tal
procedimento foi realizado com a finalidade de obter uma aproximagcao real
do nimero de simbolos necessarios a decodificagao bem sucedida. No caso de
uma implementagao pratica, nao existe necessidade de requisitar ao trans-
missor mais simbolos de saida, o decodificador comeca a decodificacao assim
que estima possuir simbolos suficientes para uma decodificacdo com sucesso.
Entretanto, s6 deixa de aceitar simbolos de saida provenientes do transmissor
quando a mensagem original for recuperada, eliminando assim a necessidade

de um canal reverso para requisitar mais simbolos de saida.

Em [14], aconselha-se que o nimero de simbolos extra requisitados ao
transmissor (G), quando ocorre uma falha na decodificagdo, seja G = Vk. Nas

simulagoes aqui realizadas, escolhe-se o valor G = 1 a fim de obter uma maior
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precisao a respeito do namero real de simbolos necessarios a decodificacao bem
sucedida. Na Tabela 2.4, encontram-se indicados o nimero médio de simbolos
necessarios a decodificacdo bem sucedida, para cada valor de k& em funcao dos

parametros ¢ = 0.03 e § = 0.1.

Tabela 2.4: Numero médio de simbolos necessérios a decodificagdo bem suce-
dida para distintos valores de k (¢ = 0.03, § = 0.1)
| c=003 e 6=0.1 |
k 100 | 500 | 1000 | 2000 | 3000
média | 137 | 594 | 1130 | 2204 | 3255

Cada uma das médias obtidas foi calculada apds 250 simulagoes para
cada valor de k. O nimero de simulagoes foi escolhido de maneira arbitraria,
tendo em vista que, o numero de simbolos de saida necessarios para a recu-
peracao da mensagem original, mostrou-se mais concentrado em torno do

valor médio exposto na Tabela 2.4.

Finalmente, na Figura 2.9 mostramos que o desempenho dos cédigos
LT melhora com o crescimento do tamanho do arquivo original, ou seja, a
relagdo entre o numero de simbolos de saida e de entrada (overhead) é menor
conforme o nimero de simbolos de entrada &k que formam o arquivo original a

ser transmitido vai aumentando.

14
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Figura 2.9: Desempenho do cédigo LT em canais ideais.
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2.7.2
Desempenho em canais com apagamento

O estudo do desempenho em canais com apagamento é importante, ja
que, como visto anteriormente, um canal que pode corromper ou perder pacotes
pode ser modelado como um canal com apagamento, quando se trata da
transmissao de pacotes em uma rede de comunicacao. Para isso, assume-se
que codigos detetores de erros (usados independentemente dos cédigos LT') sao
usados para detectar erros em um pacote, conforme ilustrado na Figura 2.10.
Caso um dado pacote contenha erros, o cédigo detector de erros é usado para
identificar o pacote que contém erros, tratando os mesmos como apagamentos.
Logo, os apagamentos sao descartados pelo decodificador LT. Assim, tem-se
unicamente duas possibilidades: o pacote é recebido completamente sem erros

ou ¢ descartado.

Codificador
Crome >

Codificador

l

Canal
ruidoso

|

Decodificador
CDE

Decodificador
B LT

Figura 2.10: Sistema com c6digos detetores de erros (CDE) usados em conjunto
com codigos LT.

A Figura 2.11 mostra a quantidade de simbolos necessarios para uma
decodificagao com sucesso, em funcao da probabilidade de apagamento do
canal. Pode-se perceber que, a medida que a probabilidade de apagamento
cresce, maior é a quantidade de simbolos codificados necessdrios para una
decodificacao bem sucedida. Isto é, quanto maior é a probabilidade de apaga-
mento, menos simbolos de saida chegam ao decodificador. E possivel observar
ademais que, para probabilidades de apagamento muito baixas, o nimero
de simbolos codificados necessarios para a decodificacdo bem sucedida tende
a ser uma constante igual a taxa minima do cédigo LT em uso, ou seja, o
nimero minimo de simbolos de saida necessarios para a decodificagao. Isso

acontece porque praticamente todos os pacotes enviados sao recebidos pelo
decodificador.

Para o caso considerado neste trabalho, cada simbolo é representado

por um bit, entdo o canal reduz-se ao canal binario com apagamento (BEC).
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As simulagoes foram feitas considerando & = 1000. O valor (1 + €)k =
Ok representa o numero médio de simbolos de saida necessarios para uma

decodificacao bem sucedida.

1.45 T T T

1.35

13

(1+e¢)

1.25

12

1.15

11 &—3 &—2 &—1
10 10 10 10 10

Probabilidade de apagamento do canal BEC

Figura 2.11: Desempenho do cédigo LT em canais com apagamento.

2.8
Comparacao com cédigos tradicionais para canais com apagamento

Tipicamente, os cédigos tradicionais para canais com apagamento sao
cédigos de bloco com taxa fixa, isto é, k simbolos de entrada sao usados
para gerar (n — k) simbolos redundantes para um total de n simbolos codi-
ficados, e a taxa do codigo é R = k/n. Tém-se sugerido o uso de cddigos
Reed-Solomon [16] e cédigos Tornado [27] para aplicacoes de distribuicao
de dados de maneira confidvel onde sdo requeridos cédigos para canais com
apagamento. Entretanto, existem severas limitagoes para implementar tais
codigos, por exemplo k e n sao limitados a valores razoavelmente pequenos ou
sao fixados antes que o processo de codificacao comece, sendo assim, melhor
a utilizacao de codigos LT. Entre as principais vantagens dos cédigos LT em

relacao aos codigos tradicionais, destacam-se:

e Tempo de codificacao e decodificagdo da ordem de kIn(k/0d).

e Capacidade de gerar um ntumero ilimitado de simbolos codificados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610752/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0610752/CA

Capitulo 2. Codigos LT 41

e Geracao de simbolos de saida em tempo real.

e Nao é necessario conhecer a priori a caracteristica do canal.

2.8.1
Cédigos Reed-Solomon

Os cédigos Reed-Solomon sao os melhores conhecidos como codigos
MDS (Mazimum Distance Separable). Uma grande vantagem dos cddigos
Reed-Solomon é que, sendo a mensagem original formada por k simbolos
de entrada, quaisquer k& dos m simbolos codificados gerados sao suficientes
para recuperar a mensagem original. Por outro lado, a desvantagem destes
cédigos é a limitagao a valores pequenos do nimero de simbolos de entrada
k e numero de simbolos de saida n, devido a considerac¢tes praticas como o
tempo de codificacio e decodificacao. No entanto, para estes codigos, a ordem
do Corpo de Galois em uso limita o nimero de simbolos de saida que podem
ser gerados. Em implementagbes préticas, um valor tipico para a ordem do

Corpo de Galois é 256, o qual limita n a 256 simbolos.

Essa limitagdo no numero de simbolos que podem ser gerados, fazem
que os codigos Reed-Solomon nao sejam apropriados para algumas aplicagoes
como, por exemplo, distribuicao de dados em grande quantidade sobre a
Internet. Para um valor baixo de n, pode acontecer de nao serem recebidos
os k simbolos necessarios a decodificacao. Nesse caso, o receptor terd que
esperar um outro ciclo de transmissao, recebendo um alto nimero de simbolos

duplicados, diminuindo a eficiéncia.

Na préatica, os codigos Reed-Solomon sao somente eficientes para valores
pequenos de k e n. Isto deve-se a que, para uma implementacao padrao destes
codigos, k(n — k)A/2 operagoes por simbolo sdo necessérias para produzir os

n simbolos codificados, onde A é o tamanho do corpo finito usado [2] [16].

2.8.2
Cédigos Tornado

Os c6digos Tornado [26] sao cédigos de bloco baseados em grafos espar-
sos irregulares. Estes cddigos podem ser projetados usando um alfabeto de

tamanho arbitrario.

A vantagem dos cédigos Tornado é que apresentam tempos de codi-
ficacdo e decodificacao que variam linearmente com o tamanho do arquivo a

ser codificado [2] [26]. Tais c6digos se assemelham aos cddigos LT, ja que usam
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uma regra similar na decodificagdo para recuperar os dados originais, isto é,
(1+¢€)k simbolos de saida devem ser recebidos para garantir uma decodificagao
com sucesso. Algumas das limitagoes destes codigos em relacdo aos cédigos
LT sao:

e Apresenta complexidades em sua estrutura. Os cédigos Tornado utilizam
uma sequéncia cascateada de grafos bipartidos entre muitas camadas de
simbolos, onde os simbolos de entrada encontram-se na primeira camada
e os simbolos redundantes encontram-se em cada camada subseqiiente.
Na préatica, é requerida a mesma estrutura grafica para ambos, codifica-
dor e decodificador, ou uma estrutura gréafica no codificador que logo é co-
municada ao decodificador. No entanto, este pré-processamento mostra-
se muito dispendioso na prética, sendo o tamanho da estrutura dos grafos
proporcional ao niimero de simbolos de saida n, necessitando-se de dife-
rentes estruturas de grafos para cada tamanho de arquivo. Ao contrério,
com o uso de cédigos de LT, o tinico pré-processamento necessario é o
calculo das distribui¢oes de graus usadas na codificagao.

e Impossibilidade de gerar mais simbolos codificados em tempo real, caso
nao sejam recebidos os (1 + €)k simbolos necessérios na decodificagao, ja
que k e n sao fixados antes do processo de codificacao. Pelo contrario, o
codificador LT pode gerar simbolos em tempo real até conseguir que a
decodificacao seja bem sucedida.

e Tem-se que conhecer a priori a caracteristica do canal em uso, ja que,
assim como os codigos Reed-Solomon, os cédigos Tornado devem ter
uma taxa pré-fixada. Assim, o que se faz na pratica é usar a maior proba-

bilidade de apagamento possivel para garantir o sucesso na decodificacao.

Os codigos Reed-Solomon e Tornado sao cédigos sistematicos, isto é,
todos os simbolos de entrada que formam o arquivo original aparecem expli-
citamente no bloco de simbolos da sequéncia codificada, enquanto que cédigos

LT em geral sao nao-sistematicos [6].
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