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Apêndices 
 
 
 
APÊNDICE A – Etapas de execução de um projeto split-plot para o 
exemplo de força de tensão do papel. 
 

Elaborando o projeto 

Utilizando um projeto fatorial geral, por se tratar de fatores com mais de 

dois níveis, conforme a Figura A.1, introduz-se o número de fatores a serem 

analisados no experimento. Sabe-se que o experimento apresenta dois fatores, 

entretanto, por sugestão do tutorial e para auxiliar na análise considera-se a 

replicação como um fator.  

 

 

Figura A.1 – Seleção do tipo de projeto para a execução do experimento split-plot. 
 

Dando continuidade ao projeto, na próxima tela introduz-se réplica para o 

nome do fator, com 3 níveis, denominados dia 1, dia 2 e dia 3, conforme 

apresentado na Figura A.2.  
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Figura A.2 – Inserção do nome e das características do fator A (Bloco). 
 

Clicando novamente no botão Continue, no canto direito inferior da tela 

, a próxima visualização refere-se ao fator B. Então se insere o nome 

do fator Preparação da polpa (Prep polpa), com os 3 níveis B1, B2 e B3, como 

na Figura A.3. 

 

Figura A.3 – Inserção do nome e das características do fator B (whole plot). 
 

O próximo passo é inserir o terceiro fator no projeto e nomeá-lo como 

Temperatura (Temp), com graus Fahrenheit (graus F) como unidades, 4 

níveis, especificados como 200, 225, 250 e 275 para os tratamentos (Figura A.4). 

Para reconhecer a natureza numérica desse fator, deve-se mudar a categoria dos 

contrastes para ordinal.  
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Figura A.4 – Inserção do nome e das características do fator C (Subplot). 
  

A tela seguinte solicita o número de replicações para o experimento. 

Como, para auxiliar na análise, réplica foi considerada como um fator, sugere-se 

utilizar o valor “1” para produzir 36 corridas (3x3x4 níveis dos três fatores) e 

prosseguir. Nota-se, no próximo passo, a solicitação do número de respostas para 

o experimento. Apesar de se medir apenas uma resposta no experimento, para 

efeito de análise, esta resposta será particionada em 4 opções com as respectivas 

unidades referentes ao problema, conforme a Figura A.5. As demais informações 

solicitadas na tela não são requisitos para a execução do experimento. 

 

 

Figura A.5 – Definição das quatro respostas a serem analisadas. 
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A tela do projeto se apresenta agora em ordem completamente aleatória. 

Como não é o caso, deve-se configurar a ordem de execução das corridas 

conforme a alocação das observações em relação aos fatores. As três figuras a 

seguir ilustram como deve ser o arranjo no software para que o projeto reflita a 

realidade. Primeiramente, ordena-se as corridas com base no fator “preparação da 

polpa” (Figura A.6). Em seguida, faz-se o mesmo procedimento, só que desta vez 

ordenando as corridas com base no fator “réplica” (Figura A.7). Por fim, na 

coluna “run”, atribui-se a reordenação das corridas com base na atual 

configuração (Figura A.8). 

 

 

Figura A.6 – Re-organização dos dados com base no fator B. 
 

 

 

Figura A.7 – Re-organização dos dados com base nos blocos. 
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Figura A.8 – Re-organização da ordem das corridas experimentais. 
 

Analisando os dados 

 Para que seja possível analisar um projeto split-plot no software Design 

Expert 7.1.4, é necessário criar ANOVA’s separadas, e isto é feito manualmente. 

Cria-se uma ANOVA para o tratamento whole plot (preparação da polpa), outra 

para o tratamento subplot (temperatura) e, finalmente a interação whole plot e 

subplot, para que individualmente cada uma seja testada corretamente. Ainda 

ajusta-se um modelo completo para ter o diagnóstico de significância e os gráficos 

do modelo, mas ignora-se a ANOVA do modelo completo. 

 
Figura A.9 – Arranjo do projeto spli-plot. 
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 Para se analisar inicialmente o efeito whole plot (B), deve-se clicar no 

rótulo referente ao nome no diretório Analysis na janela à esquerda. Logo em 

seguida, deve-se clicar no botão Effects, com o qual aparecerá a lista de efeitos do 

experimento. O software oferece quatro alternativas para designar os efeitos, 

dentre as quais: Model (“M”); Block (“b”); Error (“e”); Ignore (“X”). O 

tratamento whole plot deverá ser testado em relação a Réplica através da 

interação AB. Dessa forma, será selecionado para o modelo o fator B; como bloco, 

a Réplica; como erro, a interação AB; e serão ignorados do modelo os demais 

efeitos (Figura A.10). 

 

 

Figura A.10 – Lista de efeitos para o projeto whole-plot. 
 

 A seguir, seleciona-se o botão da ANOVA para analisar a significância 

dos tratamentos. Com base na Figura A.11, nota-se que o efeito whole plot 

(preparação da polpa) é significativo, uma vez que o p-value < 0,05. Aconselha-

se, neste ponto, a não analisar o diagnóstico (diagnostics) e os gráficos do modelo, 

visto que os modelos ainda estão incompletos nesta etapa.  
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Figura A.11 – ANOVA para o projeto whole plot. 
 
 
 Para analisar o tratamento subplot (temperatura), seleciona-se a guia 

subplot no diretório de Analysis e depois, clica-se no botão Effects. O tratamento 

subplot deve ser testado em relação à interação Réplica x Temperatura, isto é, a 

interação AC. Desse modo, a lista de efeitos deve estar configurada conforme a 

Figura A.12 (os fatores A e B definidos como bloco; o fator C selecionado para o 

modelo; a interação AC listada como erro; e as interações AB, BC e ABC 

ignoradas). Prosseguindo com a visualização da ANOVA (Figura A.13), é 

possível notar que o fator subplot (Temperatura) é significativo (p-value < 0,05). 

Novamente não se deve olhar o diagnóstico (diagnostics) e os gráficos do modelo, 

visto que, nesta etapa, os modelos ainda estão incompletos. 
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Figura A.12 – Lista de efeitos para o projeto subplot. 
 

 

 

Figura A.13 – ANOVA para o projeto subplot. 
  

No caso da interação whole plot x subplot, clica-se na opção interação no 

diretório de Analysis. Semelhante aos demais, no botão Effects, a interação BC 

deve ser testada em relação à interação ABC, logo esta é selecionada como erro. A 

réplica e os fatores B e C são considerados blocos. A interação BC é selecionada 

para o modelo, e os demais são ignorados, como mostrado na Figura A.14. Pela 

ANOVA (Figura A.15), observa-se que a interação BC é considerada não 

significativa pelo programa, visto que p-value > 0,05 em um valor limítrofe.  
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Dessa forma, pela proximidade do valor cabe ao experimentalista a decisão de 

ignorar a recomendação do software e considerar BC significativo.   

 

 

Figura A.14 – Lista de efeitos para o projeto de interação whole plot x subplot. 
 

 

Figura A.15 – ANOVA para a interação whole-plot x sub-plot. 
 

Antes que se avance para a fase final do projeto, devem ser levados em 

consideração alguns aspectos importantes, que justificam a análise estatística feita 

até o momento: 

• Em um experimento blocado as interações bloco versus tratamento 

são usadas para estimar o erro. 
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• Em um projeto blocado completamente aleatorizado, todas as 

interações bloco versus tratamento são combinadas em uma única 

estimativa do erro. 

• Em um projeto split-plot, devido às restrições quanto à 

aleatorização, determinadas interações bloco versus tratamento 

devem ser designadas para estimar o erro de um tratamento 

particular que esteja sendo testado. 

 

Com base nestas justificativas, as análises de variância executadas até o 

momento neste projeto experimental foram: o tratamento whole plot (preparação 

da polpa) em relação à interação AB (bloco versus preparação da polpa); o 

tratamento subplot (temperatura) em relação à interação AC (bloco versus 

temperatura); e, por fim, a interação BC (polpa versus temperatura) em relação à 

interação ABC (bloco versus polpa versus temperatura). 

Para que seja possível obter diagnósticos significativos e a análise gráfica 

do modelo, deve-se ajustar o modelo completo (Figura A.16), selecionando-se os 

fatores B, C e a interação BC para o modelo; A como bloco; e os demais fatores 

como erro. Por conseguinte, faz-se a análise do diagnóstico e dos gráficos do 

modelo, desconsiderando-se a ANOVA. 

 

Figura A.16 – Lista de efeitos para o projeto completo. 
 

Diagnóstico e influência dos resíduos 

 

• Gráfico da Normal x Resíduos: este gráfico tem a finalidade de identificar 

alguma alteração no que tange a normalidade e a presença de observações 
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atípicas. Pode-se analisar, para o experimento em questão, segundo a 

Figura A.17, que não há indícios de observações atípicas e de perda de 

normalidade uma vez que os valores dos resíduos estão uniformemente 

dispostos sobre a reta. 
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Figura A.17 – Gráfico de probabilidade normal para o experimento da polpa de papel. 
 

• Gráfico de Resíduos x Diagnóstico (Valores previstos): As características 

importantes que este gráfico permite avaliar são: a adequação do modelo 

quanto à variância constante e a aditividade. Dessa forma, analisando o 

gráfico da Figura A.18 obtido para o experimento em questão, é possível 

identificar que não há indícios de padrão de comportamento estabelecido 

pelas observações, o que permite concluir que a variância é constante. No 

que tange a aditividade, pode-se observar que os valores estão distribuídos 

de modo uniforme em torno de zero, mas não se deve assegurar a 

aditividade dos efeitos. 
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Figura A.18 – Gráfico dos resíduos versus os valores previstos. 
 

• Gráfico da Distância de Cook (Cook’s Distance - Di): Para analisar a 

influência dos resíduos é possível destacar na observação do gráfico 

abaixo que não há valores de resíduos maiores ou iguais a 0,5 (Di≥ 0,5), 

logo se confirma a ausência de observações influentes (outlier). Ressalta-

se que quanto maior este resíduo (Valores de Di ≥ 0,5) mais influente a 

observação será para o modelo. 
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Figura A.19 – Gráfico da distância de Cook para o experimento split-plot. 
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APÊNDICE B – Lista dos efeitos whole-plot para análise do gráfico 
half-normal. 
 
 
 
 

 
 
Figura B.1 – Lista dos efeitos whole-plot para análise do gráfico half-normal. 
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APÊNDICE C – Lista dos efeitos whole-plot para análise do gráfico 
half-normal após seleção dos efeitos significativos. 
 
 
 
 

 
 
Figura C.1 – Lista dos efeitos whole-plot para análise do gráfico half-normal após 
seleção dos efeitos significativos 
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APÊNDICE D - Lista dos efeitos sub-plot para análise do gráfico half-

normal 
 
 
 
 

 
 

Figura D.1 – Lista dos efeitos sub-plot para análise do gráfico half-normal. 
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APÊNDICE E - Lista dos efeitos sub-plot para análise do gráfico half-

normal após seleção dos efeitos significativos. 
 
 
 
 

 
Figura E.1 – Lista dos efeitos sub-plot para análise do gráfico half-normal após 
seleção dos efeitos significativos. 
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Anexos 
 
 

ANEXO A – Revisão de regressão linear e procedimento para cálculo de 

intervalo de confiança para a média da resposta e de intervalo de 

previsão para uma futura resposta (Vieira, 2004). 
 

A.1 Regressão Linear  

 A análise de regressão linear procura estabelecer a relação entre uma 

variável de resposta y e um conjunto de variáveis independentes x1, x2, ..., xk. 

Entende-se por variável de resposta uma medida de desempenho ou uma 

característica da qualidade de um produto ou um processo produtivo, os quais são 

influenciados pelas variáveis independentes, que também podem ser chamadas de 

variáveis de regressão. O termo “linear” é utilizado pelo fato de a equação da 

variável de resposta y representar uma função linear dos parâmetros 

desconhecidos β0, β1, β2, ..., βk, como será visto a seguir. 

 

A.1.1 Função de Resposta 

 Quando um produto ou um processo possui uma resposta y que depende 

das variáveis de entrada controláveis x1, x2, ..., xk, diz-se que há uma relação 

funcional entre y e x1, x2, ..., xk, que pode ser representada da seguinte forma: 

 ( ) εβββ += kk xxxfy ,,,,,,, 2121 ……  (A.1) 

sendo o termo ε o erro, que representa outras fontes de variabilidade não 

consideradas em f, como erros de medição da resposta ou outras variações 

inerentes ao processo ou sistema. 

 Geralmente, a relação funcional apresentada na Equação (A.1) não é 

conhecida, o que propicia a utilização de modelos lineares de regressão, que 

podem ter a seguinte representação: 

 εββββ +++++= kk xxxy …22110  (A.2) 

onde os parâmetros desconhecidos, β0, β1, β2, ..., βk, são chamados de coeficientes 

de regressão. 

 Os modelos aparentemente mais complexos também podem ser 

representados pelo modelo apresentado na Equação (A.2). Como exemplo, 
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considere a adição de um termo de interação a um modelo de primeira ordem com 

duas variáveis, ou seja, 

 εββββ ++++= 211222110 xxxxy  (A.3) 

Se for feita uma substituição do tipo x3 = x1x2 e β3 = β12, o modelo apresentado na 

equação (A.3) pode ser escrito da seguinte forma: 

 εββββ ++++= 3322110 xxxy  (A.4) 

que tem a mesma forma da Equação (A.2). 

Da mesma forma, considerando um modelo de segunda ordem com duas 

variáveis, tem-se 

 εββββββ ++++++= 2
222

2
111211222110 xxxxxxy  (A.5) 

Fazendo uma substituição do tipo 2
13 xx = , 2

24 xx = , x5 = x1x2, β3 = β11, β4 = β22 e 

β5 = β12, o modelo da Equação (I.5) fica da seguinte forma: 

 εββββββ ++++++= 55443322110 xxxxxy  (A.6) 

que também é um modelo de regressão linear. 

 A seguir, serão apresentados métodos para estimar os parâmetros dos 

modelos de regressão linear e para testar a significância dos coeficientes, o que é 

freqüentemente chamado de ajuste do modelo. 

 

A.1.2 Estimação dos Parâmetros nos Modelos de Regressão Linear 

 

 O método dos mínimos quadrados é o método clássico de estimação dos 

parâmetros dos modelos de regressão linear. 

 Considere n > k observações da variável de resposta, ou seja, y1, y2, ..., yn, 

sendo que, para cada resposta, tem-se as observações das variáveis de regressão, 

como mostrado na Tabela A.1. 

 Escrevendo a Equação (A.2) utilizando os dados apresentados na Tabela 

A.1, tem-se 

 nixxxy ikikiii ,,2,1,22110 …… =+++++= εββββ  (A.7) 

 Assume-se que o erro εi são variáveis aleatórias independentes, com média 

zero, ou seja, ( ) 0=iE ε , e variância constante igual a 2σ . 
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Tabela A.1 – Dados para o Modelo de Regressão Linear 

 

x1 x2 ... xk y 

x11 x12 ... x1k y1 

x21 x22 ... x2k y2 

. .  . . 

. .  . . 

. .  . . 

xn1 xn2 ... xnk yn 

 

 

 Na forma matricial, a Equação (A.7) é representada da seguinte forma: 

 εXβy +=  (A.8) 

onde 
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Nesse caso, y é um vetor n × 1 das observações, X é uma matriz n × p ( p = k + 1) 

dos níveis das variáveis independentes, β é um vetor p × 1 dos coeficientes de 

regressão e ε é um vetor n × 1 dos erros aleatórios. 

 O método dos mínimos quadrados escolhe os β’s na Equação (A.7) de tal 

forma que a soma dos quadrados dos erros εi sejam minimizados. Para isso, 

define-se primeiramente a função de mínimos quadrados L. 

 ( ) ( ) XβXβXβyyXβyyXβyXβyεε ′′+′−′′−′=−′−=′==∑
=

n

i
iL

1

2ε  

Sabendo que yXβ ′′  é uma matriz 1 × 1, a sua transposta yβX ′  é ela própria. Com 

isso, a função L pode ser expressa da seguinte forma: 

 XβXβyXβ2yy ′′+′′−′=L  (A.9) 

Como a função L deve ser minimizada em relação a β, os estimadores de mínimos 

quadrados, ou seja, β̂ , deve satisfazer a 
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 0ˆ
ˆ

=′+′−=
∂
∂ βXX2yX2
β β

L  

Simplificando, 

 yXβXX ′=′ ˆ  (A.10) 

A Equação (A.10) é o conjunto de equações normais de mínimos quadrados 

representados na forma matricial. Desde que XX′  seja positiva definida, pode-se 

resolver a Equação (A.10) multiplicando ambos os seus membros por ( ) 1−′XX . 

Dessa forma, os estimadores de mínimos quadrados de β são 

 ( ) yXXXβ 1 ′′= −ˆ  (A.11) 

e o modelo de regressão ajustado é 

 βXy ˆˆ =  (A.12) 

Na forma escalar, o modelo ajustado é 

 nixββy
k

j
ijji ,,2,1,ˆˆˆ

1
0 …=+= ∑

=

 (A.13) 

A diferença entre a observação yi e o valor ajustado iŷ é o resíduo. Com isso, o 

vetor n × 1 dos resíduos é 

 yye ˆ−=  (A.14) 

 Nos modelos de regressão linear, o método dos mínimos quadrados produz 

estimadores não enviesados dos parâmetros β. Portanto, ( ) ββ =ˆE  (Myers e 

Montgomery, 2002, pág. 25). 

 A variância de β̂  pode ser obtida a partir da matriz de variância-

covariância: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′

−−= βββββ ˆˆˆˆˆvar EEE  (A.15) 

que é uma matriz simétrica p × p, cujo i-ésimo elemento da diagonal principal é a 

variância de βi e o elemento (ij) é a covariância entre βi e βj. A matriz de 

covariância de β̂  é (Myers e Montgomery, 2002, pág. 27): 

 ( ) ( ) 12ˆvar −′= XXβ σ  (A.16) 

 O estimador dos mínimos quadrados de β é um estimador linear não 

enviesado e de variância mínima, o que lhe confere o titulo de melhor estimador 

linear não enviesado. 
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 Pode-se demonstrar (Myers e Montgomery, 2002, pág. 27) que a 

estimativa da variância 2σ  do erro ε é relação entre a soma dos quadrados dos 

resíduos SSE pelo numero de graus de liberdade (n – p), ou seja: 

 
pn

SS E

−
=2σ̂  (A.17) 

sendo a soma dos quadrados dos resíduos obtida da seguinte forma: 

 ( )∑
=

−=
n

i
iiE yySS

1

2ˆ  (A.18) 

 

A.2 Intervalos para a Média e para a Previsão da Resposta  

  

Dado um ponto kxxx 00201 ,,, … , no espaço das variáveis regressoras, tem-

se o vetor 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kx

x
x

0

02

01

0

1

#
x  

pode-se obter um intervalo de confiança para a média da resposta e o intervalo de 

previsão para uma futura observação de um valor individual da resposta. 

 

A.2.1 Intervalo de Confiança para a Média da Resposta 

 

 A média da resposta no ponto x0 é 

 kky xxx 00220110| ββββμ ++++= …
0x  

 O estimador da média da resposta neste ponto é 

 ( ) βxxx
ˆˆˆ 00| 0
′== yyμ  (A.24) 

 O estimador não é enviesado, pois 

 [ ] ( )
00 |00|

ˆˆ xx βxβx yy EE μμ =′=′=  

 A variância do estimador da média da resposta é 

 [ ] ( )[ ] ( )βxxx
ˆvarˆvarˆvar 00|y 0
′== yμ  (A.25) 

 Na Equação (2.16) tem-se que: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611755/CA



  
98

 ( ) ( ) 12ˆvar −′= XXβ σ  

 Então, 

 [ ] ( ) 0
1

0
2

|y 0
ˆvar xXXxx

−′′= σμ  

 Como a distribuição de y é normal, o quociente 

 ( )
0

00

|

||

ˆvar
ˆ

x

xx

y

yyt
μ
μμ −

=  (A.26) 

tem distribuição t com (n – p) graus de liberdade. 

 Portanto, para um intervalo de confiança de 100(1 – α)% tem-se que: 

 ( ) pnpn
tt

y

yy
−−

≤
−

≤−
,2

0

00

,2

|

||

ˆvar

ˆ
αα μ

μμ

x

xx  (A.27) 

 Nas Equações (A.24) e (A.25) tem-se que ( )00| ˆˆ xx yy =μ  e 

[ ] ( ) 0
1

0
2

|y 0
ˆvar xXXxx

−′′= σμ . 

 Substituindo em (A.27) tem-se que: 

 
( )

( )
pn

y
pn t

y
t −−− ≤

′′

−
≤− ,2

0
1

0
2

|
,2

0
ˆ

αα
σ

μ

xXXx

x x0 . 

O que é equivalente a 

 
( ) ( )

( ) ( ) 0
1

0
2

,2

|0
1

0
2

,2

ˆ

ˆ
0

xXXxx

xXXxx

0

x0

−
−

−
−

′′+≤

≤′′−

σ

μσ

α

α

pn

ypn

ty

ty
 (A.28) 

que é o intervalo de confiança de 100(1 – α)% para a média da resposta no ponto 

kxxx 00201 ,,, … . 

 

A.2.2 Intervalo de Previsão para uma Futura Resposta 

 

 O modelo no ponto x0 é 

 ( ) εββββ +++++= kk xxxy 002201100
ˆˆˆˆ …x  ou 

 ( ) εβxx +′= ˆ
00y  

 A estimativa de uma nova resposta neste ponto é a mesma estimativa da 

média: 

 ( )[ ] βxx ˆ
00 ′=yE  

 A variância de uma nova resposta neste ponto é 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611755/CA



  
99

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0

1
0

2
000 varˆvarˆvarvar σσ +′′=+′=+′= − xXXxεβxεβxxy  

ou 

 ( )[ ] ( )( )1var 0
1

0
2

0 +′′= − xXXxx σy  (A.29) 

e o intervalo de 100(1 – α)% de probabilidade para uma nova resposta no ponto 

kxxx 00201 ,,, …  é 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]0,200,2 varˆvarˆ xxxxx 00 ytyyyty pnpn −− +≤≤− αα  

 
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ]1ˆ

1ˆ

0
1

0
2

,2

00
1

0
2

,2

+′′+≤

≤+′′−

−
−

−
−

xXXxx

xxXXxx

0

0

σ

σ

α

α

pn

pn

ty

yty
 (A.30) 
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