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O Método de Alocacao de Shapley

Este capitulo ¢ dividido em duas partes. A primeira apresenta o método de
beneficios incrementais a medida que os agentes vao entrando na coalizao, ou seja,
atribui a cada agente a diferenca entre o beneficio do conjunto apods sua entrada na
coalizdo. Em termos praticos calcula-se a Capacidade de Suprimento da Demanda do
sistema com e sem o gerador. A diferenca ¢ a contribuicao do gerador para o sistema.

Mostra-se que este método sofre total influéncia da ordem de entrada dos agentes.

Na segunda parte ¢ introduzido o método de Shapley (ou valor de Shapley),
que foi o método que deu origem ao método Aumann-Shapley (AS). O método de
Shapley resolve o problema do efeito da ordem de entrada do agente alocando a cada
um deles a média das alocagdes incrementais para todas as permutacdes possiveis na
ordem de entrada. Mostra-se que este método pode se tornar computacionalmente
inviavel visto o grande numero de permutagdes possiveis da ordem de entrada dos
agentes. Mostra-se também que este método ndo apresenta isonomia em relacdo ao
tamanho de agentes do mesmo tipo, o que faz com que os maiores sejam menos
sensiveis a ordem de entrada, e por isso sejam beneficiados. Outro conceito
interessante ¢ que o Valor de Shapley possui uma estreita relagdo com o equilibrio
competitivo em uma economia com muitos agentes. Uma demonstragdo rigorosa
desse fato pode ser encontrada em Aumann (1975) [46]. O resultado é conhecido

como teorema de valor de equivaléncia.

8.1

Método por Ganho Incremental

O método por ganho incremental aloca para cada usina a diferenca entre os
beneficios a medida que os agentes sdo adicionados sucessivamente ao sistema.
Portanto aloca-se para cada agente a diferenca entre o beneficio do conjunto quando a

usina entra, € beneficio total anterior, sem ela no sistema.
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Por exemplo, supondo uma ordem de entrada 1-2-3, o método por beneficio

incremental alocaria a cada agente:
¢1=A1 = f(1)
02 = A> = f(1,2) - (1) (8.1)
03 = As = f(1,2,3) - f(1,2)

A questdo que surge imediatamente ¢ o porqué da ordem 1-2-3, e ndo, por
exemplo, 3-1-2, ou qualquer outra permutacao. No caso da capacidade firme, por
exemplo, o incremento de uma usina em geral ¢ diferente quando ela entra nas tltimas
posicdes que quando entra nas primeiras. Portanto, todas as usinas sempre prefeririam

estar nas posicoes da ordenacdo que mais lhe favorecessem.

8.2
Método de Shapley

O método de Shapley nos fornece uma solucdo tnica e que sempre existe. Em

contraste com a solu¢ao do nucleo que nos fornece um conjunto de alocagoes.

Observe que o método de beneficio incremental apresentado na se¢do anterior
¢ sensivel a ordem de rotulacdo das usinas, por exemplo: o método apresenta
diferentes alocagdes quando consideramos os indices 1-2-3 e 2-3-1 para as mesmas

usinas, portanto as alocagdes nao sao simétricas.
A seguir vamos listar algumas propriedades desejadas de uma alocacao:
Propriedades:
(1) Eficiéncia - toda alocagdo eficiente ¢ um 6timo de Pareto e ndo ha desperdicio.

(2) Simetria — ndo importa a ordem que as usinas sdo apresentadas, a alocacao

deve ser invariante.

(3) Linearidade — as alocacdes sdo lineares em relagdo as capacidades firmes das

coalizoes de usinas.

(4) Agente Irrelevante — Caso uma usina I ndo contribua para o sistema, i.e.,

V(SuU{i})—Vv(S)=0, para toda coalizio S — N entdo sua alocagdo deve ser

nula.
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O método de Shapley fornece uma unica aloca¢do de capacidade firme que
satisfaz as quatro propriedades desejadas listadas acima. O valor de Shapley pode ser
interpretado com sendo o valor médio dos beneficios incrementais de inclusdo do
agente, levando em conta todas as sub-coalizdes que ndo contém este determinado
agente, inclusive a sub-coalizdo vazia. Supondo-se que a probabilidade de ocorréncia
de sub-coalizdes de diversos tamanhos seja igual, a alocagao de Shapley ¢ definida

formalmente através da seguinte expressao analitica:

o= Y W(D(s)—D(S\{i})), ieN (8.2)

VSCNies n!
onde:
I indexa as usinas
N grande coalizdo
S sub-coalizao
N nimero de elementos de N
S numero de elementos de S
D(.) fungdo caracteristica que representa o capacidade firme

O Valor de Shapley sempre existe, porém pode ndo pertencer ao nucleo. De

fato, mesmo quando um jogo possui um niicleo vazio o valor de Shapley existe.

8.2.1
O sentido de justica do Valor de Shapley

O Valor de Shapley pode ser visto como uma solucdo igualitaria da reparticdo
de beneficios. Para ganharmos intuicdo em que sentido a distribuicdo dos ganhos ¢

igualitaria considere o seguinte exemplo com duas usinas:

O jogo ¢ dado por: ({1,2},v), o ganho de capacidade firme com a cooperagao ¢:

v(il.2}) = v({I}) - v({2})
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Uma solucdo natural ¢ repartir o ganho igualitariamente entre as usinas, ou

seja, as usinas irao receber:
Shy =v({i) + %(V({IQ}) —v({IH)-v({2})) ,i=L2. (8.3)

Ou seja, o que a usina 1 ganha com a presenca da usina 2 ¢ o mesmo que a
usina 2 ganha com a presenca da usina 1. A divisdo de ganho ¢ ilustrada na figura

abaixo:

U; A

Shy, Shy)

v({2}) 45°

0 v(t1) N
{(ul,u2) :ul +u2 =v({1,2})}

Figura 8.1 — Divisao igualitaria dos ganhos com a cooperagao

Como estender tal idéia de igualitarismo para um sistema com N usinas?
Note que a equacao (8.3) pode ser reescrita como:
Sh, —v({1)) = Sh, —v({2}) (8.4)
Sh, + Sh, =v({1,2}) (8.5)
Ou seja, a solugdo do sistema acima ¢ a equacdo (8.4), note que a solugdo ¢
unica.
A equagido (8.4) diz que a diferenca Sh, —v({i)) (beneficio da cooperagdo) ¢ a
mesma para as usinas 1 e 2.

Neste ponto vamos estender a notagao das alocagdes da seguinte maneira:
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Sh,(S) representa a alocagdo de Shapley quando se restringe o jogo ao

conjunto de S usinas. Por exemplo, Sh, ({i})=Vv({i}).

Desta maneira torna-se natural a extensdo do sistema de equacdes (8.4) e (8.5).
Dado qualquer coalizdo S <N e usinas i e J pertencentes a S, 0 ganho da usina i com
a presenca da usina j na coalizdo S deve ser igual ao ganho da usina j com a

presenca da usina i na coalizdo S, i.e.:
Sh; (S) —Sh;(S\{]}) = Sh;(S)—Sh;(S\{i}) (8.6)
Vamos estender (8.4) da mesma maneira:

D sh, =v(S) (8.7)

meS

Em [29] mostra-se por inducdo que a resolucdo do sistema formado pelas

equacoes (8.7) e (8.8) leva a defini¢do de Shapley (8.2).

O ponto importante ¢ a idéia de igualitarismo que o sistema gerado (8.6) e
(8.7) produz, mostrando que as alocagdes de Shapley capturam tal sentido de

igualdade.

8.2.2

Principais resultados de Convexidade

Nesta secdo, exploraremos a propriedade de convexidade de um jogo. Note
que, o Valor de Shapley nao precisa estar contido no nucleo, por exemplo: tome um
nucleo vazio. Em [29] ¢ exemplificado que mesmo em um jogo com nucleo ndo vazio
o Valor de Shapley pode ndo pertencer ao nucleo. Porém sob condigdes de
convexidade, pode-se garantir que o Valor de Shapley pertence ao nicleo, conforme

visto a seguir:

Defini¢do de um jogo convexo: Um jogo (N,V) definido por N agentes e uma
func¢do caracteristica v ¢ dito convexo, se para todas subcoalizdes S e T tal que S T,

para qualquer agente i ¢ T tem-se:

V(S U i) = V(S) V(T Ufit)—v(T)
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Isto ¢, a contribui¢ao marginal do agente i ¢ maior em coalizdes maiores.

O Valor de Shapley pode ndo estar contido no nucleo, porém se um jogo ¢

convexo temos o seguinte resultado:

Proposi¢do: Se um jogo (N, V) ¢ convexo entdo o Valor de Shapley pertence ao

nucleo, em particular o nticleo ¢ ndo vazio.

8.3.1

Calculo de todas as permutacdes de ordem de entrada

O método de Shapley tenta eliminar as limitagdes do método de incremento de
beneficios através do célculo de todas as permutagdes da ordem de entrada possiveis,
como mostrado em um exemplo onde o valor do beneficio incremental do gerador em

da sub-coalizao ¢ dado por f, mostrado abaixo:

Tabela 8.1 — Alocagbes de Shapley

Ordem fQ) f@2 f@)
1,2,3 1 8 19
1,32 1 26 1
2,13 1 8 19
2,31 1 8 19
3,12 1 26 1
3,21 1 26 1
Média 1 17 10
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