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13 
Apêndice 
 

 

13.1  
Análise das restrições do problema de maximização da carga 

 

Maximização da Carga 

Max D         (13.1) 

s.a. 

 Drq
J

1j
jj δ≤∑

=
       (13.2) 

 )0,max(
1

∑
=

−≥
N

i
iijj CDr α , j = 1,…, J    (13.3) 

Na solução ótima D* e r* as restrições (13.2) e (13.3) estão ativas, i.e: 

*

1

* Drq
J

j
jj δ=∑

=

      

)0,max(
1

** ∑
=

−=
N

i
iijj CDr α , j = 1,…, J 

De fato, suponha que *
1

Drq
J

j
jj δ<∑

=

∗ . Para todo j, faça ε+= jj rr * , onde 

0*
1

* >−= ∑
=

J

j
jj rqDδε , ou seja, ε  é a folga da restrição (13.2). Note que 

ε+= *DD satisfaz as restrições (13.3). Logo, D* e r* não é uma solução ótima.  

 

Portanto, devemos ter a restrição (13.2) ativa. 

 

Seja Γ  o conjunto dos j em 1,..., J tal que )0,*max(*
1

∑
=

−>
N

i
iijj CDr α . 

Vamos supor que Γ  possui pelo menos um elemento. Para todo Γ∈j , faça 

ε−= jj rr * , onde  
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0}}0,max{*{min
2
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iijjj CDr αε .  

Para Γ∉j  faça εα.* += jj rr , 0>α . Para que os jr  sejam apenas uma 

redistribuição dos cortes de carga devemos ter *Drqrq
j
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jj δ=+ ∑∑
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implica que *** Dqrqqrq
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0>=
∑
∑

Γ∉

Γ∈

j
j

j
j

q

q
α . 

Tomando }).,(min{* εαε+= DD  temos que D e jr  satisfazem as restrições 

do problema (13.1), logo D* e r* não é solução ótima.  

Portanto devemos ter a restrição (13.3) ativa. 

 

13.2  
Relação entre a LOLP e EENS 

 
Para um valor de demanda D a EENS é dada por: 

 EENS(D) = E[ max{0, D −  g} ] = ∫ −
D

g dGGfGD
0

)()(               (10.4)  

 
e a probabilidade de perda de carga é dada por: 
 

 LOLP(D) = P[g < D] = ∫
D

g dGGf
0

)(                  (10.5) 

 
onde  f é a função de densidade de probabilidade da variável aleatória de geração g . 
 
Vamos demonstrar agora que a LOLP é a derivada da EENS com respeito à demanda. 
 

 LOLP(D) =
D

DEENS
∂

∂ )(                 (10.6) 

 
Expandindo a expressão (10.4)  temos: 
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 EENS(D) = D ∫
D

dxxf
0

)( - ∫
D

dxxxf
0

)(        (10.7) 

 
Derivando com respeito a D, e lembrando que se: 
 

 g(D) = ∫
D

dxxf
0

)(  

 
então g'(D) = f(D), temos que: 
 

 
D

DEENS
∂

∂ )( = D f(D) + ∫
D

dxxf
0

)(  - D f(D) = ∫
D

dxxf
0

)(              (10.8) 

 
que é a expressão da LOLP.  
 

13.3  
CVaR como um operador linear 

         

Considere a seguinte função: 

H(a) = 
)1(

][
α−
−−

+
+agDEa  

Inicialmente vamos mostrar que: 

CVARα(D-g) = )x(H)a(HMin
a α=  

Note que H(.) em xα é o CVaRα(D-g), de fato: 

H(xα) = =
−
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} /{} /{} /{
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α
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αα

−

−
=

−

−+−−
=

∑∑∑
≥−≥−≥−  = CVaRα(D-g) 

 

O número de cenários s tais que {D – gs ≥ xα} = #{s: D – gs ≥xα}=(1-α)S. 

a)Suponha que a < xα: 
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b) Suponha que a > xα: 
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Assim, obtemos o resultado: 

H(a) ≥ CVARα(D-g)  para qualquer a e H(xα) = CVARα(D-g).. 
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13.4  
CVaR como aproximação convexa do VaR 
 

Queremos encontrar uma função G(D) convexa em D, tal que 

)0()( >≥ DrPDG , ou seja, uma aproximação convexa conservativa para a restrição 

em Probabilidade. Conservativa, pois  

se α≤)(DG  então α≤> )0( DrP   (10.9) 

Ou seja, restringe mais o espaço de decisões D. 

Note que,  

)](1[)0( ),0( DD RErP ∞=>       (10.10) 

Tome )( Drϕ  uma função convexa qualquer não decrescente tal que 

)(1)( ),0( DD rr ∞≥ϕ . Da equação (13.10) temos: 

)](1[)]([ ),0( DD rErE ∞≥ϕ       (10.11) 

Por construção )]([ DrE ϕ é um limite superior para a equação (13.10).  A 

construção do limite superior depende da função (.)ϕ escolhida, qual seria a melhor 

escolha para (.)ϕ  de forma que o limite superior seja o mais próximo possível da 

restrição em probabilidade. 

Caso trivial 0)0(' =+ϕ então 1)0()( =≥ ϕϕ z para todo ℜ∈z . Vamos assumir 

que 0)0(' >= +ϕt , logo ++=+≥ ]1[)0,1max()( tztzzϕ . Portanto, ++ ]1[ tz é a menor 

função convexa não decrescente que aproxima o degrau )(1 ),0( z∞  superiormente.  
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Figura 13.1 – Ilustração da melhor aproximação convexa para )(1 ),0( z∞ . 

 

Fazendo ++= ]1[)( DD trrϕ no limite superior queremos que G(D) ≤α, então: 

α≤+ +]1[ DtrE    (10.12) 

Tomando o inf na desigualdade temos: 

α≤+ +

>
}]1[{inf

0 Dt
trE    (10.13) 

Rearranjando os termos: 

0}]1[{inf
0

≤−+ +

>
trtE Dt

α   (10.14) 

Fazendo tt /1: −= e dividindo por α chegamos a seguinte expressão: 

0}][1{inf ≤−+ +

ℜ∈
trEt Dt α

  (10.15) 

A expressão (13.15) equivale a 0)( ≤DrCVaRα .  

Portanto, o CVaR é uma aproximação convexa da restrição em probabilidade 

VaR.  

 

ϕ(z) 
[1+tz]+ 

0

1 

z 
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