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Apéndice

13.1

Andélise das restricdes do problema de maximizagdo da carga

Maximizagdo da Carga

Max D (13.1)
S.a.
J
qjrj <3D (13.2)
j=1
N
r; 2max(D—-Y ;C;,0),j=1,...,] (13.3)

i=1
Na solugao 6tima D* e r* as restri¢coes (13.2) e (13.3) estdo ativas, i.e:

J
qur;‘ =D’

j=1

N
rj =max(D" - ;C;,0),j=1,...,]

i=l

J
De fato, suponha que qurj* <dD*. Para todo J, faca r; =r*; +¢, onde
j=1

J
g:éD*—qurj* >0, ou seja, ¢ ¢ a folga da restricio (13.2). Note que
j=1

D = D * +¢ satisfaz as restrigdes (13.3). Logo, D* e r* ndo ¢ uma solugdo 6tima.

Portanto, devemos ter a restricéo (13.2) ativa.

N
Seja I' o conjunto dos j em 1,..., J tal que r*, >max(D*—ZaijCi,O).

i=1
Vamos supor que I' possui pelo menos um elemento. Para todo jeI', faca

r,=r* —¢,onde
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1 . N
P ZEmij{r*j —max{D—;aijci,O}} >0.
Para jg¢T faga r,=r* +a.c, a>0. Para que osr; sejam apenas uma

redistribuicdo dos cortes de carga devemos ter Zq il +Zq i, =dD* o que
jer jel

implica que ) q;r/ =D q,e+>.0;f; +D.qae=D* > > q,e=) q,a¢,
jer jer jel' jel jel jer
logo
2.9

jel
a=X—>0.

2.9,

jel'

Tomando D =D *+(min{e,a.¢}) temos que D e r; satisfazem as restri¢des

do problema (13.1), logo D* e r* ndo ¢ solugao 6tima.

Portanto devemos ter a restri¢éao (13.3) ativa.

13.2
Relacao entre a LOLP e EENS

Para um valor de demanda D a EENS ¢ dada por:
D
EENS(D) = E[ max{0, D — g} ] = [(D-G)f,(G)dG (10.4)
0

e a probabilidade de perda de carga ¢ dada por:
D
LOLP(D) = P[g < D] = j f,(G)dG (10.5)
0

onde f ¢ a fungdo de densidade de probabilidade da variavel aleatdria de geragdo g .
Vamos demonstrar agora que a LOLP ¢ a derivada da EENS com respeito a demanda.

OEENS(D)

LoLP(D) = D

(10.6)

Expandindo a expressao (10.4) temos:
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D D
EENS(D) =D I f(x)dx -_[xf (x)dx (10.7)
0 0
Derivando com respeito a D, e lembrando que se:
D
gD) = If(x)dx
0
entdo g'(D) = f(D), temos que:
D D
CEENS(D) _ , f(D) + j f(x)dx - D f(D) =j f (x)dx (10.8)
oD 0 0
que ¢é a expressao da LOLP.
13.3
CVaR como um operador linear
Considere a seguinte fungao:
H(a) = a+ P -9-8]"
(1-a)
Inicialmente vamos mostrar que:
CVARy(D-g) = MinH(a) = H(x )
Note que H(.) em x, € 0 CVaRy(D-g), de fato:
2.(D-9,-%,) X, (-a)S+ >(D-g,-x,)
H(X ) =X + {s/D—gg 2X, } — {s/D-gs>x,} _
T (1-a)S (1-a)S
X,(1-a)S— > x,+ > (D-g,) 2.(D-g,)
— {S/ngs Zxa} {S/Ds’gs szx} — {S/ngs Zxa} — CVaRa(D'g)

(1-a)S (1-a)S

O numero de cendrios S tais que {D — g > x4} = #{s: D — g5 >x4}=(1-00)S.

a)Suponha que a < X,

106
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H(a) =
Y (D-g,-a) a(l-a)S-a#{s/D-g,>a}+ Y (D-g,)
{s/D-g, >a} _ {s/D-g¢ >a} _
(1-a)S (1-a)S
al-a)S-a#{s/D-g,>a}+ >, (D-g)+ > (D-g,)
_ {s/a<D-gs<x,} {s/D—-gs>X, } >
(1-a)S B
a(l-a)S-a#{s/D-g, >a}+a#{s/a<D-g,<x,}+ > (D-g,)
> {s/D-gs>X,}
(1-a)S
a(l_a)s_a#{S/D_gs>Xa}+ Z(D_gs) Z(D_gs)
— {s/D-gs>X,} — {s/D-0gs>X, } =CVAR (D—g)
(1-a)S (1-a)S “

b) Suponha que a > x,;:

> .(D- gs—a) a(l-a)S-a#{s/D-g,>a}+ > (D-g,)

H(a) a+ {s/D-g, >a} _ {s/D-g,>a}
(1-a)S (1-a)S

a(l-a)S—a#{s/D-g,>a}l+ Y (D-g)—- D.(D-g,)
H (a) — {s/D-gs>X,} {s/x,<D-gs<a} >

(1-a)S

a(l-a)S —a#{s/D—-g, >a} + Z(D—gs)—a#{s/xa <D-g,<a}

{s/D—gs>X,}

i >
(1-a)S
a(l-a)S-a#{s/D-g,>x,}+ > (D-g)  (D-g,)
> {s/D-g, >X,} — 15/D70s >} =CVAR, (D-9)
> (1-a)S (1-a)S a

Assim, obtemos o resultado:

H(a) > CVARy(D-g) para qualquer a e H(xy) = CVARy(D-g)..
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13.4

CVaR como aproximacao convexa do VaR

Queremos encontrar uma fungdo G(D) convexa em D, tal que
G(D) = P(ry >0), ou seja, uma aproximagdo convexa conservativa para a restricao

em Probabilidade. Conservativa, pois
se G(D)<a entdo P(ry, >0) <« (10.9)

Ou seja, restringe mais o espago de decisdes D.
Note que,

P(r, >0)=E[l,..,(Rp)] (10.10)

Tome ¢(ry) uma funcdo convexa qualquer ndo decrescente tal que

o(ry) 21, (r5) . Da equagdo (13.10) temos:

Ele(rp)] 2 E[l(o,w)(ro)] (10.11)

Por constru¢do E[¢(r;)]¢ um limite superior para a equacdo (13.10). A
constru¢do do limite superior depende da funcdo ¢(.)escolhida, qual seria a melhor
escolha parag(.) de forma que o limite superior seja o mais proximo possivel da

restricdo em probabilidade.
Caso trivial @, (0) =0entdo ¢(z)> ¢(0)=1para todo z€R. Vamos assumir

que t=¢.(0)>0, logo ¢(z)>max(l1+tz,0)=[1+tz]". Portanto, [1+1z]"é a menor

fungio convexa ndo decrescente que aproxima o degrau 1, (z) superiormente.
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0(z)
[1+tz]"

v

Figura 13.1 — llustracdo da melhor aproximacao convexa paral(o,w)(z) .

Fazendo ¢(ry) =[1+try]" no limite superior queremos que G(D) <a., entdo:

E[l+try] <« (10.12)
Tomando o inf na desigualdade temos:

itr>10f{E[1+trD]+}£a (10.13)
Rearranjando os termos:

itrjof{E[l/tJerT —a/t}<0 (10.14)

Fazendo t:=—1/t e dividindo por « chegamos a seguinte expressao:

inf{t+lE[rD —]'1<0 (10.15)
(94

teR

A expressdo (13.15) equivale a CVaR(r;) <0.

Portanto, o CVaR ¢ uma aproximagdo convexa da restrigdo em probabilidade

VaR.
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