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Alocacdo de Aumann-Shapley

A primeira dificuldade para a aplicagdo do Valor de Shapley a sistemas
realistas ¢ de cunho computacional, pois o nimero de permutagdes cresce muito
rapidamente & medida que cresce o numero de agentes. Um desenvolvimento
posterior, chamado de alocagdo Aumann-Shapley [26], permitiu que se resolvessem
estes problemas. O método surgiu da idéia de “dividir” os recursos de cada agente em

varios segmentos, e aplicar o esquema de Shapley como se cada segmento fosse um

agente individual.

A primeira vista, as dificuldades computacionais seriam ainda maiores, pois o
nimero de agentes e, portanto, de permutagdes aumentaria consideravelmente.
Entretanto, no limite, quando o tamanho dos subagentes tende para zero, pode-se
mostrar (ver [20]) que o procedimento acima tende para uma expressdo analitica

fechada para a alocagdo de AS.

9.1

Divisdo dos Agentes

Note que, neste caso como dividiriamos os agentes, ja que os agentes
(geradores) sdo varidveis aleatorias que em um estado ndo geram (equipamento falha)
e em outro estado geram até a sua capacidade maxima. Uma maneira natural de
dividir os geradores seria, por exemplo: dividir um gerador em duas partes e cada
parte possuiria a mesma distribuicao de probabilidade do gerador original tal que a
soma das capacidades maximas de cada gerador de a capacidade maxima do gerador
original. Note que, como os subagentes sdo varidveis aleatdrias, a soma dos
subagentes resulta em uma variavel aleatéria por convolugdo diferente da varidvel

aleatoria, gerador original. Como fazer entdo a reparticdo dos agentes em subagentes?

A solugdo para isso € considerarmos os agentes ndo como geradores, mas sim
como as capacidades em cada cenario. Isto pode parecer simples, mas tem uma

diferenga conceitual enorme, ja que os agentes ndo sdo mais variaveis aleatorias.
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O método de alocagdo de Aumann-Shapley pode ser visto como um processo
limite de particdo dos agentes em subagentes e da permutacao da ordem de entrada
quando o tamanho de cada sub-agente tende a zero. Por simplicidade, vamos

considerar duas usinas A e B, a generalizac¢do para o caso com N usinas ¢ imediata.

9.2

O processo limite

Seja P, Pg a capacidade total em MW do agente A e¢ B respectivamente,
podemos dividir as usinas A ¢ B em pequenas usinas de capacidade A. Assim, a usina
A ¢ composta de N unidades geradoras de capacidade A e a usina B € composta de N,

unidades de poténcia A, conforme ilustrado na figura a seguir:

| .
I | e [ |  Nzusinas

Figura 9.1 — Particdo das usinas

Seja N = N; + N, o nimero total de unidades geradoras, entdo o numero de

combinagdes das usinas ¢ dado por G:II J . Por exemplo, suponha que N; =2, N, = 1.
1

Neste caso temos as seguintes alternativas:

AAB; ABA; BAA

onde A representa a particdo correspondente ao agente A, e B representa a
particdo correspondente ao agente B. Podemos fazer uma analogia das ordens de

entrada das usinas com caminhos no espago bidimensional.

Seja T a capacidade firme de cada subcoalizdo. Na figura 9.2 ¢ ilustrado o caso

para N;=2, N, = 1. Ao longo de cada caminho o a média dos beneficios marginais de
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cada agente ¢ computada por Tx, T. Por exemplo, a média do beneficio marginal

para o caminho mostrado na figura 9.2 ¢é:

A = (a—T(A,O)A+a—T(2A,A)A) / Pa 9.1)
ox ox
- T
7% = (ZL(A,0)A) / P 9.2)
oy
B
A
Caminho correspondente a
ordem ABA
A (Pa.Pp)
A
A >
A

Figura 9.2 — Caminho correspondente a ordem ABA

A média do beneficio marginal ao longo do caminho ¢ dada por:

7o =(ZF%) /N, (9.3)

g =(XTR)/Ng (9.4)

N
onde N, ¢ o nimero de caminhos (N, = (N J ).
1

A alocag¢ao de Aumann-Shapley ¢ obtida fazendo o limite A — 0. Observe que
(9.3) e (9.4) podem ser interpretados como valores esperados de fungdes de variaveis
aleatorias discretas e quando A — 0, N, N;, N, — oo. Fazendo os limites, vamos
calcular Tp, Tg. Primeiramente selecione um ponto no espago bidimensional
(TA>TR), 0<tp <Pp,0<1tg<Pg,sejak; =1 /A ka=15/A. Considere todos
os caminhos possiveis que passem por (kjAk,A) e ((k;+1)Ak,A). O numero de tais

caminhos ¢ dado por:
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ki +kp)(N-(k;+kp)—1 N; -k
( j( = N(kj,ky)—t—Ll 9.5)
kl Nl_kl_l N—(kl +k2)
onde,
ki +k N-(ky;+kj)
N(kiks ) = ( : 2)( 1 2} (9.6)
ky N; -k
%, pode ser escrito como:
-k N(kq,k

iy = Ny -k Nk, Z)a—T(klA,sz)A ©.7)

Pa (kl,kz)N_(kl +k2) Na ox
Fazendo k = k; + k; temos:
~ 1 N k N;-k; N(k;,k—-k;)oT
iy = -3 (3 K R T A -kpaya) ©0.8)

PA k=1 k=1 N-k N, ox
Note que,

) Gl
N(ky,k—k ki AN; -k k; Ak—k
(k; D) _ AN k) Ak I ©.9)
Ny (N (Nj
N, k

¢ uma distribuicao hipergeométrica.

84

Sejap=N;/N=Ps/(Pp+Pg)comoN; =P,/ A, N,=Pg/AeN=N;+N,.

a distribuicao hipergeométrica tende para uma distribui¢do binomial de parametro

(k,p). Com esse resultado e utilizando o fato que

N; -k

N
—>—L asN|, N > o
N-k N

Da teoria da probabilidade sabe-se que como N — oo, N; — oo, mantendo p constante,
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_1, OT
Jp“(l—p)k K122 (1A, (k =k )A)A) (9.10)
Pao N o1 k=1 ox

Da definicao de k, ki, ko, temos:

k (k 1, OT
> ( jpkla—p)k K122 (kAL (k= Kk )A) =
k=11 Ox

kK (k) g k—k; OT T T
11— I —(k;—=,(k-k{)—
klzzl(kljp (-9 T £ k-
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Onde,

T = TA TTR;

Sk = ¢ a soma de k varidveis aleatdrias com probabilidade p de sucesso e

distribui¢ao de bernoulli.

Esk [] = ¢ o valor esperado com respeito a variavel aleatdria Sy

Pela lei dos Grandes numeros [11],

Sk
P(=X - p)=1
(k p)

T
Vamos supor que % , fazendo k — oo temos:

S S
Esk{a—z(f@(l—f)rﬂ - Z—I(pr,(l—p)r) = Z—I(kpA,(l—p)kA) (9.11)

85


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610760/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0610760/CA

86

N 1 Ny N

Fa = == (kpA,k(1- p)A)A 9.11
A PANkzla(p (1-p)A) (9.11)
Pa
A s
como Nl’
P, P
T = lzaT A x-B (9.12)
N, Ziox NN

Fazendo N — o0, a alocacdo de Aumann-Shapley ¢ dada por:

- Lot
Ta = j@—(XPA,kPB)dk (9.13)
A=0

Onde A ¢ um parametro de integragao

Analogamente,

o))

T

g = a—(xPA,xpB)dx (9.14)

II ——

Observe que:

—

PA%A +PBﬁB = (PA g_TO\'PAv}\'PB)'FPB Z—TO\,PA,Q\,PB)J(D\,
0 X y

A=

% T(APA,APg)dA = T(PA,Pp) (9.15)

Il
H —

O que mostra que as alocagdes de Aumann-Shapley sao eficientes.
9.3

Extensfes do método de Aumann-Shapley

Na demonstragdo para o contexto da tese, assumiu-se que a fungdo

caracteristica tenha derivada continua. Em muitos casos este fato ndo é verificado,
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como por exemplo: em [13], no desenho de tarifas para companhias aéreas. Na tese de
J. Raanan ¢ realizado uma extensdo do método de Aumann-Shapley para fungdes
caracteristicas que possuem derivadas continuas em quase todo ponto na diagonal

A(P,,P;), onde A€[0,1], conforme mencionado em [2].

9.4

Aumann-Shapley para Calculos de Certificados de Capacidade Firme

941
Formulacéo geral

O problema original para o Calculo da Capacidade de Suprimento da Demanda
por um Sistema composto por n geradores, com capacidades {ci,...,c,} € dado pela

fungao Vv(cy,...,cn) definida abaixo:

v(ci,...cn)= Max D Multiplicadores
sujeito a simplex
S
D g, <D 75 (1) (9.16)
s=1
r,=D-g, 7, (1)
r,.>0

S

N
Lembrando que g, = Zai,sci .
i1

Estamos considerando como critério de confiabilidade o valor esperado da

energia ndo suprida.

Para calcular o certificado de capacidade firme de cada usina, vamos dividir os
agentes (usinas) em sub-usinas. Para cada usina temos uma probabilidade de falha
associada. Na divisdo das usinas em sub-agentes temos que cada sub-agente possui a
mesma probabilidade de falha associada a usina com um todo. E que existe um
comando central do gerador tal que, quando um sub-agente falha o gerador como um

todo falha.
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Entdo, para um sistema, a discretizagdo das capacidades das usinas, i.e., para

todo 0 <A <1 temos que a maxima demanda atendida ¢ dada por:

V(Acy,..., Aen)= Max D Multiplicadores
sujeito a simplex
S
D g, <D 75 (M) (9.17)
s=1
r,>D-Ag, (M) (9.17a)
r,>0

A alocagdao AS resultante da solugdo analitica do problema (9.16) ¢ obtida a
partir do célculo da seguinte integral para cada agente:

(OV(AC, , AcC, ..., AC,)
o=t XI 1 6(:%

0 i

dA (9.18)

Para mostrar que a alocagdo AS recupera a capacidade de suprimento total,

seja a fungdo de uma varidvel:
H(L) = v(4c,, Ac,,...,AC,) ,0<A <1 (9.19)

Pelo teorema fundamental do calculo,

H(1) =H(0) + (})%dx (9.20)
Agora,

H(0) =0, (9.21)
H(1) =v(c,,c,.,...,C,) (9.22)
dH (1 n ov(Ac, , AC,,..., AC,

Substituindo em (9.20),

n 1 n
V(Cl’cz’_“’cn): ZCI XJ‘aV(/lcl 5222,.;/’iacn)d/1=2¢l (924)
i=1 0 i i=1
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Portanto, a alocacdo obtida pelo método de Aumann-Shapley ¢ eficiente, ou

seja, nao existe desperdicio.

9.4.2

Formulacéo para determinacédo da Capacidade Firme

Nesta secdo serd detalhada a aplicacdo da alocagdo de AS ao problema de

determinagdo de certificados de capacidade firme.
A primeira etapa ¢ detalhar as derivadas parciais da formula AS.

Do problema de otimizagao (9.17),

av({/lcé;...,/icn) = S (9.25)

I SeQ}

Onde:
7 (4) Variavel dual associada a restrigao (3.17a) do problema de otimizagao

(3.17) quando resolvido para valores de carga
AD{ m.ipatst = Lo T,m = L., M,ipat = L., Npat}, t = L..., T, s=L,...
S, m=1,...,M, ipat = 1,..., Npat

Q! E o conjunto de cenarios de capacidade onde a usina i esta operando.

Note que, de acordo com a identidade de AS,
1
0, = x |7, (1) dA (9.26)
0

E o certificado de capacidade firme alocado a usina i.

Na implementagdo computacional a integral (9.26) serd discretizada e

aproximada por uma soma.
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