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Analise Envoltdria de Dados

3.1

Introducéo

O processo de avaliar a eficiéncia relativa de diversas organizagdes
denominadas DMU’s (do inglés Decision Making Units) foi originalmente
proposto por Farrell [31]. Charnes et al. [19] implementaram e popularizaram esta
técnica denominando-a Data Envelopment Analysis (DEA) que ¢ uma
generalizacdo do modelo proposto por Farrell baseado em programagdo
fracionaria [68].

DEA foi utilizada pela primeira vez para avaliacdo das escolas publicas
norte-americanas € hoje ¢ largamente aplicada tanto em problemas diversos de
cunho empresarial quanto em 4reas que até entdo apresentavam algumas
dificuldades para serem avaliadas. Como exemplo pode-se citar saide (hospitais,
doutores), educacdo (escolas, universidades), bancos, fabricas, -eficiéncia
energética, fast food, restaurantes, lojas de varejo, etc. A justificativa para o
crescente uso da metodologia DEA ¢ o conjunto de possibilidades de analise dos
dados que a ferramenta disponibiliza. Charnes et al [18] discorrem algumas razdes
que motivaram o intenso uso da aplicagdo. Como exemplo, tem-se:

= poucas técnicas disponiveis para avaliar a eficiéncia das
organizagoes;

= confianga por parte dos pesquisadores nos resultados obtidos de
sua utilizagao;

= possibilidade de wusar simultaneamente multiplos outputs e
multiplos inputs mesmo sendo eles dimensionados em unidades
diferentes;

» capacidade de ajustar para varidveis exogenas € incorporar
variaveis dicotdmicas (dummy);

= facilidade de utilizacdo, a existéncia de sofiwares que reduzem o

esfor¢co computacional;
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= habilidade em identificar possiveis DMU's ineficientes em virtude
de excessos de inputs como caréncia de outputs para cada entidade;

= capacidade de identificar benchmarks, etc.

De acordo com Sueyoshi [85], esta técnica bastante robusta pode ser
considerada ndo-paramétrica pois permite eliminar a necessidade de especificar
explicitamente uma relagdo funcional basica entre inputs e outputs, a qual ¢é
esperada para descrever analiticamente em estudos paramétricos convencionais.

Neste contexto, DEA representa um principio alternativo de extrair

informacodes sobre um conjunto de observagdes tal como na Figura 3.1:
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Figura 3.1: Comparacédo de DEA e regresséo [18].

Na Figura 3.1, acima, tem-se a ilustracdo de uma situagdo simples em que
ha somente um input e um output. Pode-se observar que a linha pontilhada
corresponde a linha de regressdo passando através da origem e calibrada pelo
método dos minimos-quadrados ordindrios. Ja a linha superior, dita de fronteira de
producdo ou func¢do de producao, determina o lugar geométrico das DMU’s ditas
eficientes (best-practice).

Ao contrario das técnicas paramétricas, cujo objetivo € otimizar um
simples plano de regressdo através dos dados, DEA otimiza sobre cada

observagdao com o propodsito de calcular uma fronteira de producao determinada
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pelas DMU's eficientes. Ambas as técnicas, paramétrica € ndo-paramétrica, usam
as informacdes contidas nos dados. Em uma andlise paramétrica, a simples
equacdo de regressao ¢ aplicada em cada DMU. O procedimento DEA otimiza o
desempenho medido de cada DMU em relacao a todas as outras DMU’s em um
sistema de producdo o qual transforma multiplos insumos (inputs) em multiplos
produtos (outputs), através do uso de Programag¢do Linear (PL) onde ¢ resolvido
um conjunto de Problemas de Programacdo Linear (PPL’s) inter-relacionados,
tantas quantas forem as DMU'’s, objetivando, assim, determinar a eficiéncia
relativa de cada uma delas. Desta forma, a entrada ou retirada de uma ou mais
unidades no conjunto de observagdes pode implicar em mudanca no valor da

eficiéncia relativa.

3.2

Conjunto de Possibilidades de Producéo

Conforme foi mencionado, DEA ¢ uma ferramenta utilizada para avaliar
DMU'’s que realizam tarefas similares e para as quais dispomos de medidas de
inputs (insumos) e outputs (produtos).

Um Conjunto de Possibilidades de Produgdo, T, ¢ um conjunto de

combinagdes vidveis dos vetores de inputs x ; e de outputs y ;.

Considere, entdo, que cada uma das » DMU’s tem transformado seus m
inputs em s outputs.

Matematicamente, tem-se:
. xj=[xj1 xjmJe R? - conjunto de inputs observados
consumidos pela j-ésima DMU, j = 1,...,n;
. yj:[yjl ijJe R’ - conjunto de outputs observados

produzidos pela j-ésima DMU, j = 1,...,n.

Sejam também:

= T= {(x, y) € R”"|x pode produzir y}, Conjunto de Possibilidades

de Produgao;
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= P(x)= {y|(x,y)e T} ¢é o conjunto de todos outputs observados y que
podem ser produzidos usando o input x;
= L(y)= {x|(x,y)e T} ¢ o conjunto de todos inputs observados x que

podem produzir um dado output y.

Em muitas aplicagdes, T ¢ desconhecido e necessita ser estimado. Com
este proposito, a técnica DEA estima T a partir dos dados observados.

Neste ponto, ¢ importante listar algumas propriedades para este conjunto
T. Também ¢ assumido que todo x', x" € R” e », y" € R .
= P(1) - Disponibilidade.
xeL(y) e x">x" = x"eL(y'),

y'eP(x') e y'<y = y eP(x)

= P(2) - Raio Ilimitado.
(x'»")eT,entio (kx".ky')eT Vk > 0.

= P(3) - Convexidade.

Se (xj,yj)e T, j=1,..,n;e A>20 ¢é um vetor coluna de
dimensao

(n x 1) tal que el =1 entao (XTA,YTﬂ)e T. E importante
registrar que X T ¢ uma matriz de inputs de dimensao (m x n), Y T
¢ uma matriz de outputs de dimensio (s x n) ¢ e ¢ um vetor linha

de “1” com dimensao (1 x n).

= P(4) - Extrapolacio Minima.
T ¢ o conjunto interse¢io de todos os T estimados que satisfazem

as propriedades P(1), P(2) e P(3) sujeitos a condigdo que

Isto ¢, T ¢ o menor conjunto consistente com os dados observados em

P(1), P(2) e P(3). Forni [33] explica as consideracdes matematicas que provam
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que T satisfaz as quatro propriedades acima. Assim sendo, este conjunto pode ser

definido como:
T- {(x,ijszz,ysyTz, /120} (B2.1)

Muitas vezes, o termo raio ilimitado é referenciado como retorno constante
de escala. Basicamente, o modelo desenvolvido por Charnes et al [19],
denominado CCR, procura estimar este conjunto e a partir dele calcular os indices
de eficiéncia relativa das DMU's.

Se a propriedade P(2) ¢ desconsiderada, o Conjunto de Possibilidades de

Producgao, T, passa a ser definido como:
T= {(x,ijzxu,ysyu, ed=1, /120} (3.2.2)

Este conjunto estd relacionado com o modelo proposto por Banker et al
[11]. Mais adiante, estas definicdes serdo abordadas novamente com suas

respectivas utilidades.

3.3

Conceito de eficiéncia

Coelli et al [21] apud Farrell [31] o qual propds duas medidas de
eficiéncia: Eficiéncia Técnica, a qual reflete a habilidade de uma empresa obter o
maximo de output a partir de um dado mix de inputs, e Eficiéncia Alocativa, a
qual reflete a habilidade de uma firma usar seus inputs em proporcdes Otimas,
dado seus respectivos precos e a producdo tecnologica. Estas duas medidas sdo
entdo combinadas para fornecer a medida de Eficiéncia Econdmica Total.

Estes conceitos podem ser compreendidos, de uma maneira mais clara,
através de uma andlise gréafica. Para tal, seja a Figura 3.2 que considera um

processo de produ¢do em que um unico output € produzido por dois inputs:
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Figura 3.2: Eficiéncias Técnica, Alocativa e Econémica.

A curva representada por SS’ que conecta B e E, representa uma fronteira
de producdo DEA a qual nos permite calcular a Eficiéncia Técnica de todas as
DMU'’s envolvidas no processo. As empresas localizadas sobre a fronteira sdo
identificadas empiricamente como DEA-Eficientes. J& a DMU C ¢ rotulada como
DEA-Ineficiente. Pois bem, o score de ineficiéncia da DMU C pode ser
representado pela distancia CQ’. E possivel expressar Q’ como sendo uma
combinacio convexa > de B e E projetada sobre a fronteira de eficiéncia DEA.
Averiguando fisicamente a distdncia CQ’, pode-se dizer que esta equivale a
quantidade de inputs que pode-se reduzir proporcionalmente sem a reducdo de
uma unidade de output.

Badin [10], generalizando o problema para o caso de multiplos inputs e
multiplos outputs, menciona que Ineficiéncia Técnica pode ser definida como o
fracasso de alcancar a fronteira de produgdo, isto ¢, o fracasso em alcangar o

maximo possivel de outputs dado um certo mix de inputs.

2 Os modelos DEA assumem que o Con unto de E;)SSlTlhdades de Produ¢do.é um co@mti
Xp = |Xp1 sz xEl sz], Ye =Dk

pertencem a T, entdo cada ponto sobre o segmento de reta conectando estas duas atividades
também pertencem a T.

convexo e, de fato, se
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Usualmente esta grandeza pode ser expressa de forma percentual. Neste

caso tem-se que a Eficiéncia Técnica (ET) DEA da firma P ¢ dada por:

ET =

218
-1l

(3.3.1)
Conhecendo-se a informagao da razdo dos pregos dos inputs pelos outputs,
pode-se determinar o segmento de reta AA” e dessa forma calcular a Eficiéncia
Alocativa
(EA). Novamente, a Eficiéncia Alocativa de uma DMU operando no ponto P é:
OR
" 0Q

Finalizando, tem-se que Eficiéncia Econdmica (EE) de P ¢ equivalente ao

EA (3.3.2)

produto das duas eficiéncias anteriores, ou seja:

_ow

EE = —
OP

(3.3.3)

Fundamentalmente, Eficiéncia Técnica esta relacionada ao aspecto fisico-
operacional da produgdo, enquanto a Eficiéncia Econdmica se preocupa com o
aspecto monetario da producao.

Um comentario importante em relacdo a Eficiéncia Técnica baseia-se no
fato de que ela é determinada ao longo de um segmento de reta que interliga a
origem ao ponto de producdo observado. Desta forma ela ¢ considerada como uma

medida de eficiéncia radial cuja vantagem ¢ que as unidades sdo invariantes, ndo

interferindo na medida de eficiéncia em si.

3.4
Benchmarks

Badin [10] cita que Benchmarking é um processo continuo e sistematico
de avaliacdo de empresas e servicos através da sua comparagdo com unidades
consideradas eficientes, levando ao estabelecimento de agdes gerenciais efetivas
com o objetivo de aprimorar os resultados (reducdo dos custos, aumento de
produgdo, etc). E um dos modernos instrumentos de geréncia que possibilita a

melhoria do desempenho técnico-econdmico das empresas de forma comparativa.
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Neste processo, parte-se do pressuposto de que as empresas que atuam
num certo ramo representam atividades semelhantes, com padrdes que podem ser
aplicados a todas, como por exemplo, processamento de pedidos, processamento
de dados ou langcamento de novos produtos. Algumas delas conseguem combinar
melhor seus insumos (inputs), utilizando processos e técnicas de gestdo mais
aprimorados, e gerando produtos (oufputs) com maior eficiéncia e eficacia.

Essas empresas servem, entdo, de referéncia para as demais, que devem
rever seus processos de forma a caminhar no sentido de um melhor desempenho

gerencial.

3.5

Retornos de escala

O conceito de retornos de escala ¢ algo muito amplo que reflete o quanto
um aumento proporcional em todos os inputs implica em um aumento no output.
Baseado em Coelli et al [21], os conceitos em termos algébricos sdo apresentados.

Considerando x, e x, duas variaveis de input observadas, tem-se:

Tabela 3.1 - Representacgdo algébrica de retornos de escala.

Retornos de escala Definicao
Constante S (ox ,a,) = aof (x,,x,)
Crescente f(ax,,0y)) > of (x,,x,)

Decrescente f(ax,,ax,) < of (x,,x,)
Nota: (ax >1).

Ha muitas razdes pelas quais um setor de atividade econdmica pode
apresentar diferentes caracteristicas de retornos de escala. O exemplo mais
comum corresponde ao de uma pequena empresa que apresenta retornos de escala
crescentes por ter contratado um funciondrio adicional, especialista em uma
determinada tarefa. Uma possivel razao para retornos de escala decrescentes ¢ o
caso onde uma firma tornou-se tdo grande, que a geréncia ndo ¢ capaz de exercer
um total controle sobre todos os aspectos do processo de producao.

Anadlises empiricas de producdo rotineiramente investigam retornos de

escala por estimar a elasticidade total da produgdo (e). Freqiientemente, sdao
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encontradas estimativas da elasticidade parcial da producao, (E ,-), que mede a

mudanca proporcional na varidvel output, resultante de um acréscimo
proporcional no i-ésimo input, com todos os outros inputs mantidos constantes.

Pode-se defini-la como:

g =25 (3.5.1)
ox;

A celasticidade total da producao (e) mede a mudanga proporcional na

variavel output resultante de um acréscimo proporcional unitario em todos os
inputs, ou seja:

e=E\+Ey+..+E, (3.5.2)

O valor de e esta relacionado com retornos de escala da seguinte maneira:

Tabela 3.2 - Relacéo entre retornos de escala e elasticidade total da producao.

Retornos de escala | Elasticidade Total da Producio (e)

Constante =1
Crescente >1
Decrescente <1

Vale sublinhar que estes conceitos sdo muito utilizados no

desenvolvimento de modelos DEA, assunto do proximo topico.

3.6
Modelos DEA

Observa-se que um grande desafio consiste em estimar, através dos dados
disponiveis muitas vezes constituidos de multiplos inputs e outputs, uma fungao
de produg¢@o ndo paramétrica.

Essencialmente, dentre os varios modelos DEA, cada um procura
estabelecer quais subconjuntos de n, DMU's determinara esta envoltoria. Como
sera visto, a geometria desta envoltoria esta altamente relacionada a escolha do

modelo DEA. Desta forma, ¢ necessario que o especialista estude, de forma

criteriosa, varios modelos DEA, antes de um veredicto final. Afinal, cada empresa
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pode utilizar, nos seus diversos setores, diferentes versdes de tecnologia da
producdo, a qual pode ser considerada ideal neste periodo do tempo e, mesmo
assim, devido ao modelo DEA empregado, ser considerada tecnicamente
ineficiente. E importante, entdo, que os modelos sejam desenvolvidos com o
suporte DEA objetivando ndo somente capturar a relacdo entre as quantidades de
input e output, mas também outros fatores externos que influenciam na andlise de
eficiéncia.
Os dois modelos considerados como os pilares de toda teoria sdo:
* CCR - modelo pioneiro desenvolvido por Charnes, Cooper e
Rhodes [19];
= BCC - modelo sugerido por Banker, Charnes e Cooper [11],
relacionado a auséncia da propriedade P(2), com o objetivo de

sanar algumas caréncias do primeiro modelo.

Vale frisar que estes modelos fornecem ao gestor informagdes importantes
sobre assuntos econdmicos, gerenciamento possibilitando, dessa forma, tomar

medidas pertinentes em relagao ao desempenho de sua empresa.

3.6.1
Modelo DEA CCR input-oriented

Seja o caso mais trivial onde cada unidade tem apenas um input € um
output. A eficiéncia técnica de cada unidade, segundo o conceito classico de
engenharia, pode ser expresso como a razao do output pelo input:

ET = output

. (3.6.1.1)
input

No entanto, na grande maioria das vezes, as unidades organizacionais
possuem multiplos inputs e outputs, tornando o conceito um pouco mais
complexo. Desta forma, a medida de eficiéncia pode ser definida como a razdo da
soma ponderada de outputs (outputs virtuais) pela soma ponderada de inputs
(inputs virtuais):

g - Soma ponderada de outputs

- (3.6.1.2)
soma ponderada de inputs
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O objetivo ¢ maximizar a eficiéncia de cada empresa de acordo com suas
possibilidades e levando-se em consideragdo todas as demais empresas. Tem-se,

entdo, o “CCR ratio form” o qual pode ser matematicamente expresso por (M3.1):

u +u +..+u output virtual
Max 6= 1Y01 2)Y02 rYor _ D

uv VX1 +VaXgn +...+ VX0, input virtual
S.T.

Uy + uzy iz +..+ Uy jr
lejl +V2x]-2 t.o.. T VX

<l, j=l,.,n
Ji

(M3.1)

onde:
" = quantidade do r-ésimo output, da j-¢sima DMU;
" x;;=quantidade do i-¢simo input, da j-ésima DMU;
= r=indexador de outputs, (r=1,...,s);

» | =indexador de inputs, (i=1,...,m);

j = indexador de DMU'’s, (j=1,...,n);

= (0 =DMU que estd sendo analisada ( jO);
* yu = peso atribuido ao r-€simo output;
* y,=peso atribuido ao i-ésimo input;

* ¢ = infinitésimo positivo.

A principal caracteristica deste modelo ¢ que os pesos u ¢ v sdo as
incognitas ou variaveis de decisdo. Eles serdo escolhidos de forma a maximizar a

eficiéncia da unidade jO. Neste ponto, vale mencionar uma caréncia
metodolégica do modelo, ou seja, ele pode produzir um numero infinito de

solugdes otimas. Por exemplo, se (u*,v*) for a solug¢do otima, entdo ¢ facil ver
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que (au*,av*) também ¢ uma outra solugdo 6tima V& € R’ . Para resolver este

problema, ¢ definida uma relagdo equivalente que separa o conjunto de solugdes
vidveis do modelo DEA (M3.1) em classes equivalentes. A transformacgao
desenvolvida em [23] para o problema de programacao linear fraciondria, procura

selecionar uma solugdo representativa (isto €, uma solugao (u , v) que satisfaca (i)

— M3.2) de cada DMU equivalente e produza o seguinte problema de

programacao linear, que pode ser resolvido pelo método simplex:

Max wy = zuryOF

u,v ”

S.T.

D vixg =1 @)

Zuryjr —Zvile- <0, j=1..n
r i

u,,v; 2 ¢,

(M3.2)

Pelo estudo de Programacao Linear, sabe-se que o modelo (M3.2) possui
uma forma denominada dual a qual esta registrada no modelo (M3.3):

Min 6@
0,2

S.T.

af -xTaizo,

0 : sem restricao.

(M3.3)
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Percebe-se no modelo (M3.3) que o conjunto de restri¢des € equivalente
ao conjunto T , referenciado anteriormente como Conjunto das Possibilidades
de Producio (vide equagdo 3.2.1). Prosseguindo, como o objetivo ¢ encontrar um
valor 6timo € que permita minimizar os inputs mantendo 0s outputs constantes,
tem-se, entdo, o modelo CCR input-oriented. Este modelo ¢ conhecido na
literatura como Envelope.

Tanto maximizando o modelo (M3.2) como minimizando o modelo
(M3.3) e considerando um conjunto de restri¢des, € possivel obter o score de

eficiéncia da unidade ;0. Vale assinalar que para os modelos com orientagdo a
inputs (input oriented), 6 < (0 l].
A Figura 3.3 mostra a geometria da envoltoria determinada por este

modelo para o caso de apenas um input e um output:

v 4
10

gk

DMU 4
s8I e ——m—— kR
DMU 3
7t e °
DMU 7

Gk

5F DMU 2

4

DMU 5

3F —————— 9

2F ~-9DMU 1

1f fe¢=——-——-— @

| | \DML\JG\ | | | | | | |
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X'

Figura 3.3: Envoltoria determinada pelo modelo
CCR input-oriented [18].

Uma analise na Figura 3.3 permite constatar uma fronteira de produgao
nao paramétrica sobre os pontos dados de tal forma que estes pontos pertencam ou
estejam abaixo desta fronteira. O ponto sobre a fronteira indica que a respectiva
unidade ¢ tecnicamente eficiente, ou seja, 8 =1, valor este conseguido através da

resolucao do modelo (M3.3).
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Verifica-se, também, que cada DMU considerada ineficiente tenta
aproximar-se da envoltoria dirigindo-se no sentido de minimizar o input
mantendo inalterado o output.

Neste momento, s3o necessarias algumas definigdes do modelo CCR:

Definicao 3.1 — Eficiéncia CCR.

A DMU ;0 ¢ dita CCR eficiente se existe no minimo uma solu¢do 6tima
(u*,v*), comv >0 e u" >0, paraaqual " =1.

Caso contrario a DMU ;0 ¢ dita CCR ineficiente.

Entdo, CCR ineficiente significa que ou (i) €" <1 ou (ii) #" =1 ¢ no
minimo um elemento de (u* ,v*) ¢ zero para cada solugdo 6tima do PPL.

O sub-conjunto composto de DMU’s CCR eficientes ¢ denominado
conjunto de referéncias ou grupos pares para as outras DMU’s CCR
ineficientes. A partir de conhecimentos envolvendo programacdo linear, estas
unidades sdo identificadas resolvendo o modelo (M3.3) onde cada 4>0
corresponde a unidade tecnicamente eficiente.

Uma importante caracteristica de DEA, ¢ que a formulagdo consegue fazer
uma comparacao do desempenho da j0-ésima DMU com todas as outras DMU's.
Assim sendo, a técnica DEA mede a eficiéncia relativa, ndo absoluta, das
entidades.

Por fim, basicamente o modelo CCR resulta em uma envoltéria linear por
partes com Retorno Constante de Escala (RCE) significando que um aumento
proporcional em todos os inputs resulta em um mesmo aumento proporcional nos

outputs.

3.6.2
Modelo DEA BCC input-oriented

Em vérias oportunidades, pode-se encontrar empresas que operam em
escala 6tima adotando o modelo CCR, o qual assume estimar uma fronteira de
produgdo com Retorno Constante de Escala. O indice de eficiéncia denominado
score (Eficiéncia Técnica Global), que ¢ obtido pela resolugdo deste modelo,

permite fazer comparagdes sobre as mesmas. Entretanto, em casos onde o RCE
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nao prevalece devido a uma competi¢do imperfeita, restricoes nas finangas, etc,
conjectura-se que as unidades devam ser comparadas, dado suas escalas de
operacdo ou, no minimo, deve ser mencionado que esta ¢ a a razdo da sua
ineficiéncia. Em tais circunstancias a Eficiéncia Técnica Global pode ser
decomposta Eficiéncia Técnica Pura Local e Eficiéncia de Escala.

Para permitir este processo, Banker et al [11] sugeriram uma extensdao do
modelo CCR e formularam um modelo que permitisse Retorno Variavel de Escala
(RVE). Este modelo, denominado BCC, em referéncia aos seus idealizadores, ¢
uma outra formulagdo derivada do modelo (M3.3) acrescido da restrigdo de
convexidade.

A seguir, tem-se, entdo, a formulagdo do modelo BCC representado por

(M3.4):

Min @
0,1

S.T.

YT iz yq,
el =1; (ii)

6 : semrestricao.

(M3.4)

Esta restricdo de convexidade representada no modelo (M3.4) por (ii),
reduz o Conjunto de Possibilidades de Produgdo (T) viavel e converte uma
tecnologia de ganho constante de escala em uma tecnologia de ganho variavel de
escala.

Semelhante a definicao do modelo CCR, tem-se:

Definicao 3.2 — Eficiéncia BCC.
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A DMU 0 ¢é BCC eficiente se 8" =1 e todas as folgas sido zero. Caso
contrario, a DMU ;0 ¢ identificada como BCC ineficiente.

O sub-conjunto composto de DMU’s BCC eficientes ¢ denominado
conjunto de referéncias ou grupo de pares para as outras DMU’s BCC
ineficiente.

Pela Figura 3.4 pode-se fazer uma comparagdao entre as fronteiras de
producdo estabelecidas pelo modelo CCR e BCC, em um ambiente composto de 7

DMU's cada qual com um input € um output.

Y“
10
ok
DMU 4
sl
DMU 3
7 - ——————— L
DMU 7
6,
sk bMmu2 \
Y B
DMU 5
3} € ———
2r DMU 1
1} -9
| | \DMP6\ | | | | | | |
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X

Figura 3.4: Envoltéria determinada pelos modelos
CCR e BCC (input-oriented) [18].

Por inspecao visual da Figura 3.4, percebe-se que no segundo caso, ou
seja, no modelo BCC, a técnica DEA forma uma superficie convexa, constituida
por planos interligados os quais envelopam os pontos, tornando-os mais proximos
da fronteira do que no caso da superficie RCE. O resultado deste processo ¢ a
obten¢do de uma medida de eficiéncia maior ou igual a do modelo CCR. Desta
forma, ¢ possivel avaliar um maior nimero de DMU’s como sendo tecnicamente
eficientes.

As DMU’s 5, 6 e 7 sdo tecnicamente ineficientes quando analisadas
segundo o modelo BCC o qual adota RVE. Assim sendo, € possivel comparar

cada uma destas DMU’s com as DMU's eficientes projetando-as sobre um ponto
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(fc jil y jtl) da envoltoria determinada pelas j--DMU’s eficientes. Cabe ressaltar
que este ponto particular de projecao (fc jel ¥ jtl) tanto ¢ dependente do modelo

DEA escolhido quanto da orientagdo. Por exemplo, em um modelo BCC input-
oriented, o objetivo ¢ caminhar em direcdo a fronteira através da redugdo
proporcional de inputs. Este conceito pode ser facilmente interpretado na Figura

3.4 onde a orientagdo para inputs consiste nas seguintes projecoes:

* A DMU 5 incide sobre um ponto que reflete a combinagdo linear
convexa das DMU’s 1 e 2 as quais sdo seu conjunto de
referéncia;

= A DMU 6 incide sobre um ponto que representa a DMU 1 a qual ¢
seu conjunto de referéncia;

= A DMU 7 incide sobre um ponto que representa a DMU 3 a qual ¢

seu conjunto de referéncia;

Se uma DMU ¢ plenamente eficiente a luz dos scores de eficiéncia CCR e
BCC, significa que ela estd operando com a maxima produtividade. E o caso da
DMU 2 na Figura 3.4 acima. No entanto, se ela ¢ somente BCC eficiente, entdo
ela esta operando de forma eficiente apenas localmente devido a dimensdo de

escala da DMU.

3.6.3

Outros modelos DEA

E importante assinalar que ha vérios outros modelos DEA [18, 23, 99]. No
entanto, o objetivo desta obra ndo ¢ explicar exaustivamente todas as formulagdes.
Nesse contexto, ¢ elencado outros modelos registrados na literatura:

* Modelo CCR output oriented,
=  Modelo BCC output oriented,
=  Modelo Aditivo;

*  Modelo Multiplicativo;

=  Modelos nao-radiais.
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E fundamental ressaltar que resultados bastante diferentes podem ser
encontrados ao resolver o DEA nao somente com relacao a selecao de diferentes
modelos, mas também com relacdo a orientacdo adotada, ou seja, input-oriented
ou output-oriented.

O ponto crucial para o analista €, portanto, escolher entre varios modelos,
aquele que melhor atende as suas especificagdes. Outras questdes relevantes
referem-se a escolha das varidveis (a selecdo das variaveis de input e output deve
ser feita de forma criteriosa), representacdo dos dados, interpretagdo dos
resultados e conhecimento de limitagoes.

Devido as importantes conseqiiéncias sobre o estudo e os resultados
obtidos, a aplicacdo de um modelo basico DEA deveria ser feita somente depois
de cuidadosas consideracdes. Como exemplo, é importante que o numero de
DMU'’s seja, no minimo, 2mxs onde mxs > é o produto do nimero de inputs e
outputs, pois caso isso nao ocorra pode-se identificar uma DMU como sendo

eficiente quando na verdade a mesma nao ¢ [27].

3.6.4

Selecdo de variaveis inputs e outputs

Embora ndo seja este o foco principal deste trabalho, ¢ bastante oportuno
abordar a questdo da escolha das varidveis. Em concordancia com o que foi
citado, a elaboracdo de um bom resultado de eficiéncia estd intimamente
relacionado com a escolha das mesmas, ou seja, elas devem ser bastante
significativas de modo a ter a capacidade de influenciar de forma decisiva no
resultado de eficiéncia de cada unidade.

Boussofiane et al [15] mencionam que embora os modelos DEA permitam

combinar um conjunto de pesos comuns para os inputs € outputs, naturalmente

3 este assunto é bastante referenciado na literatura. Em [9] encontramos uma outra regra de bolso:
n max{m XS, 3(m+ s)}

n = numero de DMU's;

m = numero de inputs;

s = numero de outputs.
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eles ndo conseguem evitar o problema de uma selecdo equivocada dos inputs e
outputs. Claramente, qualquer recurso usado por uma organizagdo poderia ser
incluido como um input.

Uma DMU precisa ter a capacidade de converter inputs em outputs de
modo que estes outputs possam ser produzidos em diferentes niveis de qualidade.

Continuando, fatores ambientais os quais podem afetar a producdo de
outputs precisam ser identificados e incluidos no modelo a ser analisado para que
a comparagao das eficiéncias seja satisfatoria. Estes fatores ambientais podem ser
medidos diretamente ou indiretamente através do uso de uma proxy. Um fator
ambiental o qual adiciona recursos, pode ser incluido como um input enquanto um

que requer recursos pode ser incluido como um output.

3.6.5

Técnicas baseadas em Restricdes aos Pesos

Cada vez mais DEA tem sido utilizada para resolver problemas
relacionados com o cotidiano. Existem varias pesquisas envolvendo diversos tipos
alternativos de analise de restricdes dos pesos fazendo deste aspecto uma das
areas mais promissoras de desenvolvimento em DEA, sem mostrar qualquer sinal
de saturacao [2].

No modelo basico, reporte-se ao modelo primal (M3.2), foi observado que
0s pesos u’s € v's eram varidveis do problema e estavam restritas a serem maiores
ou iguais a algum infinitésimo positivo & de forma a ndo permitir que algum
input ou output fosse totalmente ignorado no processo de calcular a eficiéncia das
respectivas DMU’s. Charnes et al [18] advogam que o processo de permitir uma
certa flexibilidade na escolha dos pesos ¢ freqlientemente apresentada como uma
pratica vantajosa em aplicacdes da metodologia DEA; uma especificag¢do a priori
dos pesos ndo é necessaria, e cada DMU ¢ avaliada a luz da melhor perspectiva.

No entanto, em algumas situagdes, esta completa flexibilidade pode levar a

conseqiiéncias indesejaveis, ou seja, o especialista pode avaliar uma DMU como
eficiente em situagdes dificeis de justificar como tal. Procurando sanar essa
caréncia metodologica, foi sugerido incorporar a opinido do especialista com

relagdo a importancia dos inputs e outputs bem como sobre as relagdes entre as
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variaveis. Assim sendo, o modelo DEA torna-se mais plausivel e uma conclusdo
mais coerente acerca do desempenho das DMU's ¢ obtida.

A génese de toda essa teoria ¢ creditada a Thompson et al [89] que
modificaram o modelo DEA original incorporarando restricdes aos pesos através
de regides de seguranga (Assurance Region - AR). Segundo Thanassoulis & Allen
[87], diversos trabalhos tém sido propostos na literatura com este fim. Vale citar
que estes métodos tém diferido apenas com relagcdo a especificacdo dos limites
permissiveis dos valores dos pesos evitando, assim, que o problema se torne
inviavel.

Seguindo o critério adotado por Allen et al [2], as técnicas para impor

restri¢des aos pesos podem ser classificadas em trés categorias, a saber:

1. Restricoes Diretas sobre os Pesos:

Esta técnica consiste em adicionar ao modelo (M3.2) restrigdes aos
pesos. Ha duas maneiras para tal: (i) impor limites absolutos inferiores
e superiores sobre u, e v; [28, 79]; (i1) Regides de Seguranca 1 e 2

(Assurance Region) [88, 89, 90].

2. Ajuste sobre os niveis de inputs- outputs observados (modelos
ajustados com a utilizacio de dados artificiais):

Para este caso, ¢ gerada uma base de dados artificiais através de uma

transformagdo linear nos dados originais (inputs/outputs). O método

Cone-Ratio [18] e a técnica de Relagdes Ordinais [44] sdo duas

técnicas que emulam restrigdes aos pesos através de transformacoes

lineares nos dados.

3. Restri¢ao sobre a flexibilidade dos inputs e outputs virtuais.

Os topicos anteriores utilizam restrigdes aos pesos sem levar em
consideracdo a magnitude dos inputs e outputs. Neste contexto, duas
técnicas sdo propostas na literatura para este fim: Contingent
Restrictions on Weights - Pedraja et al [70] e Relative Importance of
factors to a DMU — Wong & Beasley [96]. Esta ultima ¢ baseada em

proporcdes e consiste em estabelecer limites (inferior e superior) para a
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razdo de determinado output (input) virtual pela soma de todos os

outputs (inputs) virtuais.

No entanto, ha controvérsias sobre este tema. Dyson et al [27] ressaltam
que os resultados obtidos dos modelos com restricdes aos pesos ndo podem ter a
mesma interpretacdo que quando na forma original, sem restrigdes aos pesos. Isto
ocorre porque quando sdo impostas restrigdes aos pesos, a interpretacdo do
Conjunto de Possibilidades de Producio, (3.2.1) e (3.2.2), passa a ndao ser mais
valida. A caracteristica de modelo radial também ¢ perdida.

Este trabalho segue a metodologia proposta por Pedraja et al [70]. Como a
mesma foi adaptada, resolveu-se denomina-la: Adjusted Contingent Restrictions

on Weights.

3.7

Adjusted contingent restrictions on weights

Contingent restrictions on weights ¢ uma técnica DEA de restricdes aos
pesos proposta por Pedraja et al [70]. Segundo os autores, a razdo do termo
“contingent” ¢ evidenciar o fato de que o valor dos pesos depende da quantidade
de inputs e outputs que cada DMU consome/produz. Em um contexto de inputs,

tem-se que a contribui¢do do i-ésimo input a jO DMU € v;x(,;. Procedendo desta

maneira, pode-se assegurar que apenas oS inputs € outputs que realmente

contribuem significativamente para o desempenho de uma DMU, com relagao aos

custos totais ou beneficios da referida DMU, sdo incluidos na analise.
Matematicamente, Pedraja et al [70] propdem a seguinte forma para as

restri¢des de um conjunto de inputs:

X1 SVix i <dpvixjy, Vi>l, j=lee, jOse,n (3.7.1)

onde ¢; e d; sdo escolhidos pelo analista. Vale sublinhar que restri¢des similares

podem ser aplicadas para o conjunto de outputs.
A adaptacdo mencionada estd baseada na questdo de considerar apenas as

empresas DEA-eficientes, ou seja:
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CVIX ji SViX jyp Sdpvixjp, Vi>1, jt=l.,n (3.7.2)
ou
Vl'x]'n' Skvl’fx]'tl'f, V(l'?fl")>1, jt=1,...,n (373)

onde k ¢ o coeficiente de regressao linear entre dois inputs quaisquer.

E relevante registrar que as restrigdes adicionadas, ao modelo, também
emulam as regides de seguranca Tipo I e Tipo II (ARI e ARII), conforme
Thanassoulis & Allen [87].

Por ultimo, € pertinente destacar algumas vantagens desta adaptacao:

=  Melhor discriminag@o das empresas eficientes;

= Empresas ineficientes (de acordo com os modelos DEA — M3.2 ou
M3.3) nd3o s3o consideradas nesta analise. Este procedimento
proporciona uma significativa redu¢do do esfor¢o computacional;

= E possivel obter resultados muito similares quando comparado com
a técnica de DMU's artificiais (baseada na opinido do especialista).

Esta constatacdo pode ser comprovada em Diallo et al [24].
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