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Definigdo da Trajetéria via Controle Otimo

O objetivo desse trabalho € avaliar a metodologia de projeto e os
controladores ndo s em percursos que representem o centro da pista, mas
trajetérias Otimas em algum aspecto, esse capitulo d4 um primeiro passo na
determinagdo de uma trajetoria otimizada em relagio ao tempo de percurso.

Um modelo de veiculo simplificado serd adotado para se obter os
resultados, ao passo que modelos mais completos remeteriam a sistemas muito
complexos e de tempo de maquina muito elevado.

O veiculo serd representado por quatro equagdes diferenciais de primeira
ordem que definem, velocidade em x, velocidade em y, aceleracio em x e
aceleracdo em y, dado pela Figura 78, onde a € a aceleracdo do veiculo, € a
direcdo da aceleracdo, v e u sdo as velocidades laterais e longitudinais

respectivamente e x € y o deslocamento do veiculo nos dois eixos.

I:I = a.cos(f3)
v = asin(B)
X =

u v 2

=V

e

>

Figura 78: Representagdo do modelo.
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71.
Descrigcao do Problema de Tempo Minimo

O problema a ser tratado se subdivide em dois casos. Em ambos as posi¢coes
final e inicial sdo definidas. A diferenca estd no fato de que no primeiro caso as
direcoes das velocidades (composta por u e v) inicial e final ndo sdo definidas e
no segundo caso definem-se como condicdes inicial e final as direcoes da
velocidade na entrada e na saida da curva. A aceleragdo € constante, mas sua
orientacdo em relagdo ao referencial inercial € varidvel, sendo esta a varidvel de
controle. Tem-se como restricdes a curva que define a pista, a orientacdo da
aceleragdo que ¢é limitada e a aceleracdo lateral do veiculo, que também ¢&

limitada.

71.1.
Condig¢ées Iniciais e Finais de Velocidade Livres.

Considerando o modelo de particula,

w = a.cos(B)

% - asin(B) on
x=u

y=v

Sob as seguintes condi¢cdes de contorno para velocidades inicial e final

livres,

x(0) = x,
y(0) =y,
x(tf) = %
i) =y,
-M=spf=M

a=1

(38)

- aadmiss‘ivel = alareral = aadmissivel

y=13"
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%
onde vale lembrar que: a,,,, = Eu

O critério de otimalidade usado é (Bryson, 1981):

s
J=[ldt > J=t, -1 (39)
10

Define-se a Hamiltoniana (Bryson, 1981):

H=1+A,.cos(B)+ A, .sen(B)+ A u+A,v+usS (40)

onde S = y—1.3" representa a restricdo e

~0,5=0 »
Mo0.s<0

0 que significa que quando u for maior que zero, a restricdo estd ativa, caso

contrdrio ela ndo estd ativa e o problema é o mesmo que sem restri¢ao.
Para chegar as condicdes necessdrias deve-se resolver o problema para os

dois casos, u=0e u>0 . A solucdo serd uma composicao desses dois resultados.

Assim, a Hamiltoniana gera para u =0

H=1+2,.cos(B)+ A, .sen(f)+ A, u+A,v (42)

e as equagodes adjuntas sdo as seguintes (Bryson, 1981):
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A.ru = _ﬁ = _A‘x
ou ’
A/y = _ﬁ = _A,
v ’ 43)
Ax = _ﬁ = O
dx
Ay = _ﬁ = O
dy
Levando a condi¢do de maximo:
%—H=0 2> —A,sen(B)+A,.cos(f)=0 (44)
u
Sendo as equacdes de estado do modelo das por:
u =a.cos(f)
= a.sin
v - asin(p) s
X=u
y=v

Resolvendo o sistema composto pelas equagdes (42), (43), (44), (45) se

tem,

A =Cl
).y =C2
A, =Clt+C3 (46)
A, =C2t+C4
C2t+C4
=fo ===
p=tg (CI.I+C3)

Como u(0) e v(0) ndo sdo definidos entdo A, (0) e A (0)sdo iguais a zero

(Bryson, 1981). Sendo assim se tem que C3 e C4 sdo zero e [ € uma constante.
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C2
=g == 47
B g(a) (47)

O que leva a entender que a orientacdo da aceleracdo ndo varia e

conseqiientemente u e v s@o constantes, logo o veiculo percorre uma reta entre as
posicoes iniciais e finais, o que intuitivamente, ji era de se esperar quando a

restri¢ao do estado ndo estd ativa.

Para u >0 a Hamiltoniana é dada por,
H=1+A4,.cos(B)+A, sen(B)+ A, u+A, v+ u.(v -1.3" ] (48)

e as equacgodes adjuntas sdo as seguintes:

Aru = _ﬁ = _A‘x
ou ’
Arv = _ﬁ = _A,
v Y (49)
Ar = _oH = w.In(1.3).1.3"
dx
oH
Ay = = —
¥ oy u
sendo a condicdo de maximo:
ﬁ=0 > —-A,sen(f)+ A, .cos(f)=0 (50)

ou
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E novamente se tem as equacdes de estado dadas por,

< .
I

a.cos(f5)
%= a.sin(B) 1)
X=u
yev

Com a condicdo de restri¢do de trajetdria:

y=13" (52)

Resolvendo novamente o sistema e equacdes encontra-se uma funcio de g tal
que o veiculo percorre a restricdo. O que também era o esperado, ja que ao derivar
a Hamiltoniana em relacdo a u a equacdo que aparece no sistema é y=1.3",
forcando essa condigao.

Como o objetivo é minimizar o tempo e o que o principio do méximo fornece
sdo condi¢cdes necessdrias, quando a restricio ndo estd ativa tem-se uma reta,
quando ela € ativa, percorre-se a restricdo. Dessa forma existem duas

possibilidades a testar, mostradas na Figura 79 e na Figura 80.

Figura 79: Composic¢ao da solugéao. Figura 80: Segunda composi¢ao da solugao.
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No primeiro caso (Figura 79) é tragcada uma reta direto ao ponto final
como se nao houvesse restricao, que € interrompida quando se atinge a restricao.
Pelo entendimento do problema sabe-se que ndo pode haver essa descontinuidade
na orientacdo da aceleracdo. No mundo real ndo e consegue uma mudanga
instantanea de direcdo como representado na Figura 79.

Na Figura 80 a solugdo parece mais realista, ndo havendo descontinuidade
na trajetéria. O veiculo se aproxima por uma reta tangente, percorre a restricao e
escapa por outra reta tangente a restri¢ao.

A solucdo da Figura 80 pode ser calculada geometricamente para cada
caso de condi¢do inicial. Em particular, essa trajetdria representa a solugao para o

seguinte problema:

x(t,)\ (0 x(t,)) (10
_ = (53)
(y(to)J (0) (Wf)) (13)

Sendo assim calcula-se as duas retas tangentes a restricdo e que passam
por esses pontos. A equagdo da primeira reta é dada por,

y=0.71.x (54)
e a segunda reta é dada por,

y=246x-11.62 (55)

Um primeiro ponto importante a se destacar neste caso € que o veiculo
mantém aceleracdo constante, de modo que na reta ndo existird aceleracdo lateral,
mas sobre a restricdo, que nao € um arco de circulo, a aceleragdo lateral aumenta a
medida que o veiculo percorre a restricdo. Isso significa que dependendo da
restricdo, a aceleracdo lateral pode ultrapassar a admissivel, ou seja, o veiculo
derraparia e se afastaria da restricdo, ndo obedecendo a condi¢do necessdria de

otimalidade, que nesse caso € percorrer a restricao.
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Da mesma forma, se a restri¢do (curva) for muito acentuada, a varidvel de
controle que ¢é limitada, pode nado ter amplitude para percorré-la, tendo o veiculo
que se deslocar por uma outra trajetoria possivel e em casos extremos nem
conseguindo realizar a curva.

Note que no caso da Figura 79 a taxa de varia¢do de (3, necessdria para se
percorrer a trajetéria em questdo, seria infinita e conseqiientemente a aceleracao
lateral também, ndo atendendo as restri¢des.

Considerando a solu¢do demonstrada na Figura 80, se vé que o problema
passou a ser puramente geométrico, pois dadas as condi¢cdes iniciais e se
certificando que as restrigdes tanto no controle quanto na aceleracao lateral sdo
atendidas, basta achar as retas tangentes a restricdo e em seguida os instantes de

comutagdo, que o problema estara resolvido.

71.2.
Condig¢ées Iniciais e Finais de Velocidade Definidas.

Novamente o sistema de equagdes que descreve o modelo de particula:

< .
I

a.cos(f3)
% = a.sin(p) 56)
X=u
e
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sob as seguintes condi¢des de contorno para velocidades inicial e final definidas,

x(0) = x,
y(0) =y,
x(tf) = x,
i) =y,
u(0) =u,
v(0) = v,
u(tf) =u,
v(tf) =v,
-M=spf=M

a=1

(57)

—-a

< <
admissivel = alaleral = aadmissivel

y=13"

Nesse caso o sistema de equagdes continua 0 mesmo, o que muda agora é
o fato de que sdo definidas condi¢des iniciais de velocidade, como mostrado na
Figura 81. Com tais velocidades iniciais definidas, a solu¢do ndo é mais uma reta

tangente a restricdo. A solugdo deverd sair tangente a velocidade resultante.

Figura 81: Condigdes iniciais para o segundo caso.
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Para o caso em que as condi¢des iniciais estdo definidas, ndo se tem como

solug@o uma reta. A solucdo encontrada no caso anterior é:

A, =Cl
A, =C2
A, =Clet+C3 (58)
A, =C2t+C4
B=1g” C2t+C4
Clt+C3

Note que desta vez as condi¢des v(0) e u(0) estdo definidas, significando

que A4,(0) e A,(0) ndo serdo nulas e conseqiientemente C3 e C4 podem existir.

Levando em consideracdo a intuicdo que se tem sobre o problema e o que
o principio do médximo fornece, pode-se supor a forma da solu¢do dada as
condig¢des iniciais representadas na Figura 81.

Sabe-se que a solu¢do deve tangenciar a restricdo e que se as CI’s de
velocidade fossem livres a reta seria a melhor op¢ao. Pode-se supor entdo que a
solu¢do tem que convergir para essas condicdes o mais rapido possivel, pois
deseja-se o tempo minimo. Além disso, o veiculo deve buscar a reta que tangencia
a curva, obedecendo as restricoes de controle e de aceleracao lateral.

Sabe-se também que existe um raio de curvatura onde a aceleragdo lateral

¢ igual a admissivel, ou seja, existe um f3, .. que pode ser aplicado ao veiculo

para que ele tome a dire¢do da reta tangente a restricdo. E importante ressaltar que
o veiculo ndo percorrerd um arco de circulo, pois a aceleracao ndo é zero, fazendo
com que a velocidade aumente a cada instante. Se a velocidade varia a cada

instante, o raio de curvatura admissivel ndo é constante e conseqiientemente

B também ndo € constante. Na realidade o raio de curvatura limite vai

aumentando cada vez maise S, ., diminuindo.
Em um dado momento, sabendo que ndo podem haver descontinuidades, o
veiculo escaparia por uma reta tangente a curva e a restricdo, satisfazendo a

condi¢do necessdria imposta pelo critério do minimo.
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Sendo assim, se o veiculo ndo estd apontado na direcdo da reta tangente a
restricdo (B =0), ele estard fazendo uma curva com o maior [ possivel, que

obedeca as restricdes de aceleracdo lateral e do proprio controle. Isso € mostrado
pelo principio do minimo, ou seja, minimizar o tempo significa minimizar a
hamiltoniana em relacdo a varidvel de controle.

Para este caso a Hamiltoniana em relag@o ao controle é dada por,

H=1+A4,.cos(B)+A, sen(f)+ A, u+A v+ y.(v—l.3x] (59)

e minimiza-la € o mesmo que minimizar a Hamiltoniana equivalente,
H =2, .cos(fB)+ A, .sen(f) (60)

e o que vai determinar a forma da curva solucdo sdo os sinais de A, e A, . Assim,

representando essa fungdo para as diferentes combinacdes de sinais e para um beta
maximo de 45°, o que € mais do que um veiculo normal pode estercar suas rodas,

tem-se as curvas da Figura 82, que representam parte da hamiltoniana em relacao

ap.
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Sinais dos lambdas: + + Sinais dos lambdas: +-

1.45
1.4
135
13
125
12

cos(heta)+sin(beta)
cos(beta)-sin(beta)

1:18
1.1
1058

0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 07 08 0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08
beta beta

Sinais dos lambdas: - + Sinais dos lambdas: - -

02 q -1.1

0.4

-cos(beta)+sin(beta)
-cos(beta)-sin(beta)

08 b -1.4

0 01 02 03 04 05 06 07 08 "0 01 02 03 04 05 06 07 08
beta beta

Figura 82: Parte da Hamiltoniana em fungao de (.

A partir desses graficos pode-se ver que o minimo acontece, ou quando
beta € zero ou quando beta € méximo, ou seja, beta estd sempre nos extremos. No
caso de um veiculo, beta estaria relacionado a capacidade de estercamento do
veiculo e a elipse de aderéncia, que determina quais as maximas aceleragdes que o
veiculo pode ter durante uma curva sem que ele derrape. A Figura 83 mostra a
solucdo que se chega quando se leva em consideragdo as condicdes necessdrias do

principio aplicado.
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Figura 83: Solug&o quando sao definidas as condig¢des iniciais de
velocidade.

Note que a Figura 81 representa apenas as Cl’s definidas, as condi¢cdes
finais estdo livres. Caso tivessem sido definidas as CF’s, o comportamento seria o
mesmo para satisfazer as condigdes.

Pode-se dessa forma extrapolar esse caso para diversas situacdes. Se o
limite de aceleracdo lateral méximo for muito pequeno o veiculo pode ndo
conseguir contornar a curva. Ele pode até nem tangenciar a restri¢ao se a tangente
a curva referente as condig¢des iniciais alcancar o ponto final. Pode-se supor
diversas outras situacdes que sdo resolvidas da mesma forma.

Sabendo tragar a curva limite de aceleracdo lateral, que relaciona a
aceleracdo do veiculo com sua capacidade de fazer a curva, e que pode ser obtida
conhecendo-se a elipse de aderéncia do veiculo, o problema se torna, novamente

geométrico, se baseando em encontrar as retas tangentes as curvas em questao.
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Figura 84: Condi¢des iniciais de posicéo definidas.

Figura 85: Condi¢des Finais de Velocidade Definidas.
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A Figura 84 e a Figura 85 mostram um caso de composi¢ao de trajetorias.
Na Figura 84 pode-se ver o caso em que apenas a posi¢do inicial e final sdo
definidas, nesse caso o veiculo percorre a curva e sai tangente a trajetdria até o
ponto final, pois o caminha mais rdpido é o caminho mais curto. Na Figura 85
mostra-se o caso em que as velocidades finais s@o definidas também. Note que o
veiculo percorre a elipse definida pelas caracteristicas do carro, e logo apds busca
o caminho mais curto que € a reta, como existe a restricdo da borda da pista ele
realiza a tangéncia como explicado anteriormente. Essa composi¢ao pode ser
realizada com um ou mais trechos, desde que se conheca as condi¢des finais de
velocidade para cada um deles. O proximo passo € identificar quais sdao as
possiveis condi¢des de velocidade final para cada trecho e optar pela melhor

delas, para realizar o caminho mais rdpido, amarrando isso € possivel descrever a

trajetéria que leva ao menor tempo de percurso para qualquer pista.

7.2.
Tratar um Problema Real

Nesses casos tratados anteriormente, considerou-se a aceleracdo como
sendo constante mas em uma situacdo real, provavelmente, pelo menos durante
alguns instantes, ela € varidvel. Na realidade isso ndo muda a forma da solugdo,
pelo contrério, permite que o veiculo se aproxime cada vez mais da solugdo ideal
que € a abordada no Caso 1.

Tendo a capacidade de desacelerar, o veiculo pode, ao invés de percorrer a
elipse do Caso 2, reduzir sua aceleragdo a zero e percorrer um arco de circulo,
melhorando a solugio.

O problema fica todo em cima da capacidade de desaceleracdo e
aceleracdo do veiculo. Essas caracteristicas irdo reger qual trajetdria o veiculo vai
percorrer, mas o certo € que todas elas terdo as mesmas formas apresentadas nesse
trabalho.

Sendo assim surge mais uma varidvel de controle no sistema que serd a(t),
a ser controlada de acordo com as condices inicias e finais estabelecidas. E ficil

perceber, voltando na solucdo do principio do maximo que P(t) vai depender de

a(t).
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Diante do problema proposto foi possivel estabelecer um caminho para a
solucdo desejada, alcancada ndo sé pelos meios matemdticos mas pelo
conhecimento do problema em si, permitindo fazer consideragdes importantes
para sua resolucao.

E interessante observar que utilizando essa andlise, pode-se propor uma
trajetéria 6tima para um circuito fechado, basta que as velocidades iniciais e finais
de cada trecho sejam definidas. O tratamento dado para um trecho de curva pode
se estender a uma trajetoria completa.

Vale ressaltar que o principio do maximo (Bryson, 1981) nem sempre
retorna a solugdo fechada, mas sim condicdes necessdrias para que se encontre a
solu¢do 6tima. Por isso a importancia de conhecer o problema e de ter certa
intui¢do sobre os resultados. De modo geral os resultados encontrados estdo de

acordo com o esperado e com o objetivo proposto.
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