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Modelo Linear de Quatro Graus de Liberdade

O modelo linear descrito em (Spinola, 2003) na forma de estado (11)
representa um veiculo de dois graus de liberdade: velocidade lateral em relacao
ao referencial embarcado no veiculo e velocidade de yaw. O angulo de yaw ¢é
obtido através da integracdo da velocidade de yaw e o deslocamento na dire¢do Y
do referencial global € obtido através da linearizacdo da expressdo que descreve
essa variavel, mostrada adiante.

Esse modelo assume linearizacdes nos pneus, ou seja, limita o angulo de
deriva dos pneus a pequenos angulos, assim como lineariza¢des na transferéncia
do referencial local do veiculo para o global, limitando o angulo de yaw a
pequenos valores. A Tabela descreve os parametros para um veiculo de passeio

de porte médio e as varidveis adotadas.

. -2(c,+C,) . -2(aC, -bC,) - m, * ol [2C, |
. mlotu mlolu tot
0| 0 0 1 0(|0 .0 s (D
o| |-2(aC, -bC,) 0 -2(a’C, +b°C,) olle 2aC; %
Y I,u I,.u Y| | L
-1 —u 0 0f 0
Simbolo | Descri¢do Valor assumido
C;,C, | Rigidez lateral dos pneus dianteiros e traseiros. | 20000 N/rad
m,,, Massa total do veiculo 1495 kg
u Velocidade longitudinal. X
a Distancia do C.G. ao eixo dianteiro. 1,203 m
b Distancia do C.G. ao eixo traseiro. 1,217 m
I, | Momento de inércia de yaw. 2500 kgm®
\% Velocidade lateral no referencial do veiculo. Variavel de estado
0 Angulo de yaw Variavel de estado
0 Velocidade de yaw. Varidvel de estado
Y Deslocamento do C.G. na dire¢ao Y Varidvel de estado
O; Angulo de estercamento das rodas. Variavel de controle

Tabela 3: Parametros e variaveis do modelo.
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4.1.
Malha de Controle com Transferéncia de Referencial Linear

A malha de controle da Figura 27 € composta de elementos lineares. Sera
avaliado o desempenho de controladores da familia PID no controle do sistema
escrito por (11). O objetivo do sistema € acompanhar uma trajetéria pré-definida.
O erro € obtido através da diferenca entre a posicdao do C.G. do veiculo e o centro
da pista. Como em um primeiro momento estd sendo considerada a velocidade
longitudinal constante, a posicdo X do C.G. é calculada por uma simples
integracdo da velocidade longitudinal (u). O detalhamento da malha pode ser

visto pela Figura 28, Figura 29 e Figura 30.
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Figura 27: Implementacéo em simulink da malha de controle para o modelo linear.
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Figura 28: Implementagdo em Simulink da geracao do sinal de erro.
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Figura 29: Implementagcdo em Simulink do controlador.
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Figura 30: Modelo do veiculo.

4.1.1.
Funcgao de Transferéncia do Modelo

Para facilitar a andlise pelo lugar geométrico das raizes, escreve-se a
seguir a malha da Figura 27 na forma de fun¢des de transferéncia. Primeiramente

considera-se o modelo de dois graus de liberdade sem a adi¢do das varidveis 0 e

Y, dado por,
[ 2(c,+C,)  -2(aC,-bC)-mu’|  [2C,
v mu mau y m
. ] = [ }+ 3 (12)
@ —Z(acf - bCr) —Z(ach + bzcr) @ 2a.Cf
L, u L, u Ly

Em seguida se deduz as funcdes de transferéncia de v em relagdo a § e de

 em relagdo a 0, a partir de,
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ou,

v=Av+ Bw+ ES
w=Cv+Dw+ Fé

da primeira equagdo matricial tem-se no dominio de Laplace,

sv(s)=Av(s)+ Bw(s)+ E 5(s)

v(s).(s - A)— E 4(s) ~
- =

w(s)

e da segunda equacio:

(s) = Cv(s)+ F O(s)
s—D

Igualando (15) e (16),

Cy(s)+ FS(s) v(s)(s=A)-Ed(s)
s-D B

v(s)  BF+E(s-D) _ Es+BF-ED
8() (s—=A)Ns=D)-BC s*+(-D-A)s+(AD-BC)

Da mesma forma encontra-se que:

w(s) EC+F(s—A) _ Fs+(C.E-F.A)

8(s) (s—A)Ns-D)-BC §*+(-D-A)s+(AD-BC)

42

(13)

(14)

15)

(16)

(17)

(18)
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4.1.2.
Construcao da Malha

Sabe-se que a projecdo das velocidades do referencial local do veiculo para

o global € dada pelo seguinte par de equacodes:

(19)

X =ucosf —v.send
Y = —usenf —v.cos @

Como a varidvel de controle é Y, usa-se apenas a segunda equacdo.

Linearizando essa equacao tem-se:
Y=-uf-v (20)

Assim o diagrama de blocos que representa a malha de controle envolvendo

o modelo do veiculo e o controlador € ilustrado na Figura 31,

S
=
=T Modelo linear do veiculo . ...
. g :
Cdlculo g _ Es+BF-ED W
doerro . .. O ' +(-D=A)s+(AD-BC)
- Ref :
ey )
L Y M
H Fs+(CE-FA) :
. M . i wis)
feereenes eel Veseseeeen o S +(=D=A)s+(AD=BC) f u
S -r—err- S -

Figura 31: Malha de controle linear com as FT's.

A funcdo de transferéncia que relaciona o angulo de estercamento da roda
com o deslocamento global em Y ¢é dada pelo desenvolvimento da seguinte

expressao,
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E_(_Hl_H_Zu)l
5(s) w)

onde,

44

H1 -> Fungao de transferéncia que relaciona v(s) com 0.

H2 -> Fungao de transferéncia que relaciona w (s) com 9.

Y(s) Es+(BF - ED)

1_ Fs+(CE-F.A) u

5(s) s*+(-D-A)s+(AD-BC)’

Y(s) |

s S +(-D-A)s+(AD-BC) s*

8s) s*+(-D-A)s+(AD-BO)]

Y(s) |

[Es+(BF-ED) Fs+(CE-FA) ]
+ 2 U
S S

Es>+(BF —ED+Fu)s+(CE-FA)u

&s)  s*+(-D-A)s+(AD-BCO)| s?

Y(s) Es’+(BF-ED+Fu)s+(CE-FA)u
&(s) s*+(-D-A)s’+(AD-BC)s*

De modo a fazer com que o angulo de yaw seja positivo quando 0 crescer
(a fim de simplificar a analise do sistema), a saida do sistema € multiplicada por
—1. Isso estd implicito na malha da Figura 27, pois essa multiplicacdo estd sendo

feita na matriz de estado C. Sendo assim tem-se:

Y(s) -Es’-(BF-ED+Fu)s—(CE-FA)u
8s)  s*+(-D-A)s’+(AD-BC)s

1)

Substituindo os valores da Tabela 1 encontra-se os pdlos e zeros da
fun¢do de transferéncia, e em seguida, de modo a possibilitar a escolha de pdlos

para a malha fechada e conseqiiente ajuste do controlador, € tracado o Lugar
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Geométrico das Raizes para duas velocidades distintas do veiculo, 10 m/s e 20

m/s.

Imaginary Axis
Imaginary Axis

Figura 32: Lugar geométrico das raizes Figura 33: Lugar geométrico das raizes
para u=10m/s para u=10m/s - Vista Ampliada.
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Figura35: Lugar geométrico das raizes

Figura 34: Lugar geométrico das raizes para u=20m/s - Vista Ampliada.

para u=20m/s.

Quando a velocidade ¢ baixa, no caso 10 m/s (Figura 32 e Figura 33), o
sistema apresenta uma faixa de instabilidade, mas com o ajuste correto do ganho
ele retorna para a regido de estabilidade. Nesse caso o ganho minimo para haver
estabilidade é 4,03. E possivel notar que o sistema sempre terd um comportamento
oscilatério, ao passo que sempre existirdo polos complexos conjugados,
independente do ajuste do ganho. Comparando com o caso de u=20m/s (Figura
34, Figura 35) percebe-se que quando se aumenta a velocidade a faixa de

instabilidade aumenta e para maiores velocidades a dindmica do sistema se torna
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mais lenta, ou seja, sistema demora mais tempo para responder 4 excitagdes de

entrada.

4.1.3.
Simulagées Para um Controlador Proporcional

Em seguida mostra-se duas simulacdes que comprovam a andlise anterior.

O ganho do controlador foi fixado inicialmente em 10.
Como se pode ver pela Figura 36 o sistema € estdvel , o veiculo acompanha
a trajetéria e o erro (Figura 37) tende a zero de maneira um pouco oscilatdria,
como era de se esperar pela andlise do lugar geométrico das raizes. O valor
maximo do sinal de estercamento ndo ultrapassa o limite fisico de 45 graus. A
aceleragdo lateral também se mantém dentro de limites coerentes para o veiculo

em questdo.

Deslocamento do CG

Yeg [m]
T

Figura 36: Deslocamento do CG - u = 10m/s - P=10.
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Figura 37: Variaveis de estado - u=10m/s - P=10.

Pode-se perceber que quando a velocidade € maior (Figura 38), o
comportamento do veiculo é diferente, a precisdo com que ele segue a trajetdria
nao € a mesma: o erro € bem maior e o angulo de estercamento (Figura 39) é
muito superior, além de seu comportamento nio ser representativo, ao passo que é
muito abrupto e passa do limite de 45 graus. Percebe-se também que a aceleracao
lateral atinge niveis absurdos para um carro de passeio. Conclui-se dai que um
controlador puramente proporcional faz com que o veiculo percorra uma dada

trajetoria aparentemente bem, mas o perfil do sinal de controle ainda estd longe do

desejavel.
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Figura 38: Deslocamento do CG - u = 20m/s - P=10.
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Figura 39: Variaveis de estado - u=20m/s - P=10.
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4.1.4.
Controlador Proporcional Derivativo Duplo

Percebe-se no caso anterior que um ganho proporcional ao erro ndo é

(€N

suficiente para resolver o problema com velocidades maiores. Como solugdo
proposto um controlador que tenha um termo derivativo de modo a inserir zeros
no sistema. O objetivo de inserir zeros no sistema era de conseguir trazer pelo
menos um par de pélos complexos conjugados para o eixo real, diminuindo assim
a oscilac@o. Percebeu-se que com o PD isso ndo seria possivel, pois se tinha dois
pdlos do sistema na origem, sendo assim optou-se pelo chamado PDD, onde se
introduz 2 zeros. Para que esse controlador seja realizdvel, deve-se também
adicionar novos pdélo, que para nao influenciar a dindmica em questdao foram
alocados em —15 e —16. A posi¢do dos zeros foi arbitrada em —1 apds alguns testes
de sensibilidade, observando-se o comportamento do estercamento. O controlador

¢ escrito da seguinte forma:

C(s)=K M (22)
P (s+15)(s+16)
Dessa forma o sistema de malha aberta pode ser escrito como:
2
FTMA< (s+D(s+1) -Es"—(BF-ED+Fu)s—(CE-FA)u (23)

_(s+15)(s+16)' s'+(-D-A)s’+(AD-BC)s’

Da mesma forma que no caso anterior foi tragcado o lugar geométrico das

raizes para o sistema em questao, descrito na Figura 40 e Figura 41.
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u=10 m/s u=20m/s
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Figura 40: Lugar geométrico das Figura 41: Lugar geométrico das
raizes para u=10m/s. raizes para u=20m/s.

Pode-se ver que para ambos os casos o sistema € estdvel e da mesma
forma que para o controle proporcional, o sistema com velocidade maior
apresenta uma dinidmica mais lenta. E interessante ressaltar que a regido de
instabilidade nao existe mais, pois os polos ndao mais se deslocam para o semi
plano positivo como no caso do controlador proporcional. E possivel também,
dependendo do ajuste do ganho, posicionar o par de pdlos mais significativo sobre
o eixo real. Nota-se que para a velocidade de 20 m/s, dependendo do ajuste do
ganho, os p6los dominantes passam a ser os que possuem parte imagindria maior,
essa inversao ou cruzamento ndo acontece para velocidades baixas. Analisa-se a
seguir as mesmas simulacoes feitas para o controlador proporcional.

Nota-se pela Figura 42 que o controlador proporcional derivativo leva o
sinal de controle, que era um problema no caso anterior, a um perfil mais ameno
(sem grandes oscilac¢des), fazendo com que o angulo de estercamento (Figura 43)
ndo ultrapasse os 45 graus. A aceleracdo lateral também se encontra dentro de

valores reais, ndo ultrapassando 10m/s’.
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Figura 42: Deslocamento do CG - u=10m/s - PDD=10.
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Figura 43: Variaveis de estado - u=10m/s - PDD=10.
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Quando a velocidade é maior, o erro conseqiientemente aumenta (Figura 45)

assim como o estercamento. A aceleracdo lateral ja ndo € tdo representativa ao
£t 2 ¢ . .

passo que chega préxima de 20m/s”, o que é muito para um carro de passeio.

Pode-se perceber também um perfil mais oscilatério da solucdo (Figura 44).

Ganhos menores levariam a erros maiores, mas conseqiientemente a aceleragdes

laterais menores também.

Deslocamento do CG

Yegm)]
N
T

) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Xeg [m]

Figura 44: Deslocamento do CG - u = 20m/s - PDD=10.
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Figura 45: Variaveis de estado - u=20m/s - PDD=10.

A conclus@o mais importante que se tira dessas simulagdes € o fato de que
o controlador PDD faz com que o angulo de estercamento tenha um perfil mais
suave e fique dentro da faixa limite de 45 graus com o ajuste correto do ganho. O
resultado, comparativamente, ¢ um pouco pior, ou seja, para um mesmo ajuste de
ganho, o controlador proporcional apresenta menos erro, mas mesmo assim o
veiculo se mantém na pista e seu erro vai a zero depois da manobra. Como o
estercamento estd dentro do aceitdvel pode-se ainda aumentar o ganho para se
obter um melhor resultado.

Outro ponto a se destacar € o fato que para a velocidade de 10 m/s, pode-
se usar ganhos maiores sem aumentar demasiadamente a oscilacdo do sistema,
isso pode ser explicado pelo Lugar Geométrico das Raizes, pois os pélos mais
significativos tendem para o eixo real a medida que se aumenta o ganho.

Pode-se concluir que o controlador proposto leva o sistema a estabilidade
e faz com que ele rastreie a trajetéria desejada, além de manter o angulo de

estercamento dentro da faixa admissivel.
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O perfil menos oscilatério do estercamento € mais coerente com a agdo de
um ser humano ao volante, o que levanta a questdo da representatividade do ser
humano por um controlador. Projetar um controlador que represente o
comportamento do ser humano ao volante ndo € o escopo desse trabalho, mas ele

representa um primeiro passo para o estudo de tais controladores.

4.2.
Transferéncia de Referencial Nao Linear

A objetivo dessa secdo € avaliar o controlador projetado anteriormente em
uma malha de controle que apresenta elementos ndo lineares, nesse caso a
mudanca estd na troca de referencial. A malha proposta a seguir ndo apresenta a
linearizacdo da transferéncia de coordenadas, ou seja aparecem senos € CO-Senos.
Agora o sistema nao possui mais as restricdes de angulos de yaw pequenos.

Considera-se o controlador proporcional derivativo duplo projetado
anteriormente com o ganho ajustado em 10. A trajetdria varia e possui angulos de
yaw superiores a 20 graus, para que o modelo trabalhe em sua faixa néo linear.

Nessa primeira andlise a velocidade é de 20m/s. Pode-se ver na Figura 46
que o resultado € bom (se mantendo dentro da pista) apesar do erro no
rastreamento da trajetéria. O angulo de estercamento estd dentro de seus limites
apesar de um perfil um pouco oscilatério, e o veiculo percorre toda a trajetdria
desejada. A aceleragdo lateral também se encontra coerente com o veiculo

considerado.
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0 20 40 60 80 100 120 140

Aceleragdo Lateral

T T T T

=] o
(5 5 B e N & 1 ]

Ac.Lateral [g]

o
(]
w
=
[y}
o
-~

Tempo

Estergamento da roda
T T T T

—3 o]
o o

o

Angulo [graus])

L
(=]

o
(]
w
=
[y}
o
~

Tempo

Erro em relagéo ao centro da pista
1 T T T T T T

Figura 46: Troca de pista - u = 20m/s - PDD = 10 - Malha n&o linear.
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A trajetdria da Figura 47 € uma curva em U. A velocidade ¢ 20m/s. Pode-
se ver que apesar de um erro perceptivel e de um transiente que aparece, o veiculo
percorre a trajetdria sem sair da pista, o dngulo de estercamento se manteve

limitado, salvo o transiente, mas a aceleragdo lateral atingiu valores muito altos.

Deslocamento do Centro de Gravidade
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Tempo
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Tempo

Tempo

Figura 47: Curva de 180 graus - u = 20m/s - PD = 10 - Malha n&o linear.
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Na Figura 48 se tem uma trajetoria em espiral e a velocidade € de 20m/s
também, mais uma vez o veiculo percorre a trajetéria sem ultrapassar seus limites
laterais, o estercamento permanece limitado na faixa de 45 graus e a aceleracao

lateral apresenta valores altos para esse tipo de veiculo.
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Figura 48: Espiral - u = 20m/s - PDD = 10 - Malha n&o linear.
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Na Figura 49 pode-se ver um circuito oval, a velocidade é novamente de
20m/s. Nesse caso € interessante notar que o angulo de estercamento tende para
uma constante apds um transiente oscilatério. Esse resultado era o esperado, uma
vez que o circuito era um circulo de raio 50 metros. Tanto a aceleracdo lateral

quanto o estercamento estao dentro do limite aceitdvel.
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Figura 49: Circulo - u = 20m/s - PDD = 10 - Malha n&o linear.
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A Figura 50 mostra o resultado para a mesma trajetéria mas com ganho do
controlador igual a 100. O erro conseqiientemente diminuiu, e ainda assim o
estercamento e a aceleracdo lateral continuaram dentro dos limites aceitdveis.
Como o objetivo ndo € projetar o melhor controlador, ndo foram estudados outros
ajustes de ganhos, proximos trabalhos podem estudar a sensibilidade entre o

ganho e as diferentes varidveis do sistema.
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Figura 50: Circulo - u = 20m/s - PDD = 100 - Malha n&o linear.
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