PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

6
Solucdo de Sistemas Dinamicos Nao-Lineares por Séries

Neste capitulo sao apresentados dois novos métodos desenvolvidos nesta
tese para a solucao de sistemas dinadmicos nao-lineares. Eles utilizam a teoria
de séries, particularmente séries de Taylor, séries de Fourier e transformadas
de Padé e sao de facil implementacao.

O uso de expansoes em série de poténcia para a solucao de equagoes dife-
renciais lineares, em particular, equacoes de segunda ordem com coeficientes
variaveis, ¢ uma técnica classica sendo apresentada em muitos livros, tal como
o de Boyce e Diprima, [86]. De fato, esta técnica pode ser utilizada para re-
solver problemas de valor inicial envolvendo também equacoes diferenciais nao-
lineares de qualquer ordem. Porém um dos problemas usualmente associados
com as séries de poténcias é o tamanho do raio de convergéncia e a lenta con-
vergéncia para instantes distantes do instante inicial, o que requer um grande
nimero de termos para se obter a convergéncia. Entretanto, se alguns con-
ceitos de simetria forem utilizados, estes problemas podem ser contornados ou

minimizados.

6.1
Séries de Poténcias

Equacoes diferenciais lineares possuem familias de solugoes com um certo
niumero de constantes arbitrarias. Em geral, deseja-se que a solucao respeite
um conjunto de restricoes que, no caso de um sistema dinamico, correspondem
a um conjunto de condicoes iniciais. Dessa forma, uma tinica solucao, dentre a
familia de solugoes que atende ao problema, ird atender as condigoes iniciais.

Segundo Kreyszig (1993), [87], o método das séries de poténcias ¢ um
método eficiente para resolver equacoes diferenciais lineares com coeficientes
variaveis ou nao. O método consiste em se escrever a solucao da equagao em

forma de uma série de poténcias

z(t) = ag + a1 (t — to) + ax(t — t0)* + as(t —to)* + ... (6-1)
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onde 0s a; sao os coeficientes a serem determinados e tg é uma constante
chamada de centro da série.

A solugdo em séries de poténcias é inserida na equacao diferencial e os
termos de mesma poténcia em t — ¢y sao coletados, escrevendo-se com isso um
sistema de equagoes que permite determinar, de forma recursiva, os coeficientes
da série. Os coeficientes de ordem mais baixa da série representam as condigoes
iniciais do problema. Assim, numa equacao diferencial de segunda ordem,a,
e a; em (G=1) representam as condicoes iniciais de deslocamento e velocidade,
respectivamente, e os demais coeficientes sao escritos em funcao destes.

A precisao da solugdo aproximada (6-1)) decai a medida que ¢ se afasta do
centro. Quanto maior for o valor de |t — o], mais termos sao necessarios para
se obter um dado nivel de precisao.

Uma propriedade importante das séries de poténcias é o raio de convergén-
cia. Dependendo do problema, a série (6-I)) pode apresentar um raio de con-
vergéncia infinito, isto é, para qualquer valor det, a solucao converge a medida
que mais termos sao adicionados a série. O raio de convergéncia, R, de uma

série é definido por,

R= (6-2)

m h_H; 00 Am41
A

Quando o raio de convergéncia é finito, a série converge para todo|t — to| <
R e diverge para todo |t — to| > R.

Considerando o problema de vibracao livre da equagao de Duffing,
i+ we’r+ B2 =0 (6-3)

para § = 0 a solucao em séries de poténcias é convergente para qualquer
t. Entretanto, para o caso nao-linear, nao é possivel garantir a convergéncia
para todo t, mas, para pequenos valores do par de condicoes iniciais, a série é
convergente. Qaisi (1996),[88], aplicou a transformacao 7 = sinwt a eq. (6=3),
transformando a variavel t em uma nova varidvel. Dessa forma, 7 oscila entre -1
e 1. Qaisi assume que a série de poténcias escrita em termos det é convergente
para |T| < 1, ou seja, para qualquer ¢t porque a série de poténcias em 7 acaba

gerando uma funcao periodica em t.

6.2
Meétodo baseado em séries de Taylor

Este é o primeiro método desenvolvido. Ele utiliza séries de Taylor e sera
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chamado de método de Taylor no restante desta tese.

Assim como na secao anterior, a solucao para um problema de vibracao,
f(& &, z,t) =0 (6-4)
também é escrita como uma série de poténcias,
z(t) = ag + ar1(t — to) + ao(t — t)? + ag(t — to)* + ... (6-5)

porém agora os coeficientes a; sao determinados igualando a solucao em série
e suas derivadas, avaliadas em t = ¢y, com a solucao exata desconhecida e suas

derivadas, também avaliadas no instante inicial. Entao para a igualdade =5

tem-se,
l’(to) = Qo
I(to) =
l’(to) = 2@2 (6_6)
di
E = 6&3

onde z representa a solucao exata desconhecida.
Esta forma de determinar os coeficientes faz com que a solucao em série

de poténcias (G=0) assuma a forma da série de Taylor da soluc¢ao exata, com

centro em torno do instante inicial, onde os dois primeiros coeficientes sao as

condigoes iniciais do problema. Assim, a série [6-3)) torna-se

1 d3x

A 14T
HETTE

1 d*x
At + ——
LS e

dx
z(t) = x(to) + 7

At + .. (6-7)
to

to

sendo que At = (t — ty), e, a segunda derivada, &, é retirada diretamente de

([6=4), a saber

Ja as derivadas de mais alta ordem, presentes na série [6=1)), sdo obtidas
derivando sucessivamente & em (6-8) em relagdo ao tempo. Tem-se, por

exemplo, para a terceira derivada.

di _ O0f(z,a,1) dv af(:t,x',t)@_i_df(x,jc,t)

- or @t i @ dt
_ 6-9
ox T ot T dt (6-9)

Substituindo (G=8) em (6-9)), a terceira derivada passa a ser fungao apenas
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de z e z,

dr  Of(w,&,t).  Of(x,a,t)

= &+ — f(x,2,t) +

& df (z,,1)
dt3 ox ot

dt

(6-10)

A derivada de quarta ordem agora pode ser obtida a partir de [B=10),
resultando também em uma funcao de z e &, bem como as demais derivadas
de ordem superior, o que faz com que cada termo da série seja funcao das
condicoes iniciais, uma vez que cada derivada é avaliada no instante inicial.

No caso em que ¢y = 0, a série de Taylor é também conhecida como série de
Maclaurin. E conveniente adotar como centro da sériety = 0, pois nesse ponto,
o deslocamento e a velocidade sao conhecidos, por serem parte do problema

de valor inicial.

6.2.1
Vibracao livre

Seja o seguinte problema de vibracao livre,
f(E,2) =0 (6-11)

A funcgdo de energia total associada & equagdo de movimento [B-11])
apresenta simetria em relacdo & velocidade (T'(i') = T(—%)), quando a energia
cinética, T, é uma funcao quadratica de &, e também simetria em relacdo aos
deslocamentos, quando a ndo-linearidade emz em (6-11)) for uma funcdo impar,
isto &, (U(x) = U(—=x)), onde U ¢é a energia interna de deformacao. Tem-se
assim que a solucao apresenta, no espaco de fase, simetria com relacao aos
eixos x e . As propriedades de simetria, presentes em quase todos os sistemas
dindmicos, nao tém sido exploradas na solucao destes problemas.

Como exibido na ﬁgura, nos problemas de dupla simetria, a solucao
consome 0 mesmo tempo para percorrer cada quadrante do plano de fase, ou
seja, em cada quadrante do plano de fase tem-se um quarto de periodo. Ja
nos problemas em que a energia nao possui dupla simetria, {U(z) # U(—x)),
como, por exemplo, problemas envolvendo nao-linearidades quadraticas (figura
, o tempo gasto em cada quadrante é diferente, sendo possivel saber
apenas o instante correspondente a meio periodo de solucao, ja que a simetria
com relacio ao eixo x persiste pois T'(i) = T(—1).

As propriedades dos sistemas duplamente simétricos e com uma simetria,
ilustradas na figura[6.Il permitem determinar, a partir das aproximagoes do
deslocamento ou velocidade, o periodo T

Assim, para o caso com dupla simetria, tem-se, partindo das condigoes
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X[ (0,Vmaxt=3T74)

(Xmin,0,1=T/2)

(-X0,0,t=T/2)

(0,Vpmin, t=T/4)
(a) (b)

Figura 6.1: Plano de fase: (a) com dupla simetria; (b) com uma tnica simetria
iniciais 2(0) = zo e £(0) = 0, que

z(T/4) =0 (6-12)
e nos casos com uma simetria em relacao a z, tem-se que

#(T/2) =0 (6-13)

Utilizando a solugdo em série de Taylor, eq. 6-1), nas igualdades (6-12)) e
(6-13)) e levando em consideracao a relacdo T = 27 /w, obtém-se uma aproxi-
macao para a freqiiéncia, w, da resposta. Quanto mais termos sao utilizados
na série (6=7), mais exato sera o valor de w.

Na eq. (6=I2) sdo necessarios menos termos na série de Taylor que em
6-13) porque o intervalo de tempo em que a solugdo é aproximada é a
metade do utilizado em (G=I3). Além disso, em (6=13)) utiliza-se a derivada
da aproximacao, o que também diminui a precisao. Cabe também ressaltar
que, dada a simetria em ambos os casos com relacao ax, a convergéncia no
intervalo 0 < t < T'/2 é suficiente para se obter a resposta exata ao longo de

um periodo ja que a resposta pode ser espelhada no intervalo—7/2 < ¢ < 0.

6.2.2
Equacdo de Duffing

Seja, como exemplo de aplicacao do método, a equagao de Duffing.
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i+ wor + Bz =0 (6-14)

Utilizando como solucao aproximada a expansao em série de Taylor dex(t),

eq. (6=1), com termos de até segunda ordem em ¢, tem-se

1
x(t) = 2o + vot + 5:}g'(O)zt2 (6-15)

Para determinar #(0), primeiro explicita-se & em (6-14]). Assim, tem-se
&= —wolr — B’ (6-16)
Avaliando (6=I0)) no instante inicial, tem-se
#(0) = —wo’x — Bag® (6-17)

Substituindo (6=I7) em (6-I5) e considerando que a velocidade inicial é

nula, obtém-se a seguinte aproximacao para o deslocamento

1 1 .

z(t) = zo — (5%%0 + 55%5) t? (6-18)

Derivando (6-1I8) com relagao ao tempo, obtém-se a aproximagao para a
velocidade,

.I'(t) = — ((.UQZI'Q + ﬂl’(ﬁ) t (6—19)

Substituindo ¢t = 7/4, com T = 27 /w, em (G=18)) e dividindo ambos os

lados por xg, chega-se a

2?20y’
_ _ =0 6-20
Suw? Suw? ( )

A relacao freqiiéncia-amplitude dada em 6-20) pode ser escrita de uma

forma mais simples se forem inseridos novos parametros,

2 2
b
- T2y 6-21
T~ 3 (6-21)

onde § expressa a razao entre as freqiiéncias da resposta e natural, eb expressa

a nao-lineridade, a saber

5= (6-22)

(6-23)
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A soluc¢ao no tempo (G-18), escrita em termos de wy, (3, ¢ e t, também

pode ser simplificada, passando a ser escrita em termos deb, zo e 7, ou seja

1 1
$(7’) = X9 — (§$0 + §b$0) ’7'2 (6_24)

onde
T = wot (6-25)

Finalmente pode-se escrever {{=24) sob uma forma adimensional através da
divisao de (6=24)) por x

or) . (1 N %b) 2 (6-26)

To 2

A freqiiéncia da solugao, w, é conhecida apos se obter § em (6=21]),

b (6-27)

1 1
§=qal= =
™sTs

e substituir os parametros 6=22) e (6-23) em (6-27):

w02 $025
W =T\ —

8 8

(6-28)

Com trés termos na aproximacao para os deslocamentos, a solugao obtida

2(t) 1 1\, /(1 1, 1.\,
AP T — +—b+ b .29
0 (2+2>7+(24+6 +8 T (6-29)

e a relacao freqiiéncia-amplitude obtida em termos ded e b é

7.(.2 7.{.4 7T4 7.(.4

2
Ry I o SRR S 6-30
R Y R TR T (6-30)

de onde se obtém

5= 1—7;\/9+9b+3\/—9b2 —6b+3 (6-31)

Tomando uma aproximacao com quatro e cinco termos, obtéms-se, respectiva-

mente, as seguintes solugoes aproximadas para o deslocamento

x(t) 11N\, (1 1, 1.\,
kS Y S P
o (2+2)T+(24+6 )T

1 5 17 3 (6-32)
o 9} _b2 ~ 13 6
(720 T T TR’ >T
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11 1
& = 1—(§+§b>72+(24 + 6b+ 852)

( VLR LaRs 801))7—1— (6-33)

a7, 3 7\ s
(40320 2520“2240() L +64Ob>T

e também as seguintes relacoes freqiiéncia-amplitude,

2

56 — T g4 (1—b)+—62(1+4b+362)
8 384
(6-34)
70 1 + o b+ 17 b2 + 3 ) =0
46080 9216~ ' 15360 5120
2 4 1 5
68— 6501 +b) + Z—5Y(1 + 4b+ 30%) — 7962 [ —— + 2
g 0 (1 40)+ 50 (L4 4b+367) = 0™ oes + o160 T
17 3 1 13 A7
b2 b 8 b v’ 6-35
15360 T 5120 >+7T 10321920 T 645120° " 573440 (6-35)

3 3 7 4\ _
25672° " 163840" ) B

No anexo B tem-se a solucao em série de Taylor da equacao de Duffing

(6-14).

Convergéncia da solucdo linear

Quando o parametro nao-linear 3, em (6-14)), é igualado a zero, a freqiiéncia
w da solucao aproximada deve ser igual a freqiiéncia da solu¢ao do problema
linear, isto é, w = wy. O mesmo acontece quando o deslocamento inicial ¢ nulo,
independentemente do grau de nao-linearidade.

Fazendo b = 0, o parametro ¢, obtido através das eqs. (6=27) e (6=30), deve
ser igual a 1 para atender a relagao entre d e w, eq. (6=22).

Substituindo b = 0 em (6=27)), encontra-se § = 1,11. Ja Substituindo b =0
em (6=30) encontram-se duas raizes parad, a de interesse é § = 0, 98. Fazendo
b=0em ([6=34) e ([6=35) obtém-se respectivamente d = 1,0005 e 6 = 0,9999. O
altimo resultado é praticamente coincidente com a resposta esperada ¢ = 1).
A tabela exibe estes resultados e o erro obtido com cada aproximacao.
Verifica-se que as aproximacoes sao convergentes e que a aproximacgao com 5

termos é suficiente para se obter um valor preciso dew.

Validacdo da solucdo linear

A solugao do problema (G-14) para § =0 é
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n° de termos ) |6 — 1] erro (%)
2 1,110720734 0,110720734 11
3 0,986402021 0,013597978 1,36
4 1,000567233  0,000567233 0,06
5 0,999984249 0,000015750  0,0016

Tabela 6.1: Convergéncia da solugao linear.

z(t) = xo cos wot (6-36)
Escrevendo (6-306) em série de Taylor, chega-se a
() L, 4 L s
—=1-C —T = = -
%o 2"t T T (6-37)

que é a mesma série obtida com a aproximagao de quatro termos, eq. B-32)),

com b=0.

Convergéncia da solucdo nao-linear

Quando b é diferente de zero, tem-se o problema com nao-linearidade. Neste
caso, as solucoes aproximadas necessitam de um nimero crescente de termos
a medida que b aumenta para se obter uma solugao convergente no intervalo
de interesse.

A tabela (6.2) mostra a convergéncia do parametro é com b = 1, obtido

ao se substituir em (6-12)), diferentes solugoes aproximadas, com um ntimero

crescente de termos.

n° de termos ) |0 — dexato|  erro (%)

5 _ _ i

6 1,357606555 0,039819994 3,02
7 1,261243896 0,056542665 4,29
8 1,334632001 0,016845440 1,28
9 1,302941478  0,014845083 1,13
10 1,324637050 0,006850489 0,52
13 1,315997839 0,001788722 0,14
16 1,318165233 0,000378672 0,03
19 1,317686254 0,000100307 0,008

Tabela 6.2: Convergéncia da solugao nao-linear parab = 1.

Para b = 1, a aproximagao com cinco termos, eq. 6=30), ndo permite

encontrar uma raiz para 0 porque a solugdo (6=33)) diverge um pouco antes
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do deslocamento cortar o eixo horizontal, como mostra a figural6.2l Ja para
a aproximacao com seis e sete termos é possivel obter aproximadamente o

instante em que x = 0.

Figura 6.2: Convergéncia em 7 das aproximagoes. L1, RK; 4, Taylor com cinco
termos (eq. (6=33))); O, Taylor com seis termos; O, Taylor com sete termos.

Devido as caracteristicas das poténcias deb nas aproximacoes, a velocidade
de convergéncia da solucao diminui quando este parametro é maior que 1, como
mostra a tabela 6.3, para b = 1,1. Convém salientar que b = 1 ja representa,

um problema com grande nao-linearidade.

n° de termos ) |0 — Oexato|  erro (%)

5 i} - -

6 1,390457096 0,045216509 3,36
7 i} - -

8 1,365417429 0,020176842 1,5
9 1,324992260 0,020248327 1,5
10 1,353916132 0,008675545 0,64
13 1,342561260 0,002679327 0,2
16 1,345724780 0,000484193 0,03
19 1,344976040 0,000264547 0,02
26 1,345132441 0,000010814 0,008

Tabela 6.3: Convergéncia da solugao nao-linear parab =1, 1.

A tabela apresenta o maximo valor de b obtido em aproximacoes com
diferente niimeros de termos, para que o erro emd seja aproximadamente igual
a 0,01%. A figura exibe a curva onde o erro é aproximadamente 0, 01%.

Valores abaixo da curva correspondem a um erro inferior a0, 01%. Pode-se ver
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n° de termos binax ) |0 — Oexato]  erro (%)
5 0,003 1,001040747 0,000108643 0,01
6 0,015129 1,00565916  0,000074571 0,007
7 0,050176 1,01861519 0,000080762 0,008
8 0,120409 1,04404616 0,000104425 0,01
9 0,16 1,05807185 0,000104333 0,01
10 0,25 1,08914753  0,000115775 0,01
11 0,330625 1,11621354 0,000117394 0,01
12 0,400689 1,13912456 0,000103038 0,009
13 0,501264 1,17117561 0,000109687 0,009
14 0,600625 1,20192849 0,000118381 0,01
15 0,700569 1,23200948 0,000126563 0,01
16 0,781456 1,25578985 0,000131438 0,01
17 0,861184  1,27878619 0,000120495 0,009
18 0,94090 1,30143195 0,000121088 0,009
19 1,030225 1,32612585  0,000125857 0,009
20 1,140624  1,35605640 0,000130015 0,009
21 1,279161  1,39269897 0,000125185 0,009
22 1,380625 1,41893228 0,000137869 0,01
23 1,449616 1,43647615 0,000144322 0,01
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Tabela 6.4: Maximos valores do parametro de nao-linearidade, b, para que as
aproximacoes apresentem um erro de aproximadamente0,01% em 0.

que a curva pode ser aproximada por uma reta, entao para uma determinada
nao-linearidade, a equacao da reta pode ser utilizada para estimar o nimero

minimo de termos para que a série seja precisa.

—0—® crro=0,01%

b=0,089x-0,588

Figura 6.3: Curva correspondente a um erro inferior ou igual a0, 01%.
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Validacdo da solucdo nao-linear

Assumindo como exemplo b = 1,1 em (6-33), tem-se pelo método aqui
proposto
o(r) _ 1—1,057% +0,376257* — 0, 1752041677° + 0,0827531777°  (6-38)
o
Para o mesmo problema, obtém-se com o HBM a seguinte solugao, con-
siderando trés harmonicos.
M = 0,980682954 cos 6T + 0, 018957528 cos 367 + 0,000359517 cos 5T

Zo
0 = 1,345130894

que, escrita em série de Taylor, é dada por:

(1) __ 1,04969986472 + 0, 3738924187
0 (6-39)

—0,1679855187°% + 0, 0706556357° + ...

Comparando (6-38) com (6-39), observa-se que os termos constantes sao
iguais e que o segundo e terceiro termos em ambas as solucoes sao bem
proximos.

Ja para uma aproximagcao com sete harmonicos, tem-se com o HBM,

(1)

——= =10,980676137 cos 6T + 0, 018957267 cos 367+
Zo

0, 000359641 cos 567 + 0, 000006823 cos 747 + 0,000000129 cos 967+
0, 000000002 cos 1147 + 0, 00000000005 cos 134T
0 =1,345126674

de onde obtém-se a seguinte série de Taylor,

or) 1,057% + 0, 3762499947 — 0, 17520408175+
o (6—40)

0, 08275254278 + ...

Ao se comparar a série (6=40) com a solu¢ao em série de Taylor {6=35)),
percebe-se que, agora, aumentou-se o nimero de casas decimais em que o0s
termos sao coincidentes.

Cabe ressaltar que cada termo da série de Taylor [6-39) ou (G=40) tem

contribuicoes de todos os harmonicos usados na solucao aproximada com o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 134

HBM. Assim, a medida que aumenta o nimero de harmoénicos, os coeficientes
da série correspondente a solugao harmonica aproximada convergem para oS
valores obtidos pelo método de Taylor. Pode-se afirmar que cada termo da
série de Taylor obtida pelo método proposto tem contribuicao de um nimero
infinito de harmonicos.

Por outro lado, a medida que 7 cresce, a série de Taylor exige um niimero
cada vez maior de termos para a convergéncia, enquanto que as solucoes em
termos de funcoes trigonométricas mantém seu grau de aproximagao para
qualquer 7.

Entretanto, como tanto no caso da vibragao livre quanto na forcada, todos
os métodos se restringem a fornecer apenas a resposta periddica permanente, a
série de Taylor pode fornecer uma solucao precisa com poucos termos usando

as propriedades de simetria da resposta no espaco de fase.

6.2.3
Relacdo entre os métodos de Taylor e LP

Mostrou-se nos capitulos anteriores a relagao entre os diversos métodos e
o método cléssico LP. A seguir, mostra-se a correlacao entre a solucao obtida
com o método de Taylor e a solucao obtida através do método de LP.

A solucao de primeira ordem encontrada com o LP para a equagao de

Duffing com nao-linearidade ctbica é

1 1
x(t) = (330 — 32—%26%3) cos wt + 32—%26%3 cos 3wt (6-41)
onde 5
2
= — 6-42
W =wo + Son Bo ( )

Utilizando os parametros adimensionais 6-22) e (6=23) para reescrever

(6=41)) e (6=22), tem-se

(1) 1 1
e T (1 % b) cos 0T + 32bcos 30T (6-43)
5—1+ gb (6-44)

Substituindo (=44) em (6-43) e expandindo (6-43) em série de Taylor em

torno de t = 0 e coletando os termos em b, chega-se a

z(7) L, 14 L g
D (1o ot B
0 < 2T toaT Tl )T
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(S S S S T
27 6T T 1aa’

21 49 379
P - 2y ot 26y
( 1287 T2567 " s1200 )7

9 99 279
b L S 4
( 517 101 00T T )+ (6-45)

A comparagcao da solucao (6-43) com as solugoes obtidas em séries de Taylor
torna-se mais facil se estas iltimas também forem reescritas com os termos de

mesma poténcia em b em evidéncia. Tomando a solucao com quatro termos,

([6=32)), tem-se,

b2 17_4_1_77_6 _37_6()3
8 240 80
Pode-se observar que apenas os termos até a poténcia 1 emb sao coinci-
dentes. Isto ocorre porque a solucao obtida com LP ¢ de primeira ordem em
b.

Considerando uma solucao aproximada de terceira ordem dada pelo LP,

tem-se

1 1
$_0) :cos57'+(— ﬁcos&'—kﬁcos?)&)b-i—

2 1
( 3 cos 0T + cos HoT — i cos 357‘) b2+

1024 1024 128
(6-47)
AT osor+ 22T o8 307 + — 76
32768 00T T 16384 C°PT T 39768 C° 10T
3
5043 008557)1)
3 9] 81
§=1+°b— —b*+—b° (6-48)

8 256 2048

Substituindo (6=48) em (6=47) e expandindo (6-47) em série de Taylor, tem-

se,

z(7) L, 14 L I 5
(11— ot
( 2" T "m0 Taso )T

1, 1, 5 13 8
b( 57 +6T vl —|—2520 —l—...)—i—

1, 17 47
b2 I 6 v 8
<ST 240" To2a0” T )+
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3 3 84723
B = 28y 28 ) ¢ 0 sty 6-49
( T I )+ 12680064" ~ * (6-49)

A solugao por Taylor com termos até 78, eq. ([6=33), reescrita com b em

evidéncia, toma a forma

() 1, Ly I 1 8
il A e -
o 2" YT 0" Tamsw” "
1, 1, 5 4 13
B T L A
( 27 T8 T’ T )T

(6-50)

1, 17T o 4T ).,
e L) |’
(8T 240" +22407) *

3 6 3 8 3 7 814
AL ) | L
( 07 e’ ) 60"

Comparando (6-49) com (6=50) pode-se ver que, novamente, para os termos
com poténcia em b igual ou inferior & ordem da solucao aproximada obtida com
o LP, os resultados sao coincidentes.

Para que os termos que multiplicamb* em (6=49) e (6=50) sejam coincidentes
¢ necessario que a expansao em LP contemple o termo de quarta ordem.
Isto quer dizer que, ao se adicionar mais um termo na série de Taylor, na
verdade se esta adicionando o primeiro termo da série de Taylor de um dado
super-harmoénico em Lindstedt-Poincaré e mais um termo em todas as séries

ja existentes de todos os harménicos inferiores.

Reconstrucdo das solucées de LP a partir das séries de Taylor

Devido a correspondéncia que hé entre as solucoes de LP e séries de Taylor,
pode-se obter a solucao que seria obtida aplicando o LP a partir de uma solucao
escrita em série de Taylor.

Seja a aproximacao em série de Taylor com cinco termos da equagao de
Duffing.

1

1 1 1
ZL‘(t) = I0+( — 5&)021‘0 — 551‘03) t2+ <ﬂ0)04[)30 + 6&)02ﬂ$03+

1 1 15} 17
§52$05) t4+< - %wo%o — mw0459€03 — %%252%05—
(6-51)

3 3.7 6 1 8 13 6 3

l i

5o o ) +(40320w0 To T 5pag®o Hro T
47 3

. 7
5310 w04ﬁ2x05 =+ mwo263x07 4 %643309) tS

Deseja-se, por exemplo, uma solucao similar a obtida com o LP com quatro
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harmonicos, isto é,

z(t) = (ap + a18 + a2 8° + a3 ) coswt + (b1 + bo >+

6-52
b33%) cos wt + (co8% + ¢33°) cos 5wt + ds3° cos Twt ( )

com
w = wo + w18 + w3 + w33 (6-53)

onde os coeficientes a;, b;, ¢;, d; e w; sao incognitas a serem determinadas.

A ordem da solucao a ser obtida deve sempre ser, no maximo, igual a maior
poténcia de § presente na série (6-51]) menos um. Caso contrario, faltariam
equagoes para determinar todos os coeficientes em [6-52) e (G=53).

Para cada harmonico em (6-52) tem-se que a série de Taylor ¢ dada por

1 1 1 1
it =1— -2 + —z"' — — 7% 4+ —— 7% + . 6-54
cos¥ 2" Tt Tt Taose” T (6-54)

com T = w, 3w, dw, ...
Substituindo (@-54) em (6=52) e eliminando na expressdo resultante os
termos em 3 com poténcias maiores que a ordem da solucao a ser encontrada,

chega-se a,

z(t) = ag + (a1 + b)) + (ay + by + ¢2) 3% + (a3 + bs + c3 + ds) f°—

1 1 9 25
{§w02a0 + ﬁ(wowlao + 51002@1 + 5100251) + B2 (31002024—

1 1 9
(wows + §w12)a0 + wowiay + §w02a2 + Qwow by + 5100252) +

1 1
53 ((wowg + wlwg)ao + (§w12 + wowg)ﬁll + WoW1 a9 + §w02a3+

9 9 25
(9w0w2 + §w12)b1 + 9w0w1b2 + §w02b3 + 25’(1]011)102 + ?w0203—|—

49 1 1 1 27
?W02d3) }t2+{ﬂwo4ao+ (6w03w1a0 + ﬂw04a1 + §w04b1) ﬁ‘i‘
(lw 2,2 1 3 L3 i 4 23w
1o wy” + 6w0 wa)ag + 6w0 wiay + 24w0 as + 5 (e
27 625 1 1 1
§w04b2 + §w0462) 62—1- ((610011}13 + gwogwg + §w02w1w2)a0+
(lwong + 1wOwa)al + 1wo?’wlotg + wo' + iwo4ag+
6 4 6 24
81 27 27
(Zw02w12 + 771)0371)2)[)1 -+ 711)03’11)1()2 -+ §w04b3+
625 625 2401 1
?U)()gwlcg + QUJOZLC?, + 24 u}g4d3> 63}154—{%1006@0—1—

1 81 1 1
(%woﬁal + %U)()Gbl + KowOSwlaO)ﬁ + ((£w04w12+
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——wo wy)a +Lw5wa —l—Lwﬁa —i—@ws’wb—i—
T 1Y) R 0T R T) E
81 o 3125 4 .., 1 . 1,

2 webb - L

<00 9 + g Lo c2)08 +(12Ow0 w5+36w0 wi°+

1 1 1
ﬂw04w1w2)a0 + (4—8w04w12 + mwgf’wQ)al + Eow(fwlag—i-

1 243 243 243
(ﬁowoﬁag -+ (Ewo4w12 -+ E’woswgﬂ?l + 4—0w05w1b2+

8Ly B2 5 8125 117649
80 24 144 720
+{ 1 Sap + (Lw()?wlao + ;’wosm + 729
5040 40320 4480

103200 ¢
6 2 7
(Tgggwo 1™ + 5 Wo wa)ao +
729 729

78125
L2 boTwib 8
560 0 T 44800 2 T 5064

1 1 1
((mﬂ)g?’wg + MUJO7W3 + —UJU5U)13 + —wOGwlwg)ao—i—

720 720
1 6 2 7 7
(Taag™o W T 5oggWo W2)an + spppte’wias + Jaans
729 729 729 729
(WWOGIUlQ + %w(fua)bl + —w07w1b2 +
78125 - 78125 823543

1008 W0 W12 ¥ gaer o st T5rg0

d3w06)ﬁ3 }tG

w08b1>6+

8
Wy~ Ao+

1 7
50400 19 T 10320

’LU()862)52+

8
wWo-az+

d3u@8)63}t8 (6-55)

Igualando os termos de mesma poténcia emt em (6-53)) e (6-51)), obtém-se
um sistema de cinco equacoes. Em cada uma destas equacgoes, igualando, a
seguir, os termos de mesma poténcia em (3, obtém-se quatro novas equagoes.

A seguinte equacio é obtida dos termos em t°,

To = Qo + (CLl + bl)ﬁ + (&2 -+ bQ + 02)52 + (Clg + bg + C3 -+ dg)ﬁ?’ (6—56)

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, tem-se

ap = g
ap+b; =0

as +co+by =0
bs+as3+ds+c3=0

onde a primeira equacao ja permite determinar o valor deay.
Igualando os termos em ¢* nas eqs. ([G=50) e (6=51)), e, posteriormente,
igualando os termos de mesma poténcia em 3, tem-se
L, L,

— JWo Lo = —5Wo To
2 2

1
— 40()021)1 — WoW1 Xy = —562303


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 139

1
- 8&)011)1[)1 - §w12x0 — WoWaxgy — 12W0202 - 4WO2b2 =0

— 8(,()011)2[)1 — W1W2Xy — WoW3xg — 4&)02[)3 — 24d3£d02 — 12&)0263—

8&)011}11)2 - 24&)011)102 - 4’(1]12[)1 =0 (6—57)

onde a primeira eq. em (6-57)) é uma identidade e deve ser, portanto, descon-
siderada.

A partir de (6=51) pode-se escrever que

1 1
by = —2%3 — 5 WiZo
8(4}0 4&)()
3 2 1
bg = — 3w11‘0 + 2w1 To — —W2Tg — 362
4(.(}0 8(.()0 4&)0
3
b3 = 4w12x03 - —3’11)13170 - 6d3 - 3Cg+
8&)0 2(410
1 , 1
W1 Wap — ZWaly — ——— W3
4&)02 40)05 4C¢J0

Tgualando os termos em t* nas egs.([@=53) e ([G=51)) e igualando os termos de

mesma poténcia em (3, tem-se

5} 2 1

Ew02x03 _ §w03w1x0 — 6(/‘)023:03

a Ew02w12$0 + 16wy’ ey — §W03w2$0 + 6Wow1$03 = §x05
b} 5 3 9

2.3 3 3 3 3
Ewl xo” + 6&)0[[‘0 Wa + 64&]0 wi1Cy — §w0w1 Ty — gu}() W3To+

1
16W04C3 + 80d3&)04 — §W02w1w2$€0 =0

de onde se determina

w52
1= 8w 0
Co = Lx > + 1 WX,
27 2048w 0 T 24w, Y
87 - 11 , 1
_ _ —5d
O = T 1638w " 384wt V2T T g, Wt T 005

Igualando agora os termos em t° nas eqs. (6=55)) e (6=51) e posteriormente

igualando os termos de mesma poténcia em (3, tem-se

11 8 17
T gge T T g et = —gppen
89 8 23 3
1’07 — 64d3W06 — —’U)gl’o(.UQE) — —w2$03w03 = —.1'07

1024 15 60 80
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Com isso tem-se que

21 A
Wy = ————
2 256wy Y
59 1
d3 = 7 Zo

163840w®° 120w

Finalmente, igualando os termos em ¢® nas eqs. ([6-55) e (6-51)) encontra-
se mais uma equacao. Nesta nova equacao, igualando os termos de mesma
poténcia em (3, tem-se

16 - 200, 3

- . bl _ 2 7
350 WaTo F pe w0 o = oo™t

necessaria para se obter ws,

81

U3 9048ug5 °

Assim todas as incognitas em (6-52)) e (6=53) estao determinadas, obtendo-

se
x(t) = (xo — 3201002 x0° B + m;fz‘)&xof’ﬁQ - %&;(ﬁxo?ﬁ)) cos wt+
(32c1u02x°36 ~ Tasai 0t %L[)ﬁxow?’) cos St (6.55)
(10%4%42:0%2 — 2()%&%)()6:50763) cos bwt+
meﬂ?’ cos Twt
w = wpy + 8—%%25 — 2523003:(;0452 + 205—81%5%663 (6-59)

Escrevendo (6-59) em termos dos parametros adimensionais, tem-se

3 21 81
S=1+45b— —b+ — b3
8" 2567 T 2048

A figura [6.4(a)| exibe as curvas obtidas com as eqs. 6=60) e (6=35). Com a

eq. (6=35) foi possivel se obter respostas parad somente até b = 0,69. A curva
obtida a partir de (6-60]), mostra-se melhor. Ja na figura[6.4(b), adicionou-se

mais um termo na série de Taylor e conseqiientemente foi possivel se obter uma

(6-60)

solugao de LP contendo um harmonico a mais. Os resultados obtidos com o
LLP sao melhores que os obtidos com séries de Taylor somente em um pequeno
intervalo de valores de b. A partir disto, a solucao em série de Taylor apresenta

melhores resultados. Nota-se que um pequeno nimero de termos na série de
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Taylor é suficiente para se obter solucoes precisas até valores elevados deb.

Figura 6.4: Solugoes aproximadas, [J, RK. (a) -+, Taylor com cinco termos, eq.
6=33)); O; LP, solucao obtida a partir da aproximagao em série de Taylor com
cinco termos, eq. ([6=60); (b) +, Taylor com seis termos; ¢; LP, solugao obtida
a partir da aproximacao em série de Taylor com seis termos.

No item 4 do anexo B tem-se o procedimento que obtém as solucoes de LP

a partir de séries de Taylor.

6.2.4
Solucdes em série de Fourier a partir da série de Taylor

Como foi visto através das eqgs. (6=38) e (6-40), ha uma correspondéncia
entre a série de Taylor de uma solucao obtida com o HBM e a solucao do
método de Taylor. Entao, a série de Taylor também pode ser utilizada para se
obter solucoes em séries de Fourier.

Igualando os termos de mesma poténcia emt da solucao em série de Taylor
e da série de Taylor obtida a partir de uma série de Fourier, pode-se determinar
as amplitudes e a freqiiéncia da série de Fourier. Considerando uma série de

Fourier com os trés primeiros harmonicos, tem-se,
x(t) = ay coswt + ag cos 3wt + a; cos bwt (6-61)

e escrevendo (G-61]) em série de Taylor, tem-se

w? 2
x(t) =ai +as+ as— (CLl -+ 9CL3 + 25@5) T—l— <a1 + 81a3—|—
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4t4 6t6
625a5) ”2—4— <a1 + 72945 + 15625a5> LRI (6-62)

720
Igualando os primeiros termos de mesma poténcia em ¢ de (6-62) e da

solucao em série de Taylor para a equacao de Duffing,

2

t 4
x(t) = To— (wOZ.CBo + ﬂ$03) —+ (WQ4330 + 4w0253303 + 352%5)

2 24

p (6-63)

<w06x0 -+ 25(&)0461'03 + 510}02ﬂ21’05 —+ 27ﬂ3$07) % + ...

obtém-se o seguinte sistema,
To = a; + asz+ as (6—64)
1 1 25 1 9

— §w02:1:0 — 5&1:03 = —7a5w2 — §a1w2 — §a3w2 (6-65)

1 1 625 27 1
ﬂw04x0 + 6&10251’03 + §ﬁ2l’05 = ﬂa5w4 + §a3w4 + ﬂalwél (6—66)

1 6 5 4 3 ]'7 2102 5 3 3 7
7300 Fo = g Pre” = gpgwo Bire” — o5
81, 3125 , 1

= —%ag,w — 144 aswW  — %alw

(6-67)

que permitem determinar as amplitudes dos harmonicos e a freqiiéncia da

solucao (6-GTJ).

Com as eqs. (6=64) a (6=60) monta-se um sistema linear,

1 1 1 aj Zo

1,2 9 2 25 2 _ 1,2 1 3
—w? —sw® Fw as ¢ = FWo o + 5670
1.4 27,4 625 4 1,4, 1 253 192 5
5w Sw ST W as 510" To — §Wo Bxg 85 T

cuja solucao fornece

75 17w’ 4 17 2 210°
m:( S RAT )w( * )ﬁwo%ﬁ - (6-68)

64  96w2 | 192w  06w? | 48w* 64w
(13&)02 25 w04 ) (13 w02 ) 51’03 352[E05
as = $0+

-2 . - 6-69
64w? 128  128w* 64 32w? /) w? 128w4 ( )

3 50&)02 W04 5! LU()2 51’03 ﬁ2$05
(3 2 6-70
“ (128 1027 33407 )"\ T 102 T oger ) o P iomer (670

A eq. (6=67) é entao utilizada para a determinacao da relagao freqiiéncia-

amplitude. Substituindo 6=68) a ([6-70) em (6=67) obtém-se,

1 5 17

- %wo Lo — MW0455€03 - %wozﬁzxo

3 259w3wg?
5_ 2 93,7 _ 0
50" 0 ( 720
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5wt Twet) 259 o, Twe?\ 5, 5 Tw?Bxe’
6 144)“’ %*(%“ T )T T (6-71)

que é mais exata que a relacaow-xy que pode ser obtida ao se aplicar o conceito
de simetria & solu¢ao (6-63).

Utilizando menos harmoénicos em (6-61I]), é possivel se obter expressoes
analiticas para w ou ¢. Assim, para (G-61) com somente os dois primeiros

harmonicos, encontra-se a seguinte solugao para os deslocamentos

T 9 1 1 1 L1
x—o:<§—@b—@)008(57—1—(@6—%—1—@)(@8357

e a seguinte relacao freqiiéncia-amplitude

1
5:3:5\/5+5b+¢16+14b—2b2 (6-72)

Wo

Utilizando apenas o primeiro harmonico em (G=61)) encontra-se a relagao,

§=-=Vitbh (6-73)

Wo

e a correspondente solugao no tempo

L= cosor (6-74)
Lo

A vantagem do presente método sobre o HBM é que, neste método, os
coeficientes dos harmonicos sao obtidos através de um sistema de equacoes
lineares, enquanto que no HBM, obtém-se um sistema nao-linear.

Convém ressaltar que os coeficientes dos harmonicos a; aqui determinados
nao sao iguais aos determinados através do HBM. Entretanto, a diferenca
entre os coeficientes obtidos através dos dois métodos, diminui a medida que
o nimero de harmonicos cresce nas duas aproximagoes.

Isto acontece porque, a medida que mais harmonicos sao acrescentados
na solucao do HBM, a série de Taylor desta solucao torna-se cada vez mais
proxima da solucao do método de Taylor. Isto é, a série de Taylor obtida
a partir de uma solucao do HBM que possui ou nao todos os harmonicos
relevantes para o calculo da amplitude da resposta, nao é exata. A diferenca
entre os termos correspondentes destas séries é crescente, como ja foi mostrado

atraves das eqgs. (6-38), (6=39) e (6=40).

Como exemplo tem-se
4+ r4+1,12° =0 (6-75)

onde x(t) passou a ser escrito como z(7) através da transformacao 7 = wyt.
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Utilizando uma aproximacao contendo trés harmonicos, para a solucao da

eq. (673,

x(T) = a1 cos 0T + ag cos 30T + as cos 50T

as respostas obtidas aplicando o HBM e as eqs. [6-68) a (6-71) sdo apresen-
tadas, respectivamente, nas segunda e terceira colunas da tabelal6.5l Observa-

se que a diferenca entre as amplitudes é crescente.

harmonico HBM Taylor dif.
i a; a; (%)
1 0,9806829543 0,9810838194 0,04
3 0,0189575282 0,0184871156 2,48
5 0,0003595175 0,0429064999 19,3

Tabela 6.5: Diferencas entre as amplitudes dos harmonicos da série de Fourier,
obtida a partir da série de Taylor, e da solucao obtida com o HBM.

J4 ao se comparar as solucoes de mais alta ordem, verifica-se que a diferenca
na amplitude de cada harmoénico diminui, como mostrado na tabelal6.6l onde

as amplitudes das solucoes de cinco harmonicos sao comparadas.

harmonico HBM Taylor dif.
1 a; a; (%)
1 0,9806761397 0,9806797579 0,0004
3 0,0189572665 0,0189527993 0,02
5 0,0003596415 0,0003607078 2,96
7 0,0000068227 0,0000065676 3,74
9 0,0000001294  0,0000001673 29

Tabela 6.6: Diferencas entre as amplitudes dos harmonicos da série de Fourier,
obtida a partir da série de Taylor, e da solucao obtida pelo HBM.

Como ja mencionado, a relacao freqiiéncia-amplitude obtida ao se transfor-
mar a solucao em série de Taylor em uma série de Fourier é mais precisa que
relacao freqiiéncia-amplitude obtida ao se aplicar as propriedades de simetria a
solucao em série, como mostra a figural6.5l que apresenta o erro obtido no cal-
culo de § com a aproximacao em série de Taylor com 16 termos e o erro obtido
com a solucao de 15 harmonicos, gerada a partir desta série de 16 termos.

Esta melhoria ocorre principalmente nos casos em que a série de poténcias
diverge antes de atingir uma quarto de periodo, sendo assim impossivel se obter
uma estimativa para a freqiiéncia da resposta com o método de Taylor. Ao se

determinar a série de Fourier que gera a solucao em série de Taylor, sempre
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0.5

0.4

03

erro %

0.2

0.1

Figura 6.5: Variacao do erro em d obtidos com a aproximagao em série
(dezesseis termos) e com a solu¢do harmonica contruida a partir desta série
(quinze harmonicos).

se obtém uma estimativa para freqiiéncia da resposta, conforme mostrado na
figura[6.6] onde é apresentado uma série de Taylor com 5 termos, que diverge
antes do instante ¢t = T'/4, mas que pode ser utilizada para escrever uma série

de Fourier com quatro harmoénicos que converge para todo o periodo.

X/Xg

Figura 6.6: Solucao no tempo do problemax” +x+7,52% = 0 para as condicoes
iniciais (1,0): O, RK; +, Taylor com cinco termos; ¢, série de Fourier com
quatro harmonicos.

No item 3.2 do anexo B tem-se o procedimento que transforma a solugao

em série de Taylor em uma série de Fourier.
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6.2.5
Aproximacdes de Padé

Segundo Richards (2002)[81], aproximagoes por fungoes racionais, tais como
funcoes de Padé, sao algumas vezes bem superiores as séries de poténcias.

O método de obtencao da aproximacao de Padé se da pela substituicao da
série de poténcia ijzo a,t"™ por uma razao de polindémios

N .
E . Altl
Pl = &0t (6-76)

Zj]\io Bjtj

onde se impoe By = 1. Seguindo o procedimento apresentado por Richards
(2002)[81], fazendo M = N ao igualar (6-76]) a série de poténcia ja determinada
e coletando as mesmas poténcias em t, chega-se a um sistema linear de
2N + 1 equacbes que permite determinar os coeficientes A; e B; em funcao
dos coeficientes a,, da série de poténcia. O Maple permite a obtencao destas
séries de Padé, onde se pode inclusive, variar os parametros M e N. Quando
M e N nao sao informados, o Maple atribui automaticamente os valores de M
e N, sendo que M ¢ sempre igual a N.

A série de Taylor contendo apenas dois termos nao pode ser transformada
em uma série de Padé. A solugdo em série de Taylor com trés termos, eq.
6=29), quando transformada em uma série de Padé de acordo com os parame-
tros default do Maple é

5% — 486% + 31°b = 0 (6-77)

Novamente, utilizando os parametros default do Maple, as séries de Padé

obtidas a partir das séries de Taylor com quatro e cinco termos sao, respecti-

vamente
5% — 486% 4 37°b = 0 (6-78)
3137* + 38947 — 276007262 + 92880725%b + 2419206*+
68407*0% + 3618740 — 145152060 + 1447207%6%b* + (6-79)

567740 + 45360726263 — 725760540 = 0

A tabela apresenta a convergéncia, do caso linear (b = 0), das séries
de Padé geradas com os parametros default do Maple e comparadas com a
convergéncia das séries de Taylor. Pode-se ver que as séries de Padé apresentam
piores resultados.

Ja para o caso nao-linear com b = 1, as séries de Padé obtidas com
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n° de erro 5 erro
termos taylor (%) pade (%)
2 1,110720734 11 - -
3 0,986402021 1,36  1,013944669 1,39
4 1,000567233 0,06  1,013944669 1,39
5) 0,999984249 00,0016 0,999981166 0,0019
7 0,999999996 0 - -

Tabela 6.7: Convergéncia da série de Padé (solugao linear).

os parametros default do Maple obtiveram melhores resultados que as série
de Taylor, como mostrado na tabela [6.8 Os resultados podem ser ainda

melhorados ao se escolher os valores de M e N, como mostra a tabela [6.9

n° de 5 erro 5 erro
termos taylor <%) pade <%>
4 ; - 1,282549831 2,67

5 - - 1,319949652 0,16
6 1,357606555 3,02 1,319949652 0,16
7 1,261243896 4,29 1,317794830 0,0006

Tabela 6.8: Convergéncia da série de Padé do problema nao-linear,b = 1.

6.2.6
Vibracido Forcada

No problema de vibracao forcada, se assume que o periodo da resposta
permanente seja igual ao periodo da excitagao. Entao, o que se procura no
problema de vibragao forcada sao as condigoes iniciais xy e vg que tornam a
solucao aproximada estacionaria, isto é, as coordenadas do ponto fixo da secao
de Poincaré.

Analisando primeiramente o problema sem amortecimento,
f(&,z,t)=0 (6-80)

as propriedades de simetria utilizadas no problema de vibracao livre per-
manecem aplicaveis pois tem-se para o ponto fixo quevy = 0. Nos casos em

que a nao-linearidade em (G=80) é impar, se pode escrever que

2(T/4) =0 (6-81)
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n° de Opade erro dpade Byude — 0 |
termos (Tab.B8) (%) (com M e N) ["pade ™ Pezatol (opy

4 1,28254983 2,67 1,32164066 0,00385410 0,29 4
1,31994965 0,16 1,31994965 0,00216309 0,16 4
1,31994965 0,16 1,31774659 0,00003997 0,003 4
1,31779483 0,0006  1,31774659 0,00003997 0,003 4

-~ O Ot

Tabela 6.9: Convergéncia da série de Padé, tendo um ntimero variavel de termos
no numerador, do problema nao-linearb = 1.

Em se tratando de nao-linearidade par, tem-se
#(T/2)=0 (6-82)

Deve ser observado que (6-81)) e (6-82) sdo iguais as equagoes utilizadas
para determinar w no problema de vibracao livre com duas, ou uma, simetrias
respectivamente. A tnica diferenca esta na aplicacao: agora estas equacoes sao
utilizadas para determinar xg.

Ja na presenca do amortecimento, a coordenada de velocidade do ponto
fixo deixa de ser zero e, portanto, agora sao necessirias duas equacgoes para
determinar as coordenadas do ponto fixo. Novamente a figural6.Il pode ser
utilizada para determinar estas equagoes. Pode-se ver que para condicoes
iniciais tendo vy # 0, as igualdades 6=81) e (6-82)) nao sao mais validas. Porém,
as propriedades de simetria da resposta no plano de fase indicam, para o caso

de nao-linearidade impar, as seguintes igualdades

z(T/2) = —x
(T/2) =~y -
#(T/2) = —vy
e para nao-linearidades pares, ha simetria apenas na velocidade
x(T) ==
(T) = o (6-84)
JZ(T/2) = —

As egs. ([6=83) e (6-84) também sao validas para o problema forcado
amortecido, sendo que o sistema (6-84) necessita de um nimero maior de
termos na solugdo em série que em {6=83), porque a aproximagao para o
deslocamento ¢ avaliada em ¢ = T'.

Entretando, como mostrado na figura [6.7, em alguns casos, tais como

ressonancias de ordem mais altas, a resposta no plano de fase nao apresenta
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nenhuma simetria. Entao nestes casos, deve-se utilizar a periodicidade da

resposta, isto é,

(6-85)

(2,2,t=T/4)

Figura 6.7: Plano de fase de um problema forcado amortecido e com nao-
linearidade impar.

Uma forma de se utilizar a eq. 6=81)) ou ([6-82) como aproximagao para o
problema nao-linear amortecido, é inserindo um angulo de fase¢ na excitacao.
O angulo de fase permite mudar a posicao do ponto fixo da solucao permanente.
Isto faz com que se possa impor vy = 0, permitindo que as eqs. (6=81]) e ([6-82))
sejam usadas na regiao da primeira ressonancia.

Considerando que x(7'/4) = 0 ¢é verdadeiro para o problema nao-linear
amortecido, Z(7/4) também sera nulo porque x é periddica. Assim tem-se as

seguintes equagoes para nao-linearidade impar,

z(T/4) =0
' (6-86)
f(@(T/4),T/4,6) =0
Da mesma forma, para o caso de nao-linearidade par, tem-se
z(T/2) =0
(T/2) (6-87)

f([i(T/Q),ZL’(T/2),T/2,¢) =0

Ao se inserir o angulo de fase ¢, obtém-se um sistema de equagoes que nao
fornece, como solucao, as coordenadas xy e vy do ponto fixo, mas sim, um zJ,

e um ¢. Onde x;, é o deslocamento maximo.
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6.2.7
Equacdo de Duffing

Considera-se agora o problema for¢ado-amortecido. Seja a equacao
i+ 2Cwod + wo’x + B’ = F cos Ot (6-88)

Utilizando uma aproximacao com quatro termos com centro emt = 0,

tem-se . L
_ a2 e T 8 _
z(t) = zo + vot + 2!x(0)t + 5 de |, (6-89)
Da eq. (6=88)), tem-se
i = Fcos Ot — 2(woi — wo’x — Ba? (6-90)
que avaliado no instante inicial ty = 0, leva a
.I'(O) =F - QCWOUO - w02x0 - 6%03 (6—91)
Derivando (6=90) em relacdo ao tempo, obtém-se,
di . .. 2 2.
—= = —FQsin Ot — 2Cwot — wy @ — 30x°T (6-92)
Substituindo (6=90) em (G-92) e avaliando no instante ¢ = 0, tem-se,
d’x 2.2 3 3
) = 4C*wo vy + (2wo’zo + 2w00ze” — 2WO0F)(—
t=0
(wo? + 3B76%)vg (6-93)

Substituindo (6-93)) e (6=91]) em (6=89)), obtém-se finalmente a aproximagao

para os deslocamentos,

1
x(t) = xo + vot + E(F — 2Cwovy — wolmy — Bxo’)t?

1
+ 5(4(2(,(}021)0 + 2Cw03x0 + QCWOBSEQ?’ — WOZUO — 361’021]0— (6_94>

2¢woF)t?

Derivando (€=94]) em relacdo a t, tem-se a aproximacao para a velocidade

. 1
x(t) =y + (F — ZCWOUO — WOZIQ — ﬁIOS)t + §<_2CWOF+ (6-95)

4C2WO2U0 -+ 2Cw03x0 + QCWOBl’Qg — w02U0 — 361’021)0)752
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Substituindo (6-94)) e ([6-95) nas eqs. (6=83)), chega-se ao sistema de equacoes

2 3 2 3
( — Lﬁ + Cw0ﬂ> Zo +<2 - —wo + W—Cwo?’) To+

20)2 303 20)2 303
T 7T2 7r3w 7T3
(5 Q2 =5 Cwo + 392 ( ¢* - §> - ﬁﬁﬂﬂf) Vo+ (6-96)
7.(.2 3
sl T gt =0

2 2
(—%ﬁ—l—%gwoﬁ)xog—%(—%wo +Q2C ):co+

2
(2—2 G+ ™ ( S —%) I 0) (6-97)

T 7T

que permitem obter, de forma aproximada, as coordenadas do ponto fixo,xq
€ V.

Inserindo um angulo de fase em (6-88)), tem-se,
i+ 2Cwot + wo’z + Br* = F cos(Qt + ¢) (6-98)

cuja solucao aproximada ¢ dada por

1 1 1 1
x(t) =z9+ (= Fcos ¢ — —wolzg — —ﬁx03)t2 + (—ng?’mo—
2 2 2 3 6-99
1 1 1 ( B )
EFQ sin ¢ — ggwoF cos ¢ + ggwoﬁxog)t3

Derivando (6-99) em relagao a t, obtém-se a aproximagao para a velocidade,

. 1
#(t) = (F cos ¢ — wo’wg — Bo®)t + (Cwolzy — EFQ sin ¢p—

, (6-100)
Cuwol'cos ¢ + ngoﬁxog)tQ
Substituindo (6=99) e (6-100) nas eqgs. ([6=86), obtém-se
2 3 2 3 \
( Tt 24930”05) " *( e I gt )W
7T2 ’/T3 3 (6—101)
@F — m{umF) cos ¢ — 4892Fsmgb =0

1 .
0 502 C2 ) cos o+ (F — E(wow2F> sin ¢+

TWo

3
(et B+ 2925 wo 7r25>x +<—<w%+

(
(cw@ P
(-
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1

ﬁ€2w04ﬂ2)x03 =0 (6—102)

que levam a melhores resultados que as eqs. 6-96) e (E=97) para pequenos
valores de nao-linearidade ou amortecimento, pois foram obtidas avaliando as
fungoes aproximadas em 7'/4.

Inserindo em (©=96), (6-97), G-101) e (G-102) os seguintes parametros

adimensionais

wo (6-103)

obtém-se para as eqs. (6=96) e (6=97)

2 3 3 3 3 2
(—6w2g+%§2+52n—%—%b>v+<—%<+%6)f+

2 3 3 2
sy T b2t T Ts =0
2 3 3 2
(6-104)
2 2
( — 207 + 2722 4 267 — % — 3ib> + (=72 + o) f+

(m2¢ = om)b+ 72 — 0m =0
e para as eqs. (6=101)) e (6=102)

7.‘,2 3 7T2 7.‘.3
(@f 245300) COS¢+( T8 o >b+ b

7T3 7T2 3

2453° 862 4842
2
( 252<f+ Cf)cos¢+<—%(f+f)sin¢+

2 w2 +9252% 1
(——C—i—%z )b—l—— ——=(=0

fsing =0
(6-105)

Convergéncia da solucdo linear ndo-amortecida

Considerando 8 = 0 e que o coeficiente ( seja muito pequeno, a solucao

permanente de (6-88) é dada aproximadamente por
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F
r = m COS Qt (6—106)

Utilizando as relagoes (6-103)), chega-se a seguinte expressao para o deslo-

camento maximo obtido em (G-106),
f=1-¢ (6-107)
Fazendo =0, =0e vy = 0 em (E=94) tem-se,

1
z(t) = 2o + 5(F — wo )t (6-108)

Substituindo (G=108) em (6-87)) e utilizando as relagoes (G=103), obtém-se

842 9
f=1-— — ~ - 0.816 (6-109)
T
A medida que mais termos sido adicionados & aproximagao [B-108), (6=8Tl)
da lugar a solugoes cada vez mais precisas, fazendo com que as relagoes
aproximadas de f e § sejam cada vez mais proximas da solucao exata [6-107).
Para § = 2, a eq. (6=107) fornece f = —3. A tabela[6. 10 apresenta os valores

de f, e os respectivos erros, obtidos com as equacoes construidas ao se utilizar

a eq. (G=81).

n° de erro
termos (%)
2 -2,242 25,2
3 -3,087 -2,9
4 -2,996 0,13
5 -3,0001  -0,003
6 -3,000 -0,00006

Tabela 6.10: Convergéncia da relacao f — ¢ aproximada do problema linear
nao-amortecido.

Convergéncia da solucio linear amortecida
Seja o problema linear amortecido
T 4 2wl 4+ wo’x = F cos Ot

A parcela permanente da solucao exata é dada por,
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. F((wo? — Q2) cos Qt + 2Quwp( sin Q) (6-110)
(wo? — Q2)2 + w222

Avaliando (6-I10) e sua derivada em relagdo a t em t = 0, tem-se as

coordenadas do ponto fixo

;L’* . (WOQ — QQ)F
o 4 2 __ 2,2 4
wo® + (4( 2>Q wo” + Q (6—111)
" 2CWQ92F

U ot (4 — 2) Q2w + A

Como mostrado nas tabelas 611 a 614, o sistema (@=86) converge mais
rapidamente que o sistema (6-83)). Assumindo F' = 10, Q = 2, wy = 1,
(¢ =0,05e =0, a tabela exibe a convergéncia da aproximacao para
o deslocamento e velocidade em t = T'/2, tendo como condigbes iniciais o
ponto fixo exato (G=111]), enquanto que a tabelal6.12 exibe a convergéncia das
coordenadas do ponto fixo obtidas resolvendo o sistema [6-83)). Ja a tabela
exibe a convergéncia da aproximacgao para o deslocamento e velocidade
em t = T'/4, do problema (6-98), que contem o angulo de fase, ¢, na excitagao.
Agora as condicOes iniciais sao os valores exatos do deslocamento maximo de
6-98) e 0 ¢ que anula a velocidade no instante inicial. Emt = T'/4, a solucao
exata fornece, (7/4) = 0 e v(T/4) = 6,652. Finalmente, a tabelal6.14 exibe a

convergéncia do deslocamento maximo e de ¢, obtidos ao se resolver o sistema

(6-86).

n° de |z(T/2) erro |v(T/2) erro
termos 72 a0l %) T (T2l (%)
3 13,753 10,434 314 21,294 21,736 4912
4 12,610 9,291 279 19,110 19,553 4418
5 -0,859 4,178 126 -15,189 14,746 3333
6 -0,295 3,614 108 -13,393 12,950 2927
7 4,136 0,817 24,6 3,533 3,975 898
9 3,222 0,096 2,9 -1,035 0,593 134
11 3,326 0,008 0,23  -0,386 0,057 12,8
13 3,318 0,0004 0,01  -0,446 0,004 0,85
15 3,319 0,00002 0,0006 -0,442 0,0002 0,04
Tabela 6.11: Convergéncia da solu¢do linear amortecida em t = T/2 do

problema z + 0, 12 + x = 10 cos 2t.
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n° de

termos o o
4 2,626 -17,171
5) -9.647 13,286
6 -7,885 9,508
7 -1,782  -2,166
9 -3,565 0,825

11 -3294 0,407
13 -3,320 0,445
15 -3,318 0,442

Tabela 6.12: Convergéncia das coordenadas do ponto fixo da solugao de
z+ 0,12 +x = 10 cos 2t.

e
4 0,844 10,721
5 0,075 6,117
6 0,073 6,127
7 0,003 6,683
9 -0,0001 6,651

11 0,000002 6,652

Tabela 6.13: Convergéncia da solucao de & + 0, 1 + 2 = 10 cos(2t + ¢)

Convergéncia da solucdo nio-linear sem amortecimento

Neste caso se pode utilizar a eq. {6-81]) ou em caso de ndo-linearidade par,
eq. (6=82).

Tomando como condi¢ao inicial de deslocamento a coordenada do ponto
fixo da solugao obtida com o HBM, as aproximacoes em série de Taylor cobrem,
com precisao, um intervalo de tempo cada vez maior a medida que mais termos
sao adicionados a aproximacao, como mostrado na tabelal6. I8, onde, para o
problema # + x + 2 = 0,5cost, sdo apresentados os maximos valores de
t e as correspondentes porcentagens de periodo que representam, ao limitar
o erro entre as solucoes do HBM e em série de Taylor em 0,01% de xo,
isto é, o ponto de divergéncia da série de Taylor. Conforme a tabelal6. 15
é esperado que a partir da aproximacgdo com vinte termos, o ponto fixo ja
seja obtido aproximadamente com a eq. 6=81]), pois a série & convergente em
aproximadamente um quarto de periodo.

A tabela [6.16 apresenta a coordena xy do ponto fixo obtida com eq.
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deslocamentos maximos

n° de 2| o — 2 | erro 4

termos cvato (%)
4 4,532 1,206 36 -0,116
5 3,221 0,105 3,2 -0,060
6 3,223 0,103 3,09 -0,061
7 3,331 0,005 0,14 -0,067
9 3,326 0,0001 0,004 -0,0665
11 3,326 0,000003 0,00008 -0,0666

Tabela 6.14: Convergéncia do deslocamento méaximo e¢ do problema #+0, 12+
x = 10cos(2t + ¢).

n° de t
termos T(%)
10 1,143 18,19

20 1,453 23,12
40 1,633 26,00

Tabela 6.15: Convergéncia do instante ¢ que limita o erro da aproximagao a
menos de 0,01% do ponto fixo do problema & + x + 2% = 0,5cos t.

(6=81]). Entretanto, para nao-linearidade maiores, a necessidade de um nimero
muito grande de termos na série torna-se um empecilho para as solugoes em
série, como mostram as tabelas[6.174[6.19. Nestas tabelas, sao apresentados, a
porcentagem de T em que a aproximacao fornece um erro menor ou equivalente
a 0,01% de xy e também a coordenada o do ponto fixo obtido utilizando a
eq. (6=81). Na tabelal6.17 tem-se o problema & +xz+a* = 0,5 cost. Ja na tabela
B.I] tem-se o problema i + x + 2, 52 = 2 cos 2t, enquanto que na tabelaG.19,

tem-se o problema 7 + z + 0, 8z% = 10 cos 2t.

Convergéncia da solucdo nao-linear amortecida

Na presenca de amortecimento a utilizagao do método torna-se mais
complicada porque se eleva o custo computacional. Embora as eqs. [(-86))
nao sejam exatas, para pequenos niveis de amortecimento elas devem apre-
sentar melhores resultados que o sistema (6-83)). Considerando o problema
#+ 0.1z + x + 2° = 0.5cost, a convergéncia da solucdao no tempo e do
calculo do ponto fixo é apresentada na tabela para as eqs (6=83).
e utilizando as eqs. (6=80) o erro obtido com as solugoes é apresentado na
tabela [6.211
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n° de . erro
termos 0 (%)

10 0,865 2.7
20 0,888 0,19
40 0,889 0,0004
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Tabela 6.16: Convergéncia do célculo do ponto fixo do problemad + z + 2* =

0,5 cost.

n° de erro

t
termos T(%) (%)

10 099 1575 1,047 7,83
20 1,255 19,97 1,081 4,83
40 1,409 2243 1,103 2,82
80 1,492 23,74 1,118 1,54

Tabela 6.17: Convergéncia da solucao do problema # + x + 2® = 0,5 cost.

n° de
termos

erro

t
7 T g

10 0,476 15,16 1,403 10,14

20 0,603 19,2 1,446 7.38
40 0,677 21,55 1,474 56
80 0,717 22,81 1,491 4,53

Tabela 6.18: Convergéncia da solucdo do problema & + x + 2, 52® = 2 cos 2t.

n° de t erro
termos T (%) o (%)

10 0,413 13,16 2,855 14,86
20 0,552 16,64 2,892 13,75

40 0586 18,67 2,914 13,11

80 062 19,75 2,925 12,76

Tabela 6.19: Convergéncia da solucdo do problema # + x + 0, 82® = 10 cos 2t.

Solucdo em série de Fourier

Da mesma forma que na vibracao livre, a série de Taylor serd utilizada

para obter a solucao em série de Fourier. Para vibragao forcada ainda nao foi

possivel encontrar um relacao entre as solucoes de LP e o presente método.
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o
n° de erro erro

termos (%) Yo (%)

10 0,709 11,28 0,564 351 0,106 42,3
20 1,203 19,15 0,607 30,2 -0,003 101,
40 1453 23,12 0,576 33,7 0,052 71,9
80 1,637 26,06 0,583 32,9 0,031 833

%(%) Zo

Tabela 6.20: Convergéncia da solu¢ao nao-linear amortecida, eqgs. [6-83)).

n° de , erro erro

termos 0 (%) ¢ (%)

10 0,782 11,6 -103,35 -

20 0,856 3,2 0,205 19,6
40 0888 04 0,167 2,3
80 0891 08 016 6,4

Tabela 6.21: Convergéncia da solu¢ao nao-linear amortecida, eqs. [6-80]).

Considerando a soluc¢ao (6-94)), serdo adicionados termos de mais alta ordem
em ¢ para que uma solu¢do com um maior nimero de harmonicos possa ser
construida.

Igualando os termos de mesma poténcia emt da solugao em série de Taylor

e da série de Taylor da solucao em série de Fourier
x(t) = ay cos Qt + by sin Qt + a3 cos 30 + by sin 304 (6-112)

obtém-se as seguintes equacoes

To =ay + ag (6-113)
vy = 3b3Q2 + b Q (6-114)
g — Cwovy — %02370 — gxog = —ga3§22 — %a192 (6-115)
(2(230002 B %02 B 2102) . ngF N Ct«;)o?’xoJr -
C“;‘)ﬁ z* = —25393 - éle?’

ﬂ2§05+( - C2¢2025 + w0626>$03+ (%Uo - ﬁ{) 2o*+ (u;—(f—

§v02 - €2g04>x0 + %%—( — CS;UOE + Ccé()g)vo — };22 — (6-117)
wo K = z(1394 + 1 Qf



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 159

— —CwOﬁQ >4 9—ﬂ2voxo4Jr (C%}O?ﬁ 2<w03ﬁ) To>+ ( (w02ﬁ

0 " "o 5 15 5
3 2 2 F 3 F 5 3 5
Cwo™ U(H_Cwoﬁ 2o+ — g UO_CWO +Cwo i
10 10 20 30 15 (6.118)
2CwoB B 5, §w0F§22+ 2¢ wo* 4w wo!  Cuwp’ n
U xXr — |V
50 )T 550 60 15 120 10 )°
CWOSF C3w03F 81 1 5
— = T h P+ — b0
30 15 2070 T ™

que permitem determinar as amplitudes dos harmonicos e as coordenadasxg
e vg do ponto fixo.
Com as eqs. (6-I13) a (6-116), monta-se um sistema linear e obtém-se a

seguinte solugao para as amplitudes

1 9
ar = 02 — (F — 2woCuy — wolzy — Bro’ )+ gJCo (6-119)
1
bl 303 (9Q2 -+ 4w0 C — w02 — 361‘02)U0—|—
1 (6-120)
103 —(woBo® — woF + wo’x0)¢
1 T
05 = £33 (= F + 20wovo + wo'zo + fe’) — = (6-121)
1
bg (Cdo — 4C wo + Bﬁl'(] — )U0+
12493 (6-122)
m(WOF — woBTo® — wo’m)¢

As eqgs. (6-I17) e (G-118) sdo utilizadas para determinar xy e vy. Com a

determinacao das amplitudes dos harmonicos, estas equagoes passam a ser

P (- S 5?;3 + wgﬂ)m(%ﬁ w0 Jarts
SR
R e e DR
(250 (322 S5 ot S
C31205+<ng03 B %5 . 2“;051102) O + 2(1‘?041}0 - CBC;(;)SF

3 FQQ 3F QQ 2 4
Gl L T G )
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Como ja mencionado, a série de Taylor obtida a partir de uma solucao
do HBM nao é coincidente com a série obtida através do método de Taylor.
A medida que mais harmonicos sao adicionados a aproximacao, o HBM ira
fornecer uma solucao que ao ser convertida em série de Taylor, se aproxima
cada vez mais da solucao obtida com o método de Taylor. Isto significa que
ao se obter uma solucao em série de Fourier a partir da solucao em série de
Taylor, tem-se uma solucao diferente da obtida com o HBM, mas, conforme
mais harmonicos sao adicionados, obtém-se uma série de Fourier cada vez mais
proxima da solucao que seria obtida com o HBM.

Tomando como referéncia solucoes com diferentes nimero de harmonicos,
obtidas com 0 HBM para o problema forcado sem amortecimento,# +z + 23 =
cos 2t, a tabela exibe o erro obtido em cada amplitude, ao se comparar
as amplitudes dos harmonicos das séries de Fourier, obtidas a partir da série
(6=94), com as amplitudes das solu¢oes do HBM que contém o mesmo niimero
de harmonicos. Para a solucao com trés harmonicos, as amplitudes ¢;, da
solucdo de referéncia (HBM), e ¢;, da solugao obtida a partir de {6-94)), sao
mostradas. Para as solucoes com 7 e 10 harmonicos, apenas as diferengas em

cada harmoénico sdo exibidas.

erro(%)
n° de termos
¢ Ci 3 7 10

2,108 2,094 0,65 0,0007 0,000003
0,083 0,073 12,49 0,018  0,0001
0,003 0,004 31,34 0,11 0,0007

1,03 0,008
6,78 0,07
32,45 0,63
93,64 4,08
20,03
69,24

143

Tabela 6.22: Comparacgao entre as amplitudes da solucao obtida com o HBM e
da solucao em série de Fourier, obtida a partir da solucao em série de Taylor.

Embora a solucao com trés harmonicos apresente um grande erro nas
amplitudes do segundo e terceiro harmonicos, a solucao é bem proxima da

obtida com o HBM porque estas amplitudes sao pequenas.
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6.2.8
Validacdo da Solucdo em série

A solucao da seguinte equacao diferencial,
i+ 2Cwor + B = Fcos Ot (6-123)
obtida através do método da série de Taylor é,

2(t) = 2o + vot + (AF — Cwovo — Swo?zo — 1Bxo®) 2+
(=5Cwo " + 5w + 5Cwo’mo + 5Cwo S’ — (6-124)

%WOQUO — %61‘02?}0)153 + ...
Substituindo 6=124) em (G-123) obtém-se

Folepor 4 2ot 4 = Feostt (6-125)
2 24

Os termos & esquerda da igualdade em {-127) sdo exatamente a série de
Taylor da excitagao. Logo, se pode concluir que a solu¢ao em série de Taylor
é exata.

Porém, o que acontece na pratica é que as eqs. {6=81)) ou (6-83)) por exemplo,
nao apresentam resultados exatos porque a série nao é exata nos pontos de
avaliagao, t = T'/4 e t = T'/2. Isto pode ser melhor compreendido ao considerar
a solucao em série de Taylor como se fosse a série de Taylor de uma série de
Fourier que contém infinitos harmonicos. E os super-harmoénicos de amplitudes
bem pequenas, que seriam facilmente desprezados ao se escrever a solucao em
série de Fourier, passam a ser importantes, causando o erro.

O erro acontece porque quando se est avaliando a série em um determinado
instante de tempo, na verdade se estd avaliando a série de cada harmonico
individualmente. E para varios super-harmonicos, de amplitude bem pequena,
o instante 7'/4 por exemplo, pode ser bem superior ao periodo do proprio
super-harmonico.

Escrevendo um harmoénico em série de Taylor tem-se,

a a a a
acosQt =a — =% + —QM — — Q5+ ——Q5%8 + . 6-126
’ PR Yo 7200 Taozo T ( )
A figura[6.8(a)l mostra que a importancia de cada termo da série [6=120)) cresce
com o tempo. Para que a série seja precisa quando avaliada em um instante
igual ao dobro do periodo do harménico,t = 27}, é necessario um nimero bem
maior de termos, como mostrado na figura[6.8(b)} para que todos os termos

importantes sejam considerados.
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30000 —

20000 —

10000 —

Figura 6.8: Importancia dos termos nao-nulos da série de Taylor que representa
cos (2, avaliados em diferentes instantes de tempo: (a) [, instante ¢ = 0,57
O,t=T; (b)t=2T.

Utilizando uma série de 30 termos é possivel, até com uma certa folga,
cobrir com precisao trés periodos de qualquer harménico isoladamente. Assim,
para garantir que a solucao em série seja coincidente com a solu¢ao numeérica
em t = T/4, bastaria considerar que os harmonicos importantes de uma
possivel solugao em série de Fourier, isto é, aqueles que possuem amplitudes
que nao podem ser desprezadas, nao devem ter periodo inferior a7'/12, o que
corresponde ao décimo segundo harmoénico. Porém, este critério nao funciona.
Os harmonicos superiores, de amplitude menor ainda, podem acabar gerando
um erro ao se avaliar a série em 7'/4. Entdo nestes casos é necessario um

nimero muito grande de termos.

6.3
Método de Fourier-Taylor (FT)

Foi demonstrado, para os casos de vibracao livre e forcada, que uma forma
de melhorar as solucoes em série de Taylor é transforma-las em solugoes
periddicas tais como séries de Fourier.

Como sera demonstrado mais adiante, esta transformagao da série de Taylor
em série de Fourier pode ser feita de imediato se for utilizada uma série de
Fourier no lugar da série de poténcias na solucao aproximada. Como este
método utiliza conceitos de séries de Taylor e Fourier, ao longo do texto sera

chamado de método Fourier-Taylor (FT). Seja a série de Fourier,
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n n
T =co+ Z ¢; cos iwt + Z d; sin iwt (6-127)

i=1 i=1
Os coeficientes da solu¢ao aproximada 6-127) sao determinados da mesma
forma que foram determinados os coeficientes da série de Taylor. A solucao
aproximada Z(t) e suas derivadas sdo avaliadas no instante inicial e igualadas
aos valores dados pela solu¢ao exata desconhecida, z(t), e suas derivadas,

também avaliadas no instante inicial. As equacoes assumem entao a forma:

f(O) = X

di(0)

a0

d*z(0) .

—0 = #(0)

dat (6-128)
Bi0)  di

s dt

d"i(0) dn=23
di a2 |

Assim como no HBM, o esforco computacional pode ser reduzido se for
levada em consideracao o tipo de nao-linearidade e de excitacao. Quando todas
as nao-linearidades sao impares e a excitacao nao possuir termos constantes,
pode-se retirar o termo constante, ¢o, e os demais harmonicos pares em G=127)).

Na auséncia de amortecimento e em problemas em quevy = 0, se pode
simplificar ainda mais ao se retirar todos os termos de seno da solucao
aproximada.

A seguir, descreve-se a aplicacao do método em funcao do tipo de problema.

6.3.1
Resolucido de problemas de vibracio livre

A solucao é escrita com n harménicos de cossenos. As condigoes iniciais sao
z(0) = zp e ©(0) = 0. A freqiiéncia, w, da resposta faz parte do conjunto de
incognitas, juntamente com as amplitudes dos harmonicos.

Para a resolugdo do problema sdo necessariasn + 1 equagoes em (6=128).
Sendo que as equacoes que possuem derivadas impares sao desprezadas, pois
produzem a igualdade 0 = 0.

O procedimento consiste em escrever na forma de um sistema linear asn
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primeiras equagoes nao nulas de (6-128)), para determinar as amplitudes dos
harmonicos e do termo constante, quando for o caso. A freqiiénciaw é retirada
da ultima das eqs. (6=128)). Esta equagao é ndo-linear em w. A razdo pela qual
se utiliza sempre a ultima equacao para determinar w é que desta forma a

solucao aproximada atenderd automaticamente as condicoes iniciais.

6.3.2
Equacdo de Duffing

Tomando como exemplo a equacao de Duffing do problema de vibragao
livre,
i+ we’r+ Bz =0 (6-129)

e a aproximagao

T = ¢1 coswt + 3 cos 3wt (6-130)

sao necessarias trés equacoes para determinar a solucao aproximada, duas para
os coeficientes dos harmoénicos e uma para a freqiiénciaw. Para montar estas
equacoes, primeiramente deve-se avaliar a solugao aproximada e suas derivadas

em relacao a t, no instante inicial,

z(0) = c+cs

#0) = 0

#(0) = —ciw? — 9czw? (6-131)
27(0) = 0

2"(0) = cw!+ 8legw?

Avaliando 7 e as demais derivadas no instante inicial, levando em conta que

v9 = 0, tem-se,

ZIf(O) = X

#2(0) = 0

#(0) = —wo’xo — By’ (6-132)
27(0) = 0

2"(0) = wolrg + dwo?Bro® — 681000 + 35%w0°

Igualando as eqs. (6=I31) e (6-I32)), tem-se as equagdes necessarias para a

obtenc¢ao da solucao aproximada,

C1 -+ C3 = X
— w? — 9e3w? = —wpzy — By’ (6-133)

clw4 + 8103w4 = CUQ4.§CO + 4&)0251’03 + 3523705
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As duas primeiras eqgs. em (6-133) formam um sistema linear que permite

se determinar os valores de ¢; e ¢3. Assim tem-se para (6=130),

9 we® Pxy? wo? | Pre® 1
x(t) :(g T 32 mu? )Tocos wt+ 2 + sr g )Tocos 3wt (6-134)

A ultima eq. em (6-133), a ser utilizada como relacao freqiiéncia-amplitude,

toma a forma
'z — (10820 + 10wo?zo)w? + wolrg + 4w Bro® + 36%20° =0 (6-135)
Adimensionalizando 6-135]), tem-se,
1+ 4b + 3b* + 95" —10(1 + b)6*> = 0 (6-136)
Adicionando mais um harmoénico & solucao aproximada,
T = ¢1 coswt + ¢3 cos 3wt + ¢5 cos bwt (6-137)

e aplicando o presente método, chega-se ao seguinte sistema linear para a
determinagédo dos coeficientes de =137).

1 1 1 c1
—w? —9w? —25w? 3
wh o 8lw* 625wt Cs
(6-138)
Zo

= —Wo%o - 53303

wo'y + 4wo?Bro® + 332wo°

Resolvendo (G-138)), obtém-se a solu¢do no tempo e a relagao freqiiéncia-
amplitude. Escrevendo a solucao no tempo em termos dos parametros adimen-

sionais tem-se,

ofr) (B 75T am 1 st
zo  \646% | 64 0662 060 ' 1025% @ 4844 !
13 125 b 3 13b
S _ -1
(6452 12807 128 320% 128 © 6452) cos 37+ (6-139)
S ob + ! + b + i S cos 5o
128~ 19262 ' 3840% ' 9661 ' 1280% 19242 !

Para a relacao freqiiéncia-amplitude na forma adimensional, tem-se

2250 — (259 4+ 259b)5* + (1056* + 35 + 140b)6% — 256 — 516> — 27b* = 1 (6-140)
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Com quatro e cinco harmonicos na solugao aproximada obtém-se respecti-

vamente as seguintes relacoes 0-b.

110256° — (12916 + 12916b)0° + (5922b% + 7896b + 1974)5* —

(2268b° + 4284b% 4 2100b + 84)6? + 1 + 208b+ (6-141)
846b% + 1080b° + 441b* = 0

89302500 — (1057221 + 1057221)6° + (691240b + 172810+

5184306%)8° — (237006b% + 447678b* + 219450b + 8778)5* +

(343206 + 1395906% + 165 + 72765b* + 1782006%)5% — 1—

1849b — 15078b% — 361266 — 344250 — 115295° = 0

(6-142)

A figura exibe a convergéncia da relacdo freqiiéncia-amplitude obtida

com as aproximacoes com dois, trés e quatro harmonicos, respectivamente

eqs. (6-136), (6-140) e (6-141)).

Figura 6.9: Solucoes exata e aproximadas com diferentes nimeros de harmoni-
cos: O, RK; +, FT com dois harménicos; ¢, FT com trés harmonicos; (), FT
com quatro harmonicos;

Relacdo entre os métodos de Taylor e Fourier-Taylor

Adimensionalizando a solucao (6-I34) e escrevendo-a em série de Taylor,

tém-se

95(7') 1 1Y D o 3 4 9 9\ 4
il S D il el _° -~
o <2b+2>7 —|—<125b 8(5 +125 T+
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1 91, 91 .\ 4
S50 5t — — 14
(85 5500 = g0 )7 + (6-143)

Comparando (6=I143) com (6-32)) se observa que os termos de poténcia zero
e dois em 7 sao iguais.

Ja escrevendo a solugdo com trés harmonicos, eq. [B-139), em série de

x(r) 1L, 1\, /(1 b V\ ,
- =1 (2b+2>7+<24+6+8 T
22
((7+28()+2lb2)6——E(1+b)(54+1§656)7'6+...

Taylor,

144 720

encontra-se mais uma parcela coincidente com a série exata [(=32)), como era
de se esperar.

Através das comparacoes pode-se concluir que cada novo harmoénico acres-
centado a solucao corresponde a um novo termo da série de Taylor. Dessa
forma, o procedimento de transformar a solucao em série de Taylor em uma
série de Fourier é equivalente a aplicacao do FT.

O FT apresenta duas vantagens sobre o método de Taylor. A primeira
é que a solucao é periodica. A segunda vantagem é que, por ser periddica, a
funcao aproximadora possui infinitas derivadas, permitindo que seja construido
um numero qualquer de equacdes, e, com iSso, se escreve uma equacao
adicional, para se determinar a freqiiénciaw. Em Taylor, a aproximacao possui
derivadas finitas e portanto, todas as equagoes sao utilizadas para determinar
os coeficientes da série. Entao, w é obtida avaliando a funcao de deslocamento
em T'/4 ou T/2, de acordo com o tipo de nao linearidade, o que pode conduzir
a um w com um grande erro se um nimero insuficiente de termos for utilizado.
O FT possui uma forma diferente de determinar aproximadamente ow, que

geralmente apresenta melhores resultados em relagao ao Taylor.

6.3.3
Método Fourier-Taylor-Galerkin (FTG)

Ao se substituir uma determinada solucdo aproximada em uma equacao
diferencial, obtém-se um residuo. Este residuo é justamente provocado porque a
solucao aproximada nao consegue atender a igualdade de forma exata. Quanto
mais exata for a solucao, menor serd seu residuo.

As solugoes obtidas com o FT atendem a igualdade [6-129) no instante ini-
cial e conseqiientemente no instante correspondente a um periodo da resposta.

Substituindo solugoes com diferentes nameros de harmonicos em [B=129), se
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verifica que o residuo diminui a medida que o que cresce o nimero de harmoni-
cos. Porém, nota-se que dentro do intervalo [0, 7], (6-129) é satisfatoriamente
atendida somente nos instantes que correspondem at =0, t =T/4,t =T/2,
t =3T/4 et =T, enquanto que no HBM ou Galerkin-Urabe, conforme se uti-
lizam solugoes com mais harmonicos, além de diminuir o residuo, também se
aumenta o ntimero de vezes em que o residuo torna-se nulo dentro do intervalo
[0,T7.

As relacoes freqiiéncia-deslocamento obtidas na secao anterior podem ser
melhoradas se forem obtidas de forma a se minimizar o residuo na equacao
diferencial, ao longo do periodo da resposta.

Utilizando Galerkin para minimizar o residuo provocado pelas solucgoes,
tem-se

27w

WR=0 (6-144)
0

onde R é o residuo obtido ao substituir a solucao aproximada na equagao

diferencial e W ¢ a funcao peso dada por

_ Ox

V=5

(6-145)
sendo que z ¢ a solugao aproximada.
Assim, a relagao freqiiéncia-deslocamento passa a ser dada por B=144).
Tomando como exemplo a solugao (6=134)), (6=144) torna-se

45102 1703xz0* 520%wo> 45x0%wot
_ﬂwlo (_ Lo B+ Lo~ Wo >w8+<M+

64 32768 64 64
103172304(,()02 45571’06 2 6 5I02WO6 4825.1’04(,()04
sz P e P ) Tw 6384
29051’060002 2 + 2265%‘0853 4+ 2171’0400065 + 651.T06CU0462+ (6 146)
w -
8192 16384 8192 8192
651:508@0263 4 2171’010/64 wQ . 63%04(,0086 o 63%060)0662_
8192 8192 32768 8192
631‘010&)0254 _ 1891’08&)0453 _ 63%012ﬁ5 —0
8192 16384 32768

O residuo provocado pela solugao 6-134)) ao se obter w em (6=146) no lugar
de se utilizar (6=137), ¢ significativamente reduzido, como mostra a figural6. 10

conseqiientemente a curva w-xy se torna mais precisa.

6.3.4
Resolucido de problemas de vibracdo forcada sem amortecimento
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Neste caso tem-se 0 mesmo namero de incognitas da vibragao livre. Agora
a freqiiéncia da solucao é igual a freqiiéncia {2 da excitacao ou a um multiplo
desta freqiiéncia, e xy passa a ser incognita, representando a coordenada do
ponto fixo da solucao permanente.

Para a obtencao das amplitudes dos harmoénicos e de xy, as equagoes que
possuem derivadas impares em (-128)) devem ser novamente desprezadas. Da
mesma forma que na vibracao livre, monta-se um sistema linear tendo as
amplitudes como incognitas. A coordenada zy do ponto fixo é determinada
resolvendo a ultima das eqs. (6=128)), que seré sempre nao-linear em z5. Como
tem-se uma tnica equagao nao-linear, pode-se utilizar o Maple para resolver
esta equacao, facilitando a aplicabilidade do método, pois todas as raizes sao

obtidas de uma tnica vez através de um simples comando.

Equacdo de Duffing
Para resolver o problema,
i+ wolz + Bz = F cos Ot (6-147)
a solucao ¢ aproximada por,
Z(t) = c1 cos Qt + ¢ cos 30 (6-148)

Avaliando a fung¢ao z(t) e suas derivadas no instante inicial, e as igualando

Figura 6.10: Residuo causado por (6=134) para wy = 1,5, 3 =3 exy=2: J, w
dado por (6-138)); +, w dado por (6-146).
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a fungao aproximada (G-148)) e suas derivadas, tem-se as seguintes equagoes,

To=C +C3

F —wy’zg — Bry® = —c10% — 9302

— F(2 + wo?) + wotrg + 4wo?Bxo® — 3Bx0> F+
36%50° = 1 + 8130t

(6-149)

Resolvendo as duas primeiras eqs. de (6-149), encontra-se para c¢; e ¢3

9 1
cl = gZL’O + @(F — w02x0 — B(L’Os)
o (6-150)
_ 0 2 3
C3 = —§+@(—F+wo o + B )

e a ultima das egs. (6-149), que sera utilizada para determinar zy, torna-se

— FQ? — o F + wozg + 4w B — 36202 F + 33%x°

(6-151)
= 100°Bxzo° + (—9Q" + 10Q%w?) 7o — 10FQ?
Com uma aproximacao com trés harmonicos,
Z(t) = ¢1 cos Qt + ¢3 cos 30t + c5 cos b (6-152)
chega-se ao seguinte sistema linear,

1 1 1 c1

-2 —90% 2502 3

O 810* 6250 Cs
(6-153)

Lo
= F— w02x0 - 55503

—F(QQ + w02 + 351’02) + w04x0 + 4&]0251’03 + 352$05
e a seguinte relacao freqiiéncia-amplitude,

— 183 F %2 + (wo + Q* + wo?Q? + (42wo?B + 36Q%)xo* +
4563%20") F — wo’xg — 25wo* Bre® — 5lwy? B2we® — 27310 (6-154)
= —15 — 729¢50° — 15625¢50°

Resolvendo (6-I53), obtém-se

11 (.UOQ F+ 170)02 i 75 + (.do4
= — — — At — | z—
PN 6402 T 19204 9602 ' 64 ' 19204 )7°
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BE 2 W02ﬂ 173 3 52 5
gar ™ T\ agar o602 )70 T pa ™ (6-155)
25 w02 13CL)02 25 W04
= — F _ 0
= ( 12802 © 12894) +( 6407 128 101 )T (6-156)
30F 5. 130 w8\ 5 _ 38
1280470 "\6402 3204 )70 128047
3 w02 5&)02 3 w04
— _ Ft( - — L z—
“ (12892 38494) +( 19202 128 T 38401 )™ (6157
BF v — 503 n wo®B 2o® + 3 2o
12804 10202 ' 9604 12804
e a eq. (6-154) torna-se
—273%x0" + (105075 — 51wy?B*)x0” + 455%* F — (2590 3—
1409%wo2 B8 + 25wy B)xo® — (1026902 — 42wy*B) Fxg® — (183F*— (6-158)

3502w + wo® 4 2590w — 2250%) 2 — (34we?Q? — wy' —
22501 F =0

Assim como ocorreu nos casos de vibracao livre, é de se esperar que as
solucoes apresentem um residuo maior quando xg ¢ retirado de uma das
eqs. ([G=128)). Substituindo as soluc¢oes aproximadas na equagao diferencial e
aplicando o método de Galerkin para minimizar o residuo ao longo do periodo
da resposta, se obtém uma relacao freqiiéncia-amplitude mais precisa.

Substituindo (6-I55) & (6=157) em (6-I52) e esta na eq. diferencial (6-147)

e aplicando o método de Galerkin utilizando como func¢ao peso

ox

W=%a

(6-159)
encontra-se melhores resultado que ao se considerar a funcao peso sendo dada

por

Oz

W= —
(91:0

(6-160)

como mostrado na figura[6. 1Tl

A figural6.I2 exibe as curvas freqiiéncia-amplitudes do problemai +z+3 =
50 cos Qt, obtidas utilizando o FT com Galerkin (FTG), tendo 6-I59) como
fungdo peso, integracdo numérica (utilizando um pequeno amortecimento) e
HBM. Pode-se ver que com o FTG também é possivel se obter boa precisao

com poucos termos.
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Figura 6.11: Residuo da solugao (6-152)) para o problema i +xz +z* = 50 cos 5t:
0, x¢ dado por (6-I58); +, x¢ obtido ao se considerar (=159); O, xo obtido ao

se considerar (G=160).

6.3.5
Resolucio de problemas de vibracdo forcada com amortecimento

Agora tem-se o dobro de incognitas dos casos anteriores, pois o amorteci-
mento exige a presenca de harmoénicos em seno na solucao aproximada e, além
de zy, agora se deve encontrar a coordenada vy do ponto fixo da solucao per-
manente. Além disso, as equacoes com derivadas impares em [B-128) deixam
de ser nulas e passam a ser utilizadas na determinacao das amplitudes dos
harmonicos em seno.

Da mesma forma, um sistema linear é montado com as primeirasn — 2
equagoes em (6-128)), o que permite determinar as amplitudes dos harmonicos.
As duas equacoes restantes sao utilizadas para determinar as coordenadas
do ponto fixo. Como sao nao-lineares, agora tem-se mais dificuldade que na
vibracao forcada sem amortecimento pois tem-se um sistema nao-linear que

necessita de resolucao numérica.

Equac3do de Duffing

A solucao aproximada do problema
&+ 2Cwoi + wo’x + Ba® = Fcos Qt (6-161)

é escrita segundo um somatorio de senos e cosenos,
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z(t) = ¢1 cos Qt + dy sin Qt + ¢35 cos 3Q + dg sin 30 (6-162)

Avaliando a fungdo z(t) e suas derivadas no instante inicial, e igualando
respectivamente a fun¢do aproximada {6-162) e suas derivadas, tem-se as

seguintes equagoes,

Tog=C1 + C3

vg = d1§2 + 3d3€)

F — 2woCvg — wolzg — Bag® = —c10% — 9e50?

2Cwo B0’ — 3Bx0 v + 2Cwo To+

(4C%wo? — wo?)vy — 2CwoF = —d Q% — 27d5Q3 —

FQ? + 402 CPF — 8woCuy — 4wo*Cag — 4wo?C? B + 4wy g+
12wo( o vy — wo F + wo'eg + dwo? Bz — 68z0v0° — 3820 F+
35%20° = ;. 4 81301 —

4w’ Co — 12w CPug — 8w CBF + 8wo*C3Bxo® + 4w F—

16wy Bxo® — 12w B2 20° + 12wo( Bao’ F + 8wy’ By + 2wo FQ2+
27ﬁ2x04v0 — 36w02C26x02v0 + 16w04<’4v0 + 48w0(ﬂx0v02+
24wo? B vy — 18BxoFuvy — 680> + wo'lvy = diQ° + 243d50°

(6-163)

sendo que as duas tltimas em (6-=163) sao para a determinagao de xg e vp.

Resolvendo as quatro primeiras equagoes em [6-163), obtém-se as seguintes

Figura 6.12: Curvas de ressonancia do problema # +x + 2% = 50 cos Qt: O, RK;
-+, HBM com trés harmonicos; ¢, FTG com trés harmonicos.
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solugoes para as amplitudes

9
&1 = g% + @Uﬁ — 20wov — wo’mo — f0°)
1 1

C3 = _éxo - @(F — 2Cwovy — W02$0 - ﬂ$03)

9 1 2 3
dy = sqlo + @(_ZCWO(F — 2oty — wo™To — B0’ ) — (6-164)

w02vo - 35%2”0)

1

dy = — 5700 — 57035 (—2wn(F = 2wnvy — wo’mo — Ba®)—

2 2
wo v — 30 Vo)
e as equacoes adicionais necessarias para determinarxg e vy tornam-se

33%10° + (—4wo(?B + 4wo?B)xo® + (12woCBuy — 3BF )xo*+

(wo — 6802 — 4wo*C*) o + (—8wo®C® + 4w vy — FQ2+

4w CPF — wo F = 109%Bx¢® + (100%we? — 90" 20—

10FQ? 4+ 2092wy vy

— 12wo( B%0° + 2732 w0 w0 + (8w B — 16w B)x0” + ((24wo*B—
36wo?C2B)vp + 12w BF) 20 + (—4wy’¢ + 48wo(Bue® — 188 Fvy+

8wo’C*) o — 68> + (16wo*¢* — 12wp*¢? + wo*) vy — 8w F+- (6-166)
4w CF + 2woC FQ? = —20Q%wo( Bro® + 309280 vy —

2092w (o + (10Q2%we? — 40Q%weC? — 90wy + 20w FO?

(6-165)

No lugar de se utilizar as eqs. €=165) e ([6=166), pode-se aplicar o método

de Galerkin para minimizar o residuo.

Substituindo (6-164) em (6-162) tem-se a solucao aproximada de (6-161)).

Utilizando como fungoes peso

=2
5 (6-167)

W, = 9%

2 61)0

e aplicando o método de Galerkin obtém-se duas novas equagoes.

A figural6.13 apresenta as coordenadas do ponto fixo versus{2, obtidas com
integracao numeérica, HBM e FTG, do problema +0, 44 +x +32° = 50 cos .
Pode-se ver que em alguns trechos ja h4 uma boa precisao, porém ha um
grande nimero de ramos que nao existem nas solucoes obtidas com integracao
numérica e HBM.

Ja com solucoes contendo mais harmonicos, fica dificil aplicar Galerkin,
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Figura 6.13: Variacao da coordenada do ponto fixo do problema ¥ + 0,2z +
x4+ 323 = cos Qt: O, RK; +, HBM com trés pares de harmonicos; ¢, FTG com
dois pares de harmonicos.

mas o maior nimero de termos acaba reduzindo o residuo, como mostram as

figuras|6.14(a)| e [6.14(b)l

Figura 6.14: Problema & +0, 44 +x + 23 = 50 cos Qt. O, RK; -+, HBM com trés
pares de harmonicos; O, FT com 10 pares de harmonicos; (a) Curvazg — ;
(b) curva vy — 2.

Cabe ressaltar que em todos os exemplos deste capitulo considerou-se uma
grande nao-linearidade ou um valor bastante elevado da magnitude da forga
com o intuito de verificar as potencialidades dos métodos aqui propostos.

No anexo C tem-se a solugao da equacao de Duffing 6-14)) do problema de

vibracao forcada amortecida. Primeiramente a solucao do problema é escrita
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em série de Taylor e em seguida ela é transformada em série de Fourier.
Diferentemente do anexo B, agora as derivadas de ordem superior da solucao
nao sao determinadas previamente. Em vez disto, elas sao determinadas
recursivamente sempre que necessario. No item C.1.2 tem-se um exemplo de
como uma solucao é obtida. No item C.2 as rotinas e as derivadas da solucao
sao exportadas para um arquivo cpp, assim as solucoes serao obtidas de forma
semelhante ao do exemplo C.1.2, mas de uma forma muito mais rapida, por
um programa escrito na linguagem C++. No item C.2.2 tem-se o arquivo
gerado pelo programa em Maple que é utilizado pelo programa em C-++ para

encontrar os pontos fixos de uma aproximacao com dois pares de harmonicos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB




