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3
Métodos de Perturbacao

O objetivo deste capitulo é apresentar os métodos de perturbacao mais uti-
lizados na andlise de sistemas dinamicos nao-lineares, bem como modificacoes
destes métodos apresentadas na literatura recente com o objetivo de melhorar
o desempenho dos métodos classicos. Sao também apresentados os algoritmos
que, programados em algebra simboélica, permitem a automagcao dos métodos.

Os métodos de perturbagao podem ser utilizados na resolucao de problemas
com pequenas nao-linearidades. A solucdo é escrita através de uma série
de poténcias de um determinado parametro de perturbagdao. Geralmente,
quanto mais termos tiver a série, mais precisa serd a solucao. Entretanto, em
alguns casos, de acordo com Andrianov e Awrejcewicz (2000) e Amore et. al.
(2004)[54L [55], o acréscimo no numero de termos da aproximagao pode conduzir
a uma série divergente.

A medida que a nao-linearidade cresce, a solucao aproximada deve conter
mais termos para que se tenha uma boa aproximacao. Em alguns casos, pode
nao ser possivel aplicar o método devido a complexidade da solucao.

Seja a equacao com nao linearidade cubica
i+ we’r+ Bz =0 (3-1)

onde o parametro 3, associado ao grau de nao-linearidade, pode ser tomado
como um parametro de perturbacao, desde que [ seja suficientemente pequeno.
O método consiste em expandir a soluc¢do z(t) da equacao (B=I) por uma

série em torno de 5=0. Seja a solucao aproximada:
w(t) =Y Bwi(t) (3-2)
i=0

Substituindo B-2) em (B-I)), e agrupando os termos de acordo com as

poténcias de 3, tem-se para n = 1, por exemplo:

Brr® + 3203112 + 3202 5P, + (@1 + wolxy + xog)ﬂ + g + wolxe =0 (3-3)
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Considerando que os termos de mais alta ordem sao muito pequenos, ja
que 3 é pequeno, para que a igualdade B=3)) seja atendida, os termos que

multiplicam 8% e ' devem ser nulos, ou seja

JJO + w02x0 =0 (3—4)

fl + w02x1 = —I03 (3—5)

A solugdo para xo em ([B=4)) é, ja considerando as condicoes iniciais zo(0) =
z(0) e ©0(0) = 0,
zo = x(0) cos wyt (3-6)

A substituicdo de (B=0) em (B-H), leva a uma equagao diferencial nao-

homogénea em z; cuja solucao é,

1 z(0)?
T = coswot — =

z(0)° z(0)*
1= 735 2 Ltsmwot—l——L

w02 32 w02

cos 3wt (3-7)

A solucdo para x; é composta de uma parcela homogénea mais uma
particular. Uma forma de fazer com que a solugdo aproximada B-2)) atenda
as condigoes iniciais do problema B-I]) é fazendo com que todas as condigoes
iniciais nas equagoes seguintes sejam nulas (r;(0) = 2;(0) = 0;7 > 1). Dessa
forma, as novas constantes que surgem em cada solucao homogénea, tornam-se
fungao de x(0) e £(0), que sdo as condigoes inicias de B-TI).

Os termos lineares em ¢, presentes em (3-7), sao chamados de termos
seculares e limitam a aplicabilidade da solucao aproximada para apenas
pequenos intervalos de tempos. Lindstedt, em 1882, desenvolveu uma técnica

que evita o surgimento destes termos.

3.1
Método Lindstedt-Poincaré

No LP expande-se a freqiiéncia da solugao em uma série de poténcias da

perturbacao, ou seja
W= wo + Z eif’ (3-8)
i=1

Para que a freqiiéncia da resposta fique explicita na equacdo, aplica-se a

seguinte transformagao do tempo,

T =wt (3-9)

Assim, = deixa de ser fungio de t e passa a ser funcao de 7 e a eq. (3=1))

torna-se
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w?zr” + wox + Br* =0 (3-10)

Considerando uma aproximagao com trés termos para z(7) e para a

freqiiéncia w, tem-se

w(7) = wo(7) + Bai () + 22(7) + Ba5(7) (3-11)
W= wq + 661 + ﬁ262 + 6363 (3—12)

onde e; sao as correcoes da freqiiéncia em funcao da amplitude.
Substituindo (B-I1) e (B-12) em (B-I0) e agrupando os termos de mesma

poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

(4}02.1'0” —+ WOQxO =0 (3—13)
szl‘l” —+ (.UOQ.Il = —2w061x0” — .1’03 (3—14)
W02$2// + WQQ.CL’Q = —3$02I1 — 2(,()062!1}0// - 6121’0// - 20&)061271// (3—15)
w02x3" + wOng = —31‘01’12 - 31‘02{1)2 - 2w063x0” - 261621’0,/— (3 16)

2(4)062{E1” — 6121'1” — 2(.(}061{172”

Inicialmente, encontra-se xq resolvendo a eq. (B-13)
o = Cysint 4+ CycosT (3-17)
Aplicando as condigbes iniciais de deslocamentozy(0) = z(0) e velocidade
zo'(0) = v(0), zy torna-se

zo =v(0)sinT + x(0) cos T (3-18)

Substituindo B-I8) na eq. (B-14), tem-se

3 3
w1 + wolzy + (ZU(O)B + Zv(O)x(O)2 — 2w061v(0)) sin 7+

(ZU<0)2$(0) + %:10(0)3 - 2w061x(0)) cos T+ (21}(0)x(0)2—

iv(of’) sin 37 + (—ZU(O)%(O) + iaz(o)?’) cos 37 = 0

Resolvendo esta equacao, encontra-se x1, a saber

. (( B 3;()023 B 311(55:5(0) N 612(0))7 ~ 30(0)° Cue

30(0)z(0)? . ew(O)) . (3"0(0):5(0)2 v(0)3) .

8(.()02 wo

320)02 32(4]02

((30(0)3 _ew(0) |, 30(0) x2(0)2)7 N CS) COST+(Q}(O)3 B

80.)02 wWo 8(4)0
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3 —) cos 37 (3-19)

Novamente as constantes devem ser determinados de acordo com as
condigoes iniciais. Como foi imposto que z(0) e x¢'(0) sao idénticos as
condigoes iniciais, tem-se, com base na eq. B=11I), que z1(0), x1'(0), z2(0),

z5/(0), 23(0) e x3'(0) devem ser nulos. Dessa forma tem-se

x(O) 2 2
Ca = 555 (80(0)" — 2(0)")

30(0) (3-20)
Ci= 35 S (0(0)" = 32(0)")

A solucdo de z; apresenta termos que crescem indefinidamente com o
tempo. Eles devem ser eliminados para que a solucao passe a ser periddica.

Igualando a zero os termos que multiplicam 7sin 7 e 7 cos 7 em ([B=19), tem-se

0 3 3
arl0) _ 30— 2 0(0)%(0) = 0
wWo 8w0 8(,()0 (3_21)
—av® | 30+ 3 0)e(0) = 0
wWo 8(4)02 8&)02 N
E qualquer uma das eqs. 3-21]) conduzem a:
e = = (0(0)® + 2(0)%) (3-22)
8(.4)0

T :((3 v(0)* = 90(0) 2(0)%) sin7 + (3v(0) 2(0)* — v(0)®) sin 37+

(30(0)*2(0) — 2(0)*) cos 7 + (2(0)* — 3v(0)°(0)) cos 3T> 320,

As solugoes xg e z1 sdo agora inseridas em (B-15)) e x5 é determinado,

. :( (3%(0)%(0)3 N e27(0) N 212(0)° 3v(0)4x(0))7_+

128&)04 wo 256W04 256&)04
33v(0)%z(0)” 212(0)'0(0)  3v(0)°  ew(0)Y .
el St SN/ —

12800, 6 56wt 956wt | w )T
30(0)°  3z(0)'(0)  3v(0)3x(0)? 0)°
v()_x()v()+v()r() sin 374 v(0) n
2560w 32w’ 2560w 1024w,*

52(0)*0(0)  50(0)°x(0)* n 5t 30(0)°  33v(0)*z(0)*
1024w 512w 256w 128wq*
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e0(0)  212(0)*0(0) 9v(0)*z(0)  3z(0)°
— C —
o 25609 )T ) O Tom6gt T 128y

270(0)%2(0)* o3t z(0°  50(0)*x(0)°
256w 1024w 512w

M) cos 5T (3-23)

1024w’

As constantes de integracao C5 e Cg sao obtidas fazendo-se 25(0) = 0 e
x9'(0) = 0, e os termos seculares sdo retirados de xo, determinando-se es.

Tem-se entao

_ z(0) 4 4 2 2
Cs = —W (—23z(0)" + 41v(0)" 4 98v(0)°z(0)7) .

v(0 4 4 2 2

Ce = 024 (41v(0)" — 2632(0)" — 14v(0)"z(0)7)
ey = %MOS (v(0)* — 220(0)*2(0)* — 72(0)") (3-25)

Em seguida xg, x; e xo sdo substituidos na eq. (3-16) e x5 é obtido. As
constantes de integragao sao determinadas fazendo-se z3(0) = 0 e 23’ = 0 e,

novamente, os termos seculares sao retirados de x3 e obtém-se es.

3 4002 0
~ syt (2100 (0)" + 230(0)°~ (3-26)

1670(0)%2(0)" — 272(0)°)

€3 =

Uma vez determinados ey, es e ez, tem-se a solugao periddica em 7 e pode-

se escrever a relagao freqiiéncia-amplitude. Considerando que v(0) = 0, da

eq. (B=I1)) vem

() 2(0° ., 3z(0)"
x(T)_32768w065 S T4\ 1000001’ ~ 20dsays” ) €57 F
2(0)? 32(0)° ,  297x(0)" ,
_ L9 Y) 3 3.97
(32w02ﬁ 1280070 1638dwm,0 ] ) OS5 (3-27)
2(0)* 23z(0)° , 547z(0)" 3\
(xw) 3202 T 1024wgT” 3270800 ) %7

Para escrever a solucao em termos da variavel original ¢, basta substituir

T por wt na eq. (B=27). w é obtido substituindo os valores de e;, e e e3 na

eq. (B=12). Assim, tem-se

812(0)°
2048&)05
Escrevendo as eqs. (3-2)) e (B=8) para n valendo de 1 até 6, apos a retirada

5+ g (3-28)

2 4
o=yt 33;(0) 5 21x(0)

W 2560003


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 3. Métodos de Perturbacio 59

dos termos seculares, encontram-se, respectivamente, as seguintes relacoes

frequiéncia-amplitude.

3 2
— wo+ —— 9
w w0+8wOﬁx(0) (3-29)
3 2 21 2 4
— 2 B2(0)% — 0 §
W= wp+ &UOﬁx( ) 256w03ﬁ x(0) (3-30)
B 3 s 21, 81
w=uwy+ 8w0ﬁ:v(0) 256w036 z(0)" + 5048 056 x(0) (3-31)
B 3 s 21, 81 L
6519 1o -
2621440,
3 s 21, 81
- 2 32(0) — _
w = w0t g B0 = S PO g 7O (3-33)
6549 1o STBT_ sy
262144w," 2097152,
3 s 21, 81
— wo 4+ ——Bz(0)* — 0
w=wo + g Pr(0) = o5 0] + oppe 587w (0)
6549 ., & 3TT3T . . 1
s621aaey7 "0 F Sao71m009 0 *0) (3-34)
036183 o 1
T2 3640
6710886401 *(0)

Como se pode observar, a complexidade da solucao cresce com o nimero
de termos, n, adotado em (B=2) e (B=5).

A figura B.1] apresenta a freqiiéncia da resposta em funcao da condicao
inicial de deslocamento x(0) = z, para as diferentes relacoes w-z(0) dadas
em ([3-29) a ([B:=31) e também a solugdo obtida por integragdo numérica da
equagdo de movimento. Na figura[3.1(a)] utilizou-se wy = 1 e § = 1, e em
utilizou-se wyg = 0,1 e 6 = 0,1. Em é possivel perceber que a
solucao nao é convergente. Isto ocorre porque, a medida que mais termos sao
adicionados, os denominadores em 3-29) a (3=34)), que contém poténcias de

wp, decrescem, crescendo a contribuicao dos termos mais altos da série.

3.1.1
Vibracdo Forcada

O problema agora é escrito como
Q%" (1) + wo’x(7) + fa(r)’ = BFsinT (3-35)

onde 7 = Qt, sendo ) a freqiiéncia da excitacao. Ao impor que a forca é

proporcional a 3, admite-se que a amplitude da forca nao ¢ muito grande.
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Figura 3.1: Relagao w-zo. O, RK; +, eq. 3229); 0, eq. B30); A, eq. B=31).
(a) Série convergente, wy = [ = 1; (b) Série nao convergente, wy = 3 = 0, 1.

Considerando novamente uma aproximagao com trés termos, tem-se

2(1) = xo(1) + Ba1 (1) + B2a5(1) + as(7) (3-36)
Q= wy + Per + [Peq + Bes (3-37)

Substituindo (3=36) e (B-37) em (B=37) e coletando termos de mesma ordem

em [, obtém-se

WOQZL’OH + UJQQIQ =0 (3—38)
wolxy” + wolry = Fsint — 2wperxy” — x0° (3-39)
WOQI‘QH + WQQZL‘Q = —3ZE02I1 — 2&)0621‘0// - 612ZE0/, — 2LU061I1H (3—40)
sz.Tg” + w02x3 = —3$0$12 — 3:1:02302 — 2w063$0” — 26162%’0”— (3 41)

2w062x1" — 6121'1// — 2w061x2"

A tnica diferenga do sistema de equagoes 3-38)-(3=4I) em relagiao ao
problema de vibragao livre, eqs. B-13)-(B-16), é a presenca de F'sinT em

Somente interessa a resposta permanente da solucao. Dessa forma, admite-

se que a solucao de z( estd em fase com a forca aplicada

ro = AsinT (3-42)

Substituindo 3-42) na eq. (3-39), obtém-se

3
wo(z1" + x1) — 2wpe  ATsin T — 7 sin 37+
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A3
(BT — F)sinTt =0 (3-43)

Resolvendo (3=43)), encontra-se para

A
x1=CrcosT+ CysinT — 61—7'(:037'—
Wo
A3 34° F (3-44)
32002 sin 37 + Swn? TCOST — S? TCOST

Agora as parcelas homogéneas das solucoes sao desprezadas fazendoC; = 0.

Neste caso
=
(3-45)
Cy=0
Retirando os termos seculares de x1, tem-se
3A? -F
0 3-46
“ 8(,()0 2(,0014 ( )
A3
T = T sin 37 (3-47)
Inserindo as solugoes zg e z1 em ([B=40) e resolvendo-a, tem-se
C3=0
Cy=0
! 15A* + 48AF — 32 i (3-48)
(A = — — — —_— -
> 256w A2
a4 (21 sin 37 + sin 57) AT in 3 (3-49)
Tg = —— sin 37 4 sin 57) — sin 37 -
27 1024wp? 25600

Em seguida xg, 1 e x5 sdo inseridos na eq. (3=41]) e x5 é obtido, as constantes

de integracao C5 e (g sao anuladas e os termos seculares sao retirados de z3,

obtendo-se
_ 123A° — 512F3 — TO8A’F + 1152F* (3-50)
= 3192w0 A3 )
A?
o 32768000 (sin 77 4+ 417sin 37 4+ 438in 57) + -
A'F , , S1AF? )
1298800 (567 sin 37 + 26 sin57) — 204800 sin 37

A partir de (B37), obtém-se para a curva de ressonancia nao-linear a

seguinte relacao freqiiéncia-amplitude
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g 3 B 6 3 2
Q = wo A% — AF) 4 —— (—15A° 4 48A4%F — 32F
O g )* 356 | " )+ (3-52)
ﬁ?’ 32 3 9 6
— T (11524%F2 — 512F° + 123A4° — T08A°F
S92 " )

Para um dado valor de F', a amplitude A pode ser retirada da eq. (8=52),
uma vez que €2 é conhecido.
Da eq. (823), pode-se escrever a solu¢ao no tempo, substituindor por Qt,

ou seja

AT AP 2 13AYF 4347
)= sin70t 3 -
() = = 3576800 O +{1024w04+ﬁ (6144w06 32768w06)
A33 2145  9A’F 18944 F
in 5Qt+< — 2 — Sl —— - (3-53
}Sm +{ 52m02 (1024w04 256w04>+ﬁ (4096w06 (3-53)
4ITAT  BIAF?
32768we® 2048w,

) } sin 30t + Asin Q¢

O deslocamento maximo é entdo obtido avaliando B=53) ao longo do

tempo.

3.1.2
Vibracao Forcada Amortecida

O problema passa a ser escrito como
Q%2 (1) + 2Q8¢wor(t) + wolx(1) 4+ B(1)* = BF sin(t + ¢) (3-54)

onde 7 = Qt. Agora o amortecimento também é considerado proporcional a
B, isto é, nao é muito grande. Considera-se uma aproximacao com apenas um
termo em (3, pois para malis termos nao é possivel retirar os termos seculares das
solucoes. Também é admitido que h&d um angulo de fase¢ entre a resposta e a
forca aplicada. O angulo de fase é uma das incognitas do problema em sistemas
amortecidos, e pode ser inserido tanto na resposta quanto na excitacao. Por
simplificacdo, em (3-54)) ele é inserido na excitagao.

Sejam as aproximacoes

(1) = xo(T) + B (7) (3-55)
0= wo + 661 (3—56)

Inserindo as eqs. (353) e (3=56) em (B-54) e equacionando os termos de

mesma poténcia em [3, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

WOQZL'QN + UJO2$0 =0 (3—57)
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wo " 4+ wolzy = Fsintcos¢ + F cosTsin ¢ —

‘ (3-58)
1’05 — 20.)061.’13'0// — 2CW02.1'0,
A solugdo permanente da eq. 3-57) é tomada da forma:
o = AsinT (3-59)
Substituindo (3-59) em (3-58), tem-se
3
wo?r1” + wo’r; = F(sin T cos ¢ + cos 7sin ¢) + — sin 37—
4 (3-60)

A3
v sin T + 2wper Asin T — 2Cwp? A cos T

Resolvendo B=60)) e desprezando a parcela homogénea da solugao, tem-se

para

A3 3 34°% N 3A3 N el A
— sin 31 — sin T TCOST + —— sinT7—
32&)02 8&)02 8w02 [O%)
A
O cosT — CATsinT + sin 7 cos ¢+ (3-61)
wo 4&)0

1 =

2

5 COS T sin ¢ — 5T COS T COS ¢ + 5
4w0 2(4}0 2(4)0

Tsin 7 sin ¢

Os termos seculares de (B=61]) sdo eliminados fazendo-se

—CA+ 5 sing =0
s (3-62)
— — cos ¢ =
Wo 8&)02 2&)02
de onde se obtém o angulo de fase ¢ e e;, a saber
. 2¢ Awy®
sin ¢ = 7 (3-63)
3A? F?
_ _ 2,2 -64
€1 8w \/4w02A2 CPwo (3 6 )

Assim, a solucao de x; torna-se

3

sin v/ F2 — 4¢2A%wp4 (3-65)

A
— sin3T—|—C—COST—
32wq? 2 4ewo?

T =

Inserindo as solugoes (3-59) e (B-63)) em (B-55) e fazendo 7 = Qt, chega-se

a solucao no tempo:
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3
z(t) = Asin Qt — A
32

A
5 Sin 30t + 62 cos Qt—
“o (3-66)
sin Qt\/F2 — 4¢2 A2

w02

Inserindo (3=64) na eq. (3=56), obtém-se para a curva de ressonéncia do

sistema amortecido

4w02A2

Q= wo + SBAQ - ﬁ\/ = - C2w02 (3—67)

Com A obtido através de (3-67]), a amplitude da resposta é entao conhecida

observando-se a evolugao da resposta no tempo, eq. [3-66)).

3.1.3
Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessarios para a automatizacao do
problema de vibracao livre nao amortecida ou vibracao forcada, amortecida
ou nao, para n termos na aproximacao. A restricdo de vibracao livre ndo-
amortecida é devida ao método, porque as amplitudes das solugoes aproxi-
madas sao constantes no tempo.

O programa, desenvolvido em &lgebra simbolica, na linguagem MAPLE,

executa os seguintes passos:

1. Aplica-se uma transformagao de coordenadas { T=0t

a equacao diferencial que se deseja estudar. x(t) = x(7)

(1) =2 i Bl

Q=wo+ >, Fe

2. A solucao aproximada e a relacdo entre as
freqiiéncias sao substituidas na equacao dife- {

rencial.

3. Os termos que multiplicam [ sao agrupados
eqo :

de acordo com a poténcia de 3. Dessa forma

2,1 2 —
. : . . . wo o + wo g =0
constroi-se um sistema de equacoes diferenci- 4
. . . xg = AcosT
ais lineares de segunda ordem nao-homogéneas.
~ . . ou
Uma solugao de amplitude desconhecida, repre-
zo = x(0) cos T
sentando apenas a parcela permanente da res-

. . +v(0)sinT

posta, é adotada no caso de vibracao forcada. (0)

4. Se o problema for de vibracao forcada, as parcelas

~ - C; =0

homogéneas das solucoes de x; 1 sao desprezadas,
ou

anulando-se as constantes que surgem na integragao. 0) =0

. <~ 1 . < Ti+1\V) =

Na vibracao livre, as constantes de integracao sao " , = Cj

Tit1 (O) =0

determinadas de forma a atender as
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condigoes iniciais x;11(0) = 0 e x;,.1'(0) = 0.

5. Os termos seculares presentes na solu¢ao encon-

trada no passo 4 sao eliminados, determinando-se o Tit1 = €41
valor de e;1 que anula estes termos. Com e; 1 de- [}
terminado, uma nova solugao x;,, ¢ escrita, onde a xir1periddica

periodicidade esta assegurada.

6. Os passos 4, 5 e 6 sao repetidos até que todos

os x; periddicos sejam determinados. Isto permite

_ n i
- - Q—WO+Ei:1ﬁ€i
reescrever a solugao z(7) e a relagdao entre as fre-

qiiéncias da excitagao e a natural do passo 2. Agora i
basta atribuir valores aos parametros e encontrar a
valor do parametro A.
7. Substitui-se A em z(7) e aplica-se mais um A= x(1)
transformacgao de variaveis, obtendo-se a resposta T =0t
no tempo. x(7) = x(t)
8. O valor maximo da resposta no tempo é encon-
z(t) = Timaw
trado.
3.2

Método Lindstedt-Poincaré Modificado

Nos ultimos anos, diversos métodos foram propostos com o objetivo de
fornecer respostas quantitativamente consistentes para fortes nao-linearidades.
Burton e Hamdan (1983)[73| citam alguns desses métodos, entre os quais o LP
modificado.

Alguns métodos derivados do LP original consistem em introduzir um
novo parametro de perturbacao que permanece pequeno mesmo quando o
parametro original ¢ muito grande [p1]. Burton (1984)[74] usou a relagao
a = fa?/(4 + 3Ba*) e expandiu a solugdo em poténcias de o no lugar de
a expandir em poténcias de 3, fazendo com que as solucoes no tempo e na
freqiiéncia apresentem resultados convergentes.

He (2000) [75] prop6s uma nova técnica de perturbacao a partir do LP,
que, segundo Hu (2004) [56] [76], apresenta resultados inferiores ao de uma
técnica considerada classica (método apresentado nesta secdo). Segundo Hu,
esta técnica é valida para grandes ndo-linearidades. Sanchez (2005) [[7] mostra
que o método proposto por He apresenta erros enormes na amplitude da
resposta, enquanto que os erros no periodo ficam em faixas bem menores.

Sanchez comenta que quando o erro exibido pelo método de He para o periodo
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¢ menor que 5% para § = 100 em (B-Il), o erro na amplitude da solugao é
392%.

Utilizando a seguinte expansao para a freqiiéncia da resposta,

W =w’ + ) e (3-68)

=1

ao invés da expansao dada pela eq. B=8), obtém-se resultados superiores ao do
LP classico, tal como apontado por Andrianov (2000) b4]. De (B=68) tem-se

que

n

wo? = w? — Z e/} (3-69)

i=1
Para Burton (1984)[74], a eq. (B=G8) apresenta resultados superiores por
conter w?, que aparece naturalmente na formulacdo, ja que a equacao diferen-
cial é de segunda ordem.
Considerando uma aproximacao com trés termos para a solucao no tempo

e para a freqiiéncia wy, tem-se
wo? = w? — PBey — ey — Feg (3-71)

Substituindo B=70) e (B=7I) em (B=I) e agrupando os termos de mesma

poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacdes:

o+ w?rg =0 (3-72)
¥+ Wi = ejxy — x° (3-73)
T + wlry = €111 + ey — 370211 (3-74)
Ty + w?xs = e3mp + eax1 + €119 — 3xor1> — 30 T (3-75)

Da mesma forma que no método classico, encontra-se primeiramente a
solucao de xg
zo = Cy sinwt + Cy coswt (3-76)

Aplicando as condig6es iniciais £¢(0) = x(0) e ¢(0) = v(0) e determinando
as constantes, tem-se
v(0)

0=~ sinwt + x(0) cos wt (3-77)

Substituindo (B3=77) na eq. (B=13)), tem-se

e1v(0) v(0)?

3 sin 3wt—
w

¥+ Wi = sinwt + e;2(0) coswt +
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3v(0)° | 3v(0)*z(0) 30(0)x(
e sin wt — o coswt + T cos 3wt—
2 2 3
M sin 3wt + M sin wt — ﬂ cos 3wt—
4w w 4
3
32(0) coswt (3-78)

Resolvendo (B-78), encontra-se x4

- :<3v<0)x(0>2 v(Of’) B (31;(0)%(0)

3203 32wW° 32w
z(0)? erw(0)t  3v(0)°t
m) COS3Q)t+(O3_ 2w2 + 8w4 ‘I‘ ( )
3-79
3tv(0)2(0)? 300> 3
%) cos wt+ (C4 - Zi}g’) - @U(O)ZE(O)2—
3tz(0)®  e@(0)  ewz(0)t  3v(0)*z(0)t) |
Sw * 2w3 + 2w Sw3 sinwt

Novamente as constantes de integracao sao determinadas aplicando as
condi¢oes iniciais. Como foi imposto que zo(0) e #¢(0) sao idénticos as
condicoes iniciais z(0) e v(0), da eq. BT0) tem-se que z1(0), £1(0), x2(0),

t9(0), 3(0) e @5(0) devem ser nulos, dessa forma tem-se

_e1x(0) N 150(0)%z(0)  11z(0)*

O =
3 20,2 32w4 3202
: ¢ (3-80)
O — ew(0)  9v(0)”  21v(0)x(0)
1T 98 325 32w3

Substituindo (3=80) em (B=79), a solugdo z; ainda contém termos que
crescem indefinidamente com o tempo. Eles devem ser retirados para que a
solucao passe a ser periodica. Igualando a zero os termos que multiplicam
tsinwt e t coswt em ([B-79),tem-se

e1x(0)  3v(0)°z(0)  3x(0)°

— =0 -81
2w w3 8w (3-81)

de onde determina-se ey,

30(0)*  3z(0)*
- 82
€1 4(,02 + 4 (3 8 )
e T
30(0)°  9v(0)z(0)? St 3v(0)z(0)>  v(0)? S
xr1 = — 1n w — 111 oW
! 3205 3203 3203 3205


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 3. Métodos de Perturbacio 68

<3U(0>2$(0) $(0>3> cos wt + (:U(O)3 — 31}(0)2:[(0)) cos 3wt

32wt 3202 3202 32wt

Inserindo zo e z1 na eq. (B=74)), tem-se para xo

B (151}(0)391:(0)2 ~ 32(0)"0(0) 30(0)5> R ( o 210(0)°

2567 1285 25600 2569
3x(0)5t N 150(0)*z(0)? N 32(0)*v(0) N 150(0)°z(0)*  ey0(0) N e2(0),
2563 128w7 2565 12805 23 2w
210(0)*2(0) \ . 52(0)'0(0)  v(0)®  50(0)°z(0)% .

55607 )T Hooas T 102 ot ) SUOVIT
3 2 4 5 3 2
152(0)"v(0)”  9v(0)"z(0) €03 3wt 2(0)”  52(0)"0(0) N
2566 2568 1024w* 51200
50(0)*z(0) 21v(0)° ea0(0)  150(0)%z(0)?
2V AT t [ — t— t—
T02des ) oW Sagos LT O~ o 1286
4
Mt coSs wt
2564

As constantes de integracao C5 e Cg sao obtidas fazendo-se x5(0) = 0 e
t9(0) = 0, e os termos seculares sdo retirados de xo, determinando-se ey, ou

seja

= 852(0)°0(0)*  ex1(0) N 1150(0)"'z(0)  132(0)°

C- =
° 5120 202 1024w® 1024w*
o 530(0)”  50(0)°x(0)° | v(0)es N 590(0)2(0)*
o 102400 51207 23 1024w5
3z(0)*  210(0)*  152(0)%v(0)?
€y = — —
7T 128w? | 128w 64w?
47 4 1 5 3 2
o z(0)"v(0) | 31v(0)"  650(0)"x(0) R
1024w5 1024w 51207
4 5 3 2
1
3z(0)"v(0) | 3v(0)”  150(0) x(0) sin Swtt
128w° 256w? 256w7
5 3 2 4
v(0)”  50(0)"z(0) N 52(0) v(0) -
1024w 51207 1024w5
5 2 3 4
2 1
z(0) 50(0)"z(0)”  31v(0)"z(0) coswht
1024w? 5120 1024w®
150(0)°z(0)*  9v(0)*z(0)
- 3wt
25600 o56es ) O
5 4 2 3
z(0) N 50(0)"z(0)  5v(0)"x(0) cos Bt
1024wt 102408 5120
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Em seguida o, z1 e x5 sdo inseridos na eq. (3-70)), 3 é obtido, as constantes
de integragao sao determinadas fazendo-sex3(0) = 0 e #3(0) = 0, e, novamente,

os termos seculares sao retirados de z3, e tem-se finalmente ez, a saber.

~330(0)°  210(0)%2(0)"  450(0)'x(0)?
~ 512w10 5126 2568

€3 (3-83)
Uma vez determinados eq, e; e e3, tem-se a solucao periddica no tempo e

pode-se reescrever a relacao freqiiéncia amplitude (eq. [3=68)) na forma

W? = wy? + 360(0)° | 362(0)° _ 38%(0)"  215%(0)"

4w? 4 128w? 1286
15620(0)°2(0)*  333%0(0)°  218%0(0)%2(0)* (3-84)
64w 51210 51256
453%v(0)*2(0)*

256w8

Melhores resultados sao obtidos a medida que mais termos sao considerados

nas aproximagoes (3-70) e (3-68)).

Considerando que as condigoes sejam sempre

xz(0) #0

o0) 0 (3-85)

e escrevendo as eqs. (3=70) e (B=68) para n valendo 1, 2, 3, 4, 5 e 6, ap0s
tirar os termos seculares, encontram-se, respectivamente, as seguintes relacoes

freqiiéncia-amplitude:

3
w? = wy? + Z—lﬁx(O)Q (3-86)
3 3
w? = wp® + 502 (0)° — o= 2 (0)" (3-87)
3 3
w? = wy? + Z—lﬁac(o)? ~ 57 3%2(0)* (3-88)
w? = wy? + §ﬁ$(0)2 _ 3 32(0)* + 2—16431:(0)8 (3-89)
0 Ty 12802 13107256
3 3 21
2 _ ° 2 2 4 4 8 )
wi=wo 1 02(0)" = 50 + g 70 (3-90)
3 3
W? = wo? + 702(0)" — 5o 8% (0)"+ 3.01
Lﬁﬂx (0)8 _ Lﬁfﬁ (0)12 ( ) )
13107206 * 16777216010 ©

Ao contrario do método tradicional, eqs. 3=29) a (B=34), onde se obtém uma
expressao explicita para w em funcao dos parametros do sistema, no método

modificado deve-se resolver uma equacao nao-linear para se determinarw.
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Para resolver cada uma das eqs. (8=80) a (B=91)), pode-se utilizar Newton-
Raphson ou programas de algebra simbolica. As eqs. 3=80)) e (3=87) podem ser

resolvidas analiticamente. As suas solugoes sao respectivamente

w = %\/ (4wo? + 382(0)%) (3-92)

W= }1\/(8%2 + 651’(0)2 + \/64“104 + 96w02ﬁ:c(0)2 + 30521’(0)4 (3-93)

As solugoes no tempo correspondentes as freqiiéncias naturais obtidas
através de (3-92) e (3-93) sao respectivamente

z(0)”

32w?

= (055

3 2 5
T = (:L'(O) - /63;;(22 - 6022))4) cos wt+
2(0)°

2(0)°
32w? 10244

) coswt + 3 cos 3wt (3-94)

I6; cos 3wt + (2

cos bwt (3-95)

A figura apresenta a freqiiéncia da resposta em funcao da condicao
inicial de deslocamento z(0) = =z para diferentes relagbes w-ry e tam-
bém a solucao obtida por integracao numérica da equacao de movimento.

Diferentemente do método tradicional (figuraB.d)), o método pode apresentar

03
_H
12 — EEO
EH«E%*G}B
fp-om-@B°
0.8 —
o
04 —
i . 0___0_.0'
~ iy & o <
T T 1 T 1 " 1 '?P 71 T 1T T 1T T 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xo Xo

Figura 3.2: Relagao w-z¢. O, RK; +, eq. 3=86); 0, eq. (B=81). (a) wo = [ = 1;
(b) wo=p4=0,1.

mais de uma solucao para a freqiiéncia, sendo que a solugao correta sempre

serd a maior. Entretanto o método nao apresenta problemas de convergéncia
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para pequenos valores de wy, pois poténcias de w estao nos denominadores nas

relagoes (B-80) a (B3-91).

3.2.1
Vibracdo Forcada

Considera-se agora que a aproximagao

$(t) = X9+ 51’1 —+ 62$2 -+ 631’3 (3—96)
seja a solucao de

T4 wolx + Ba® = BF sin Ot (3-97)

Substituindo (3=96) em (B-97) e levando em consideracao que a freqiiéncia

da excitagao é aproximadamente
QQ = UJQ2 —+ 661 + 5262 + ﬂ363 (3—98)
tem-se,
o+ B + FPis + Bis + (xo + By + BPaa + BPa) Q% —
(LL’() + Bl’l + 521’2 + 631’3)661 — (l’o + ﬁl’l + 621'2 + ﬁ3$3)ﬂ262—
(o + Bar + Bxy + 53363)5363 + B(xo + B + Bry + 53563)3
= [BF sin Qt

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema

de equacoes diferencias lineares de segunda ordem,

Ty + w?ry =0 (3-99)
i 4 w?ry = FsinQt + eyzg — 2° (3-100)
T + w?xe = €111 + eaxo — 30271 (3-101)
Ty + w?xs = esxy + eax1 + 109 — 3xer1> — 30 X (3-102)

A solucao da eq. (3=99) é escrita como
o = Asin Qt (3-103)

ja que é de interesse apenas a resposta permanente do sistema [B=97]).
A solugao zg é inserida na segunda equacao em (3=100) e encontra-se .
A parcela transiente da nova solucao é novamente desprezada anulando-se as

contantes de integracao. Dessa forma a solucaoz; é dado por

_ 3_143_5_% t Qt_ 3_‘/43_i_|_
=R 20 20 )t 802 202
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A A3
glﬁ) sin Qt — 39072 sin 302t

Retirando os termos seculares, encontra-se e;

3 F
— 242 T
ATyT A
e r1 passa a ser periodico
_ 3 &
T = —329214 sin 3¢t

72

(3-104)

(3-105)

(3-106)

Substituindo B=103) e (B=106) na eq. (3=-I01]), encontra-se z2. Desprezando

a parcela homogénea da solucao, tem-se

5 5
xgz(BA —%)tCOSQt—l—(%— 34 )sith—

25608 20 202~ 25604
345 A2F 5
in 30 in 50t
<1024Q4 + 256Q4> L TIYTories

Para anular os termos seculares, é necessario que:

_o3At
© 12802

€2
Assim a solugaoB-107) toma a forma
5

_ A ansor
2= T02a08 M

3A4° n FA?
102404~ 25604

> sin 30t

(3-107)

(3-108)

(3-109)

Substituindo (=103), (B-106) e [B-I09) em (B=102) e repetindo o procedi-

mento de desprezar a parte homogénea da solucao e retirar os termos seculares,

encontra-se

_ BPAT 1547
7 102401 T 209601
e chega-se a
7 5AT FA*
- sinTO in 501 —
3= " 3ares0e T T (3276896 - 614496) s

( 9A" 3F A F?A

in 30
3276806 | 200605 | 204896> sin 3

Reescrevendo (3-96) e (3-98), tem-se respectivamente

o %A% F 5A3 _
x(t) = Asin Qt + 1024004 A+p @—1—3292 sin 5t —

(3-110)

(3-111)
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FPAT BA* [ 3A5  A’F
3o76a00 ST\ 302 T |\ Tooan Tasenr ) T

3AYF AF? 9A7
’ in 3¢ ;
’ (409696 T 301808 3276896>) At (3-112)

0 =we’ + GM — %) + 6 ( 34 ) +6° ( a4 o ) (3-113)

128022 102404 * 409604
Deve-se notar a semelhanca entre as eqs. 8=52)) ¢ (B=113), e (B53)) ¢ (B=112).

3.2.2
Vibracido Forcada Amortecida

Agora o amortecimento é considerado. A equacao diferencial assume a

seguinte forma:
&+ 2Cwo BT + wo’x + B = BF sin(Qt + ) (3-114)

onde ¢ é o angulo de fase entre a excitacao e a resposta.

Considerando que a aproximacao
x(t) = xo + By (3-115)

¢ a solugdo da eq. (B=IT4), substituindo B-1135) em @B114) e levando em

consideracao que a freqiiéncia da excitacao é

Q2 = w02 + 561 (3—116)
tem-se,

o + Bi1 + 26Cwoio + 267 Cwoit + (zo + 1) — (20 + P1)PBer+

3-117
B(xo + Bz1)* = BF sin Qt cos ¢ + BF cos Qt sin ¢ ( )

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema

de equagoes,

Fo+ Q%20 =0 (3-118)
# + Q%2 = Fsin Qt cos ¢ + F cos Qt sin ¢+
(3-119)
€1y — o — 20wodo
Novamente a solucao da eq. (3-118) é escrita como
xo = Asin Qt (3-120)

A solugao xy é inserida na equagao seguinte B-119) e encontra-se x:

343 F CwA F erA
Il—<Cl+8—Qt—EtCOS¢—T+@SIH¢—%t>
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F F .
cos Qt + (C’g + 103 o8 o+ ﬁt sin ¢ — (woAt) sin Qt—

3

3202

sin 30t (3-121)

Desprezando a solugdo homogénea de B-121)), os termos seculares sao

eliminados fazendo-se,

Fsing
— A = -
Cund + =02 =0 (3-122)
3A3 €1A F
8Q —ﬁ—ECOS¢—O (3—123)

de onde o angulo de fase ¢ e e; sao determinados

QCACUOQ

sing = (3-124)
A2
3 \/ — 4C%w%? (3-125)
Assim, a solucao z; torna-se
A3 A
T = — 5 sin 3Qt + Gwo cos 2t —
X 320 2Q) (3-126)
— sin Qty/F2 — 4¢2 A%w)2 Q2

4€)
Inserindo as solugoes B-120) e (B-126) em ([B-113), tem-se a solucdo no

tempo:

A3 A
x(t) = Asin Qt — b 5 Sin 30 — Pewo os Qt+
102 \/F2 4¢2 A%wy%Q2 sin Ot
Inserindo (B=I27) na eq. (B=116)), obtém-se
3[A? F?
QO = wy + 54 - 6\/ Vi 4¢2wy20Q2 (3-128)

de onde pode-se determinar o valor de A a partir dos demais parametros.

Com A conhecido, a amplitude da resposta é entao retirada da solucao no
tempo, eq. (B3-127).

O LP modificado permite encontrar uma aproximacao para a solugao
forgada amortecida até a ordem dois, enquanto que na versao tradicional (com
a expansao (B-56)) no lugar de (B-11€])) a partir de x5 nao é mais possivel retirar
os termos seculares da solucao.
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Considerando as seguintes aproximacoes de segunda ordem,

2(t) = xo + By + (2, (3-129)
QQ = w02 -+ 661 + ﬁ2€2 (3—130)

chega-se as seguintes expressoes para zo(t) e es:

B 345 7A2
27\ 7702404 T 25600

VF? — 4w02§2A292) sin 3Q¢+

3A3WO< A5
205 0830 + ———— sin 5Ot (3-131)
19805 cos 30t + 10240 sin b

3A 3A% £?

€2

\/FZ _ 4w02C2A2Q2 +

02 1282 T qAze

Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessarios a automatizacao do pro-
blema de vibracao forcada nao amortecida paran termos na aproximagao. O

programa, desenvolvido em &algebra simbolica, executa os seguintes passos:

qiiéncias sao substituidas na equacao diferencial.

w02 = QQ — Z:’L:l ﬁiei

1. A solucao aproximada e a relacao entre as fre- { x(t) =0 Blay

2. Os termos que multiplicam (3 sao agrupados , )
eqo = Qrg+x9=0

xo = Asin Qt

ou

de acordo com a poténcia de (3. Dessa forma
constroi-se um sistema de equacoes diferencias

lineares de segunda ordem nao-homogéneas.Uma -
- ; ) eqo = w'@g+ a9 =0
solucao de amplitude desconhecida represen-
zo = x(0) cos wt+

tando apenas a parcela permanente da resposta #0) .
T sin Ot

é adotada no caso de vibracao forcada.

3. As solucoes conhecidas sao inseridas na préxima X0y -y Tj
equagao diferencial a ser resolvida e encontra-se a [}
solucao desta equacao. €Qit1 = Tit1

4. No caso de vibracao forcada, a parcela homogénea

das solucoes de x;11 sao desprezadas, anulando as C;=0
constantes que surgem na integracao. Na vibracao ou

livre, as constantes de integracao sao determinadas zi11(0) =0 ~
de forma a atender as condigdes iniciais x;,1(0) = 0 i11(0) =0 ’
e t;41(0) = 0.

5. Os termos seculares presentes na solucao encontrada no passo 4 sao

eliminados, determinando-se o valor de e;;; que anula estes termos.
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Com e;y1 determinado, uma nova solucao x;; 1 é es-

crita, onde a periodicidade estd assegurada. Havendo Tit1 = €i41
amortecimento, na determinacao dee; deve-se também J
determinar o angulo de fase ¢ da forga (F'sin(Qt + ¢)), ;11 periodica

sendo depois possivel retirar os termos seculares de xs.

6. Os passos 4, 5 e 6 sao repetidos até que

todos os x; periddicos sejam determinados. Isto o

¢
A

permite reescrever a solucao x(t) e a relacao
entre as freqiiéncias da excitacao e a natural
do passo 2. Agora basta atribuir valores aos

parametros e encontrar o parametro A.

7. Substituir A em x(t).

8. O valor maximo da resposta no tempo é encontrado. { z(t) = Tmae

3.3
Meétodo Muiltiplas Escalas

Segundo Sanchez (1996)29], contribuiram para o surgimento do MMS,
Sturrock(1957), Frieman(1963), Kevorkian(1963) e Nayfeh(1965). No MMS,
as parcelas z; da solugao da equagaoB-I1)) ,que sdo funcoes do tempo, agora

passam a ser funcoes de miltiplas escalas de tempo, Tg, 17, etc. Tomando
T, = 't (3-132)

a solucao de uma equacao de movimento pode ser escrita como,
=Y 2Ty, .. T,)H (3-133)
i=0

Substituindo B-133) na equacao diferencial, um sistema de equagoes é
obtido coletando os termos de mesma poténcia em . A solugao da primeira

das equacoes deste sistema é
zo = A(Ty, ..., T,)e** ™ + B(Ty, ..., T,)e 70! (3-134)

Esta solucao é substituida na segunda equacao do sistema e os termos que
irdo produzir termos seculares na nova solugao sao retirados. Resolvendo esta

equacao, encontra-se x1, onde apenas a parcela permanente é considerada. As
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solucoes para xgy e x; sao agora inseridas na proxima equacao do sistema e
assim por diante.

Para anular os termos que provocam o surgimento de termos seculares,
novas equagcoes sao escritas, ao invés de resolvé-las como equacoes diferencias
parciais, pode-se combina-las numa tinica equagao.

dA <~ 0A(Th, ... T,)
— = Zl 3 — (3-135)

onde as derivadas de A em relacdao a T; sdao obtidas a partir das equacoes
geradas para eliminar os termos seculares. Segundo Nayfeh (2005)[8], esta
técnica é chamada de método de reconstituicao.

Assume-se que

1 .
A= éa(zf)e(b(t)Z

1 .
B = 5@(75)6_(1’“)Z

(3-136)

e insere-se estas expressdes na equacao@B-139). Separando as partes reais
e imaginarias, a equagao(3-135) produz duas novas equagdes que permitem
determinar a(t) e ¢(t) e, conseqiientemente, (3-133)) é determinada.

Tomando como exemplo a equacao
i+ we’r+ B2 =0 (3-137)
uma aproximacao para x que contém termos até a poténcia trés é construida:

x = xo(To, Th, Ts, T3) + B (To, 11, T, T5)+

) X (3-138)
B xo(To, T, T, T3) + Box3(To, Th, T, T3)

A seguir, (B-I38) ¢ inserida em (3-I37) e as derivadas parciais sao obtidas
de acordo com a regra da cadeia:

dv;  ~— ,02;(Ty, Ty, Ty, T
ﬂzzﬁl :C]( 0,41,42, 3) (3_139)
1=0

dt oT;

Agrupando os termos de mesma poténcia em /3, chega-se ao seguinte sistema

de quatro equagoes:

82

87‘;’;3 + wolzg = 0 (3-140)
821'1 2 821.0

— =—2—— — 34 3-141
oy T T T oren (3-141)
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82]72 9 2 821’0 821’0 82]71
— = -3 -2 — -2 3-142
g,z Yo T ST, 0T ST, (3-142)
0%xs ) 0%z 0%x, ) 0%x,

- _9 _ _3 _9 _
oT? T T Tamar,  ame T T tamat (3-143)

02 02 i
2 2 2 10 — 31’02$2

OT,dT, ~OT,0Ty

Segundo Nayfeh(2005)[78], a solu¢ao da eq. B=I40) pode ser escrita como
zo = A(Th, Tp, T3)e**™ + B(Ty, Ty, T3)e 0™ (3-144)

onde o termo que contém B é o complexo conjugado de A.
Substituindo (3=144) na eq. (B141)) e expandindo esta equagao, tem-se

) 0A , OB , '
+ ZZ_CU eonOl — QZ—w 677’WOTO + A363’LLUOTO+
oy T or (3-145)

3A2€onoiB 4 3Aefiw0T0B2 4 B3673@'WOTQ 4 W02$1 =0

Resolvendo a eq. 3-I47), a solucdo x; conterd termos seculares devidos
aos termos e070? ¢ ¢=w0T0i presentes em (B-143) e, por isso, sao retirados da
eq. (B=I45) para que a solu¢ao z; nao apresente termos seculares. Retirando
estes termos, tem-se para (B-145))

82[131
oT,>

+ APePoTo 4 Bem30To 4 %y = 0 (3-146)

Para que os termos que produzem o surgimento de termos seculares sejam

anulados, as seguintes equacoes devem ser atendidas:

0A
2i—wy 4+ 3A°B =0

gg (3-147)
—2i—— 3AB* =0
laTl wWo +
Isolando as derivadas de A e B em relacao a 11, tem-se
0A 3
— = —iA’B
8T1 2(,00
(3-148)
0B -3 . AB?
—_— = —
8T1 2w0
A solugiao permanente da eq. (3=140) ¢
A3 3iweTo 33 3iwoeTo
= ——e" ——e 3-149
e 8&)026 + 8(.0026 < )
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Agora as derivadas (3-148) e as solugoes (B3-144) e (B-149) sao substituidas

na proxima equagao diferencial, eq. 8=142)). Evitando o surgimento de termos
seculares, a eq. (3-142)) torna-se

o2 . 4
8= 2wy? — 2LAYH 0T B — 91 BytedienTo A
T (3-150)

8wy + 34”010 4 3BT = ()

cuja solucao permanente é:
21
64WO4

1 . ,
o . (A565ZW()T() + B56—5’Lono)
0

(A463ionoB + B46—3iw0ToA) +

Ty =

(3-151)

Ao evitar o aparecimento dos termos seculares, as derivadas de A e B em

relacao a T sao encontradas:

OA 15

GTQ 16&103

o 15, (3-152)
9o _ A2

9Ty 16wy?

Finalmente, substituindo as derivadas 3-148), [B=I52) e as solugbes
B-14d), (3-129) e (B-I51)) na eq. (B=143) e retirando os termos que provocam

o surgimento de termos seculares, tem-se a solu¢ao permanente dexs

43
51 2&)06

417 : .
o5 (AT B + Brem o A) o (3-153)
0

1
512&]06

Ty = (A665iw0ToB 4 B6€—5iw0ToA) +

(A7e7zw0To 4 B7€—7zw0Tg)

As derivadas de A e B em relagao a T3 sao:

A 123

g2 A3

T 128wg’

OB 123 ., (3-154)
— AR

Ty 128w

Falta determinar A e B. Substituindo (3=148), (B-152) e (B-154) na equagao
de reconstituigao (B=130)), tem-se

1532 . 12333
— B— —C iA’B? 4+ ——C jA'B3 3-155
dt 2w 16wg? " * 128wy (3-155)

A
i _ 30, g
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A tnica forma de resolver B-1I55) é subtituindo A e B pelas expressoes

(B-1306). Assim, (B-I59) fica,

lda(t) 1 do(t) 3
2 dt + §m< ) dt  16384wy’ iBa(t ) (1024w’ (3-156)

1605a(t)’w’ + 415%a(t)*)

Simplificando as solucoes z;, tém-se

xo = a(t) cos(¢(t) + wot) (3-157)

= 32u)02(1(15)3 cos(3¢(t) + 3wot) (3-158)
a(t)®

Tg = 10240t (—21 cos(3¢(t) + 3wot) + cos(5¢(t) + bwot)) (3-159)

T3 = alt)” {417 cos(3¢(t) + 3wot)—

32768w" (3-160)
43 cos(bp(t) + bwot) + cos(To(t) + Twot) }

Separando as partes real e imaginaria na eq. B-156), obtém-se as equagoes

diferenciais
da(t
s
3-161)
1d¢()33152512337(
£y £ g
2 =g 16w0ﬁa() 510" at)” + 1638405 al?)

Da primeira das eqs. (3-161) determina-se que a(f) é uma constante e

apenas ¢ é variavel no tempo.

a(t) =a
123 15 (3-162)
5 — 6 33 492 23 ¢
o(t) (8192%5a e L) LR
Novamente, reescrevendo as solugoes dos x;, e com base nestas solugoes,
tem-se
xo = acos(wt + ¢p) (3-163)
=g a® cos(3wt + 3¢y) (3-164)
5
a
- (=21 _
To 02401 (—21 cos(3wt + 3¢g) + cos(bwt + 5¢y)) (3-165)
a7
= ——{417 3wt + 3¢0)—
T3 = Gy LT cos(3wl + 360) (3-166)

43 cos(bwt + 5eyg) + cos(Twt + o)
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sendo que
123 4 4 15 4 9 3 5
_ - _C — 3-167
“ ‘ (8192w05a B 356 P TRy P ) T (3-167)
A solucao para o deslocamento é
T = x9 + Br1 + FPas + FPas (3-168)

Inserindo as respostas (3-163)), ([3-164)), (3-163) e (3-166) na solucao (3-168),

determina-se a e ¢y em funcao das condigoes iniciais.
Para se obter a e ¢y a partir das condi¢oes iniciais x(0) e #(0), pode-se

utilizar Newton-Rapshon:

Aa gz Jo - z(0) —x
Aoe [ g_x 59%? s (3-169)

Partindo de ¢9 = 0 e um a qualquer como valores iniciais para se resolver
o sistema (3-169), a correcdo A¢py é nula ja que ¢o = 0. Conseqiientemente,
menos solucoes serao encontradas, pois possivelmente existem solucoes para
¢o # 0. As solucoes que deixam de ser encontradas geralmente apresentam
um maior valor para a, e, conseqiientemente, maior amplitude e freqiiéncia
da resposta. Fazendo-se ¢g = 0, geralmente encontram-se solucoes em que a

amplitude maxima coincide com a condicao inicial de deslocamento.

3.3.1
Vibraciao Forcada

Seja a equacao de movimento
1 -1 ,
F(t) 4+ wola(t) + Ba(t)® = éﬁFeQT‘” + iﬂFe‘QT“ (3-170)
onde a freqiiéncia da excitacao é escrita como
Q=uwy+ fo (3-171)

sendo o definido como um parametro de sintonia.

Escrevendo a solugdo como em (3-133), adotada-se a solucao
z = xo(To, Ty, To) + Bar (To, Ty, To) + 22 (To, Ty, T2) (3-172)

Substituindo (-I71]) e (B-172)) em (B-I70) e separando os termos de mesma

poténcia em 3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:
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227? + wolzg =0 (3-173)
Zz; +wo’zy = _28(79;2071 —x0° + %FGWOTOiGUTﬂ+ (3-174)
lFe—onoie—chli
227? + wolay = —3wo2wy — 2 a?:?TQ - g;fjg - aijglﬂ (3-175)
A solugao da eq. B=I73) é,
zo = A(Ty, Ty)e** ™" + B(Ty, Ty)e “oTo! (3-176)

Procedendo da mesma forma que no problema de vibracao livre, da retirada
dos termos que irao produzir termos seculares nas solugoesz;, determinam-se

as derivadas de A em relacao as escalas T;. Tem-se assim

% — iiAQB _ i oTvi
E)Tl 2(,()0 4(,(}0 <3 177)
0A 3F Fo , 3F , 15 )
Il AB . oTi ~A2 —oTvi -A3B2
T, (&0032 * 8w022) ‘ 16w € 16003
As derivadas dos respectivos complexos conjugados sao,
a_B — E —oTii _ iz’ABZ
3T1 4w0 20)0
0B 3F Fo , 3F , 15
= i AB ; —oT11i .BQ oyt -AQBS
a7y (80)03@ - 8w02l) R TR LR Tk

As parcelas permanentes das solucoes de cada equacao diferencial sao:

AP B ..
— iwo1o —3iwoTo
T —8w02€ + —8%26
21AB* “3woTo 21A*B 30 Th 9A%F 0Ty —3woTh
P27 gt © T o1t ¢ T 256wyt +
9B2F e—o’Tl-‘r?)ono + 9A2F eo‘T1+3on0 + gBQF —O'T1—3w0T0_|_
256wp* 256wq? 256wq?
5w0Th B? —SwoTh 9;B*F i 9A’F i 9 B2F_
64:(,()04 64:(,()04 256&)04 256&)04 2560)()4
9;A%F 9A%F 9B%F 9;A%F
T5 — 3wl —
256w04> cos(oT = 3wy 0>+(256w04 T 256wt 256wyt |
9;B*F
60 4> cos(oTy + 3woTh)
0

A equacao de reconstituicao é:
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dA(t)  0A

0A
dt b 0Ty

2
0T

(3-178)

As derivadas de A em relagdo a T; sdo dadas pelas eqs. B=171). A seguir,
assume-se que
L ()es0
A= Ea(t)e (3-179)
1 :
B= ia(t)e*¢<t>@ (3-180)
Considerando as eqs. (B-I80) e substituindo as derivadas @B-I77) em

(B-178), chega-se a

1, 1 . 1 1
S0+ Fiao = 4_w0ﬁF sin(—¢ + oT}) — WﬁQFJ sin(—¢ + o) —

9 1
———3*a’Fsin(—¢ + oTy) — —iBF cos(—¢ + oT1)+
64W03 4(.4)0
5 . (3-181)
16w0wa + 8w022ﬁ ocos(—¢ + oTh)+
iiﬁQGLzF cos(—¢ + oTy) — 15 i3%a®
64w 512wp?

onde o ponto indica derivada em relagao ao tempo.

Separando as partes real e imaginaria de B=181]), tem-se

. (( Fo 9a2F) e 2%”) sin(—¢ + oT)

_4(,002 B 32&)03 0
. Fo 3aF , Fp
= — — Ty)— 3-182
¢ ((4aw02 + 32w03) g 2aw0) cos(=¢ +oTh) ( )
15a*3? n 3a%3
256wp® 8wy

Segundo Nayfeh(1979)24], as eqs. (B-I82)) devem ser transformadas num
sistema autdénomo, onde a variavel T} nao apareca explicitamente.

Fazendo
y=0li—¢ (3-183)

tem-se entao,
Y=0f—¢

Dessa forma, o sistema (3-182)) torna-se
. ([ BF Fo  9d*°F\ )\ .
“= (2w0 Ty T3 ) 7)Y

) g Fo n 3aF 32 n
= — coS
K 2awy dawe® 32w 7
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15a*3%  3a%p3 N
256&)03 8L¢J0

of3 (3-184)
Os pontos de equilibrio no sistema B-184) podem ser encontrados fazendo-

se

(3-185)

Segundo Nayfeh(1979)[24], nos pontos de equilibrio a amplitude a e o
angulo de fase v nao variam com o tempo, e a resposta do sistema é um

movimento permanente. Retirando siny e cos~y das eqs. (3=184), tem-se

a (1508 — 96a%wy® + 2560wy?) (3-186)
8F (8Bowy + 3a%f — 16wy?)

e escrevendo
(siny)? + (cosy)? =1 (3-187)
tem-se que, como siny = 0,
cosy =1 (3-188)
ou seja,

a (15a*B — 96awy? + 2560wy*)
8F (8fBowy + 3a%5 — 16wy?)

Através das consideragoes (B-180) e (B-I87), as solucées x; podem ser

reescritas na forma

=1 (3-189)

xo = acos(oft — v + wot) (3-190)
03
T = 3202 cos(30 5t — 3y + 3wpt) (3-191)
9*F _ . 9 .
Ty = W{sm@aﬂt — 2y 4 057t 4 3wpt) — sin(—20 0t + 2y+

9a*F
o 3%t + 3wet)} + a

{cos(3c 8t — 2y + 3wot) + cos(—30[Ft+

512(4}04
a’ 9a%F
9y + 3wot)} + ———— cos(50 3t — 5y + Swgt) —
7 30t} ¥ Tt S Got =57 Bel) = gt
sin(206t — 2y — 0%t + 3wot) — sin(—20 8t + 2y — o 3* + 3wot) }— (3-192)

21a® 9a%F

1024 d cos(30 5t — 3y + 3wot) — 71cos(—208t + 27—
0

1024wy
9a*F

1024w04{

cos(—208t + 2y + 0%t + 3wot) + cos(208t — 2y + o 5%t + 3wt )}

o 3%t + 3wot) + cos(20 8t — 2y — o 3%t + 3wot)} +
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O valor de a é retirado numericamente da eq. 8=189). Uma vez determinado
a, obtém-se v da eq. (B=I84). O valor maximo do deslocamento x e de seu
periodo é dado pela anélise da resposta no tempo. A resposta no tempo é
obtida inserindo as eqs. 3=190), (B-191) e (B-192) em (B=172).

A eq. (B=IT) exibe a relagao entre a freqiiéncia da excitagao(Q e a freqiiéncia

da natural da estrutura wg. Se, ao invés de (B=I71)), utiliza-se a relagao
0 = w® + Bo (3-193)

as respostas x; terao {2 no denominador, ao invés de wy, como nas solugoes
B-190) a (B-192). Além disso, as respostas sao bem mais simples e nao ha
necessidade da transformacao de coordenadas B-183)) para tornar o sistema
homogéneo. Ambas as solucoes apresentam o mesmo resultado quando{2 = wy.

Utilizando (B=I93) ao invés de (B=ITI)), o problema é escrito da seguinte

forma,
E(t) 4+ (9% — Bo)x(t) + pz(t)® = %mre%i + %Mefmﬂ (3-194)

e chega-se as seguintes expressoes.

xo = acos(¢ + )
3

2= o cos(3¢ + 3Q2t)
a’ 21a® ao
= — 5) 50t — 3 30
T2 = Jogaq 0SB0+ 50 + ( 10240F 3294) cos(3¢ + 34)+
9a%F
— 2 Q
SE6CA cos(2¢ + 342t)

A figura B3 apresenta a curva de ressonancia a partir da relagao B=1TT),
que serd doravante chamada de versao 1 do MMS, e a partir da relacao
(B-193)), versao 2. Foram consideradas aproximacgoes em [B=-172)) com poténcias
1 e 2 do parametro nao-linear.Pode-se ver que a relacao [B-193) apresenta
melhores resultados que B=ITI]), principalmente quando se aumenta a ordem
da solugao, uma vez que a aproximacao de segunda ordem da versao 1 passa a
divergir a partir de 2 > 1,5. Ja as aproximagoes da versao 2 exibem grandes
deslocamentos para pequenos valores de €2, isto ocorre porque poténcias de
() estao presentes nos denominadores da solucao aproximada. A aproximacao
de segunda ordem da versao 2 apresenta ainda um ramo de solugoes bem

diferentes dos dados pela integragao numérica.
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Figura 3.3: J, RK; +, aproximacao com 2 termos; ¢, aproximacao com trés
termos. (a) versao 1 do método; (b) versao 2.

3.3.2
Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessérios a solugdo do problema de
vibracao forcada nao amortecida.
O programa, desenvolvido em algebra simboélica, executa os seguintes passos

na sua resolucao:

1. A solucao aproximada, funcao de mualti-

plas escalas de tempo, é inserida na equagao { x(t) =30 BTy, ... T,)

diferencial.
2. Os termos que multiplicam 3 sao agrupados de acordo com a
o . . - 3% = eqo
poténcia de (. Dessa forma, constréi-se um sistema de equagoes 5
= eq;

diferencias lineares de segunda ordem nao-homogéneas.

3. Assume-se que a solucao da primeira equacao possui amplitudes
varidveis no tempo. As solucoes conhecidas sao inseridas na préxima

equacao diferencial a ser resolvida.

4. Antes de encontrar a nova solucao, as parcelas .
sinwTp(...) =0
que produzem termos seculares ao se resolver a
o ) R ' coswoTp(...) =0
equacao diferencial, sao retiradas, o que leva a

construcao de um sistema de duas equagoes, que OA(TY,...Th)
. . . T on
permite determinar as derivadas de A e B em OB(Ty,...Tn)

relacao as escalas T;. 0 oT;
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5. A equacao é resolvida e encontra-sex; sem termos seculares e a parcela

homogénea da solucao é desprezada.

6. Repetem-se os passos 3, 4 e 5 até OA(TY,...T) PA(T . T) ”
~ . e ; T

que todas solucoes z, sejam encon- BB(’I(?lT.l.ATn; ’8B?TT;11T”)
a1, s ey 9T, = €eq;

tradas. Porém, entre os passos 3 e 4,
deve-se substituir na equacao também as derivadas de A e B em relacao
as escalas T; ja conhecidas.

(A= La(t)e?V)

7. A e B sao escritos na forma polar. | B = %a(t)e*‘f’(t)i

Através do método da reconstituicdo, sepa- | A = ﬁg—;‘l + ...+ ﬂn%
rando as componentes reais e imaginarias, (!

escreve-se um sistema de duas equagoes. a= f(a(t), o(t))

| ¢ =gla(t),6(1))

8. Vibragao livre: a(t) e ¢(t) sdo determinados

integrando no tempo cada uma das equacoes. ,
. - . ~ . a
Para vibragao livre nao-amortecida tem—se{ 5

0=a(t)=a
g(a)t + ¢o

a = 0. Uma vez que a(t) e ¢(t) estejam determina-
dos, seus valores sao inseridos em xz(t).

Vibragao forcada: a(t) e ¢(t) sao [ a=0= f(a,p) = sing = f(a)
determinados procurando solucoes gb =0=g(a,p) = cosp = g(a)
estacionarias. Entao a e ¢ sdo in- | (sin¢)? + (cos@)?* =1=a

seridos em z(t). a= ¢

9. Vibracao livre: A amplitude a e o A
a
angulo de fase ¢g de x(t) sao determi- { } =

. o Ao
nados aplicando as condicoes iniciais.

~1
Deve-se utilizar Newton-Raphson de [ % % ] { x(O) _"F‘U }
forma a encontrar o par de solugoes da 9o
a e ¢y que atendam as condicoes iniciais z(0) e #(0).
Vibracao forcada: Deve-se retirar a amplitude e o periodo da solucao
através da analise de x(t), pois a é apenas a amplitude do primeiro

harmoénico.

10. Vibragao livre: Deve-se retirar a amplitude e o periodo da solugao
através da analise de x(t), pois a é apenas a amplitude do primeiro

harmoénico.

3.33
Vibraciao Forcada Amortecida
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Toma-se como exemplo um dos problemas tratados por Sanchez (1996)29).
O oscilador analisado por Sanchez é
i+ wolr = —e(2ud — ax® + Fx cos Qt) (3-195)
Utilizando a seguinte relacao entre as freqiiéncias,
O =wyl teo (3-196)
o problema é aqui escrito na forma exponencial para analise

1 1
i+ Oz = —e(2ui — ax® + éerQTO + §er_QTO) (3-197)

A solucao aproximada adotada é,
v = zo(To, T1, T») + a1 (To, Th, Tz) + B°w2(To, T1, T») (3-198)

Substituindo (3=198) em (B=I97) e separando os termos de mesma poténcia

em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

821’0

I + Qo229 =0 (3-199)
Lk s = —250 2 — o+ o~ 3 3200
%l’oF((iQToi 4 e—QTOi)
g;? + wolzy = —g%g +ox — 28?:08}1 - 2@23? — ZMZ;(I)+ 20
3axy’r, — 2% — %on(eQToi 4 o~ 0t
A solugao da eq. (3-199) é,
xo = A(Ty, Ty)e™ ™! - B(Ty, Ty)e oTol (3-202)

Procedendo como anteriormente, retirando os termos que produzem termos

seculares nas solucoes z;, determinam-se as derivadas de A e B em relacao a
T

oA 3., 1

o = —ﬁ@aA B — EZO’A — A (3-203)
3

04 _ —Q—i 2A — Lz# L ia?A3B? — iz’;ﬂA—

T, 12 803 1603 20
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1 3 3

- 2 . 2 2
@’LF B — @ZUOJA B — ﬁMOCA B <3—204>
0B 3 1
97 _ 2 j0AB? 4 ——ioB — uB 9
o7, ~ 20" +5qi0B —u (3-205)
0B 3 15 1 1
— = ——jaB*0c A+ ——ia’B*A* + —iF?A+ ——iF’B
on, 108 T AT 108 Tegst At et P
, , ; (3-206)
.9 - 92 2
ﬁlu B + @ZO‘ B — WﬂOZAB

As parcelas permanentes das solucoes de cada equacao diferencial sao:

1 1 1,
T = (@FB + @FA) COS QQTO— (@@B +

1 1 1
@az@) cos 30T + (@MB?’ — @iaA:g) sin 3QTo+ (3-207)

LFA—LFB

2022 2022

1 1

(1 , 3 1, 23
To —<2Q4F(1A B+ 48Q4aB F+ 294ozB FA+ 48940414 F+

FB
1802 7Pt g

1 3
O'FA) COS QQTO— (@UG&B +
3 1 1

1
: 3 2 2 4 2
1693waB - 9GQ4F B_96Q4F A—|—264Q4AB af—

1 1
i A+ 2mA4Boz2 + @UO(A?’) cos 30T+

1603
1
B5 2
(6494 RTeT
3

8024
1

aB3F+

3
5 2 -
A’ >C085QT0 (8094
2
i F?B+ ——iA*Ba’*—
96942 + 64(242 @ (3—208)

1 1
» 3 ~ 3 3
89410043 + 8Q4wozA + 16930414 7 TR

S8 ia?B*A + 1663 /LozB?’> sin 3Q T+ < —

ﬁzFaA B+ 489420“4 F+ 189420FA— 80y

1
ﬁiFozAB2) sin 2Q7T} + (

aA3F) cos 40T, — <

iF?A—

3
48Q4iozB3F+

ioF B—

1 1
sin 407} + (——z’B5a2 + —z’A5a2> sin 5QTH—

5 2 1 2

Assumindo que
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substituindo as eqs. (3-203)) a (3-206]) na equagcao de reconstituigao e separando

as partes reais e imaginarias, chega-se ao seguinte sistema homogéneo:

a(t) = (—8—;236L(15)F2 sin 2¢(t) — %a(zﬁ)?’ua) B% — Ba(t)p (3-209)

. 1 1 15 1
t) = — F2 4 _— 52 Nia2 L 2
4(t) (1293 T s Fageaet® e F gt

16:;3a(t)20a) 32— (%a(t)Qa + %a) 6]

que esta de acordo com o obtido por Sanchez (1996)R9).

(3-210)

L
@F cos 2¢(t) +

Assim, as solugbes sdo permanentes quando o sistema de eqs. =200) e
B=210) for homogéneo. Dessa forma

o(t) = ¢ -

Das eqs. (3-209) e (B=210) tem-se, respectivamente

, 8 [ap 3aPpa 4
sin2¢ = = (F + 502 ) Q (3-212)
3a’a o p?  15a*a?
20 = —— — =
€08 20 =~ (89ﬁ 503 T 20 " 2me8 T
o? 3a’ao F?
QS
308 T 1608 1293>

8

(3-213)

Substituindo (3-213) em
(sin2¢)? + (cos 2¢)* = 1

e simplificando, chega-se a

2250t (45(22043 450043) 6 {994042 5lo%a? 5a2+

1024F1¢ 16F%3 325" e I6E T 3F?

5la’c 5lula? 2120 200
QQ 4 Q4
(4F45 TR ) }“ +(( i +4F462> i
4oy N 18ao? N 120au? 02 4 200 N 303 .2 642612
F2/6 F4ﬁ F4 F2 F4 F4/62
16p* 32042 N 1602 't 82 p? . 160 n 8a3 .
Ja Fig " Fige J 3F23 | F13
0
3F?

(3-214)

Fitg "3
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Da eq. (3-214), retira-se a. Conhecido o a, ¢ é obtido de (3-213)). As solugoes

x; sao finalmente reescritas em funcao dea e ¢,

xo = acos(¢p + Qt) (3-215)
___® 3 R _

L= e cos(3¢ + 3Qt) + 6QQGCOS(¢ + 2Q) 3216

292acosgb

3204 102404 894 204
2 oF aF 3)

0]
102404 1801 %  gi®

21a? ) F F
Ty = — ( I @+ —aa5) cos(3¢ + 3Qt)—( iy U—a)

cos ¢ +

a® cos(5¢ + 5Qt) + (
2

961024

a® cos(3¢ + 2Qt) —

(3-217)
cos(¢ + 2Qt) +

23aF
19204

acos(¢ + 30t) — ———a® sin 3¢ + 3Qt+

3o
64193

3aF
%ag cos(3¢ + 482t)

3.4
Nao-Linearidade Quadratica

Apresenta-se agora um resumo dos métodos apresentados anteriormente
para sistemas com nao-linearidade quadratica. Neste caso a equacao de Duffing
assume a forma.

i 4w’z + ar? =0 (3-218)

3.4.1
Método Lindstedt-Poincaré

Fazendo a transformagao de coordenadas T = wt, a eq. (B=218) torna-se,

w?z" + wo’z + az® =0 (3-219)

Seja uma aproximacao de terceira ordem para a resposta e sua freqiiénciaw,

2(T) = xo(7) + ax,(T) + axs(T) + axs(7) (3-220)
w = wy + ae; + ey + a’ey (3-221)

Substituindo (3220) e (3=221) na eq. (3219) e agrupando os termos de

mesma poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

w02x0" + w02x0 =0
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wolx,” + wolry = —2wperxo” — o>
sz.’L'Q// -+ (.UQQLL'Q = —2(1301’1 — 2(4)0621}0” — 612.1'0” — 2(4)0611’1”
w02x3” + WOZl'g = —1'12 — 21’01’2 — 20&)0631’0” — 261621’0”—
20&)0621’1” - 6121’1// — 2&)0611‘2// (3—222)

As condigdes iniciais do problema B-218)) séo,

As solugoes de (8-222)) atendem as condigoes iniciais da seguinte forma,

a; z;(0)=0)
20'(0) = 0; z/(0) =0 } =0 (3-223)

Resolvendo cada uma das eqs. 8-222), encontra-se

Ty = A COST

L, 2 2
T = a®cosT + a“ cos 2t — a
! 3(4)02 T w02 2&)02
[ 0
To = a® cos 21 + ;ag’ cos3T + ———a®cosT — 1 a’
9(4)04 48(4)04 144&)04 3w04
o
€y = ———a
12(4}03
119 1 25
T3 = M@ COST + 48w06a cos 31 — 48woﬁa +
1320, atcosdr + G at cos 21
5
ey = ——a°
18&)05
e a freqiiéncia da resposta, dada pela aproximagao B-221]), torna-se
5 5
w=wy— 2q? o’a? (3-224)

12003 " * 7 18wy

Vibracdo forcada

Seja a equacao

Q%" (1) + wox(1) 4+ ax(r)’ = Fcos T (3-225)
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Considera-se a seguinte aproximacao para a resposta no tempo
2(7) = 20(7) + az1 (1) + &’a(7) (3-226)

e para a freqiiéncia w,
Q= wy + ae; + a’ey (3-227)

Inserindo (B=220)) e (B=227) em (B=227) e agrupando os termos de mesma

poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema:

LUO2J]0H + w02x0 =0 (3—228)
wolxy” + wolry = FcosT — x9? — 2wper o (3-229)
WOQIQH + w02x2 = —2&)0621‘0// — 2L¢J061$1H — 2!L’0[L’1 — 6125E0” (3—230)

A solugao da equacao (3-228) é
To = acosT (3-231)

Resolvendo (3-229) e desprezando as constantes de integracdo, encontra-se

1
_ 2 2
T = 6w02a cos 2T — 2w02a (3-232)
1
= — 3-233
“ 2awy ( )

Substituindo (3-231)) a (3-233) em (B-230), encontra-se

a’ cos 31 +

- 48W04 9w04

5 2 1 2
1505 ” ~ 3wt (3-235)

To Facos2t (3-234)

€y —

Da eq. (3-227)), tem-se para a relagao freqiiéncia-amplitude

S 1 2\ ,.2
— — F 3-236
2awy 12w03a Swp3a? o ( )

Q=wl—

sendo a solugao no tempo

1 2
T = — aa’® + acos Ot + aa’? + ——a?Fa | cos 20t+
18! a?a? cos 30

A figuraB.4l compara a solugao obtida com integragao numérica e diferentes
aproximacoes do problema & + x + 0, 12?2 = cos Qt. Na solucdo obtida através

da integracao numérica utilizou-se um pequeno nivel de amortecimento, de
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forma que os valores das amplitudes praticamente nao foram alteradas. Na
faixa inicial de €2, as amplitudes obtidas com a integracao numérica sao bem

maiores que as obtidas pelas aproximacoes.

8 =

Figura 3.4: Curva de ressonancia do problema # + x + 0, 122 = cos Qt. [, RK;
-+, LP com 1 termo; ¢, dois termos; A, trés termos.

3.4.2
Método de Lindstedt-Poincaré Modificado

Utilizando o LP modificado, deseja-se resolver a seguinte equacao,
¥+ wo’r + ar? =0 (3-238)

Considera-se uma aproximacao de terceira ordem para a resposta no
tempo,
z(t) = xo(t) + axy(t) + axy(t) + axs(t) (3-239)

Considera-se também que a relacao entre as freqiiéncias da resposta e a

freqiiéncia natural seja,

w? = wy? + aey + a’ey + aley (3-240)

de onde se escreve,

wo? = w? — ae; — a’ey — aey (3-241)

Substituindo (3-239) e (3-241]) em (3-238) e agrupando os termos de mesma

poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:
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Fo + w?zg =0

.i'l + U.)Qflfl = €19 — 1'02

.. 9 (3-242)
To +w Ty = —2x971 + €121 + e2xg

. 2 2
T3+ w'ry = —2$0I2 — X117+ e1xg + 91 + €3%g

As condigdes iniciais do problema 3-238)) sao,

As solugoes de (B=242) atendem as condi¢6es iniciais ao se impor que,

70(0)
1o(0)

a; z;(0)=0)
) 00 } i>0 (3-243)

Resolvendo cada uma das eqs. 8-242)), encontram-se

Ty = acoswt

1
2 2 2
1 = ——a“coswt + ——a” cos 2wt — —a
LW + 6w? 2w?
€1 = 0
Ty = L(13 cos 2wt + a® cos 3wt + ia?’ coswt — —a>
27 gt 484 14404 3w
5 o
€9 = ———a
2 6w?
13 = ————a’ coswt + a* cos 2wt + ! a* cos 3wt+
5 43206 1206 486
5
4 4
432w6a cos 4wt — 48w6a
e O3
=——q
5 9w
e a freqiiéncia da resposta, eq. 8=240), torna-se
5 5
2 2 2 2 3 3
W' =wp” — —a‘a" — —a°a 3-244
0 w2 g ( )

A figuraB.5exibe alguns resultados obtidos com o método parawy = o = 1.

Vibracdo forcada

Agora o LP modificado é utilizado para resolver o problema de vibragao

forcada com nao-linearidade quadratica,
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0.6 —

0.4 —

0.2 —

Figura 3.5: Deslocamento inicial vs freqiiéncia da resposta. [J, RK; +, LP
Modificado com dois termos; ¢, trés termos.

&+ wo’r + ar? = F cos Ot (3-245)

Considerando uma aproximacao de segunda ordem para a resposta no tempo

e para a freqiiéncia,

x(t) = zo(t) + ax(t) + axs(t) (3-246)
Q% = wp® + ae; + a’ey (3-247)

e isolando wy? em (B=247T), tem-se
wo? = Q% — ae; — a’ey (3-248)

Substituindo (3=248)) ¢ (3-248) em (3-241) e agrupando os termos de mesma
poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

i+ V2= 0 (3-249)
F + Q%2 = ez F cos QU — 22 (3-250)
i’g + QQLL’Q = —21’01’1 + e1x1 + €22 (3—251)

A solugao da eq. (3-249) ¢

To = acos it

e as solucoes das eqs. (3=250) e (B=251)), desprezando a parte homogénea de

cada solucao, sao:

2 CL2

a
T = @COSQQt— @
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—-F
€l = —
a
1 I 4 Fa
Ty = 1894Fa00529t+ 48Q4a cos3Qt+@
5a?
= o

A freqiiéncia da resposta é dada pela aproximacao B-247):

2 F 3 2 2

O = wy? — PRairor O (3-252)
e a solucao no tempo é dada por
a? a?
x(t) = acos Qt + (@ cos 202t — @) a+ -
Fa_ oso0t + < 30t + Fa 2 _
coS coS — |«
18024 4804 204

A figura compara algumas solugoes aproximadas com a solucao
numérica com um pequeno amortecimento. Os resultados obtidos sao piores

que os obtidos com o LP na forma tradicional.

Figura 3.6: LP modificado vs solu¢ao numérica do problemai + z + 0, 122 =
cos Qt. O, RK; +, 1 termo; ¢, dois termos; A, trés termos.

3.4.3
Meétodo das Miiltiplas escalas

Seja a equacao
i+ wlr +ar?=0 (3-254)
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Novamente adota-se uma aproximacao para r que contém termos até a

poténcia trés

xr = l'o(To, Tl,TQ,Tg) + ole(To,Tl,TQ, T3)-|—

, , (3-255)
a“xo(To, T, T, T3) + o’ x3(To, 11, 15, T5)

A seguir, substituindo (3-253) em (3-254), obtém-se as derivadas parciais

(3-256)

dCL’j . 5 i8$j<T0,T1,T2,T3)
FTaD Sy

1=0

Agrupando os termos de mesma poténcia em «, chega-se ao seguinte

sistema:

82
mf;g + wolzy = 0 (3-257)
021y 9 &g

= -2 — x> 3-258
oy T T T amar ~ M (3-258)
82(132 2 821’0 821’0 821'1

= -2 — -2 -2 3-259
gI,z Yo OT,0T, o ~0L,0r oM (3-259)
821'3 2 821'0 82171 821‘1
— =2 — -2 -2 —
ar T T T T o CoTeor, |

) ) (3-260)
2 9 0 i) 0 i
T —

oT, 0T, ~OT,0T,

A solugao da equagao (B=251) é escrita como
xo = Ao(Th, Ty, Ts)e** ™" + By(Ty, Ty, Ty)e 010 (3-261)

onde o termo que contém B é o complexo conjugado de A. Resolvendo as

equacoes e eliminando os termos seculares, encontram-se:

04
0Ty
0B
or, "

0A 5
2 iA’B
(9T2 3(4)03Z

0B 5

— = AB?
8T2 BwOBZ

0A

T3

= 0
0T;

=0
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Escrevendo a equagao de reconstituicao,

ﬁ . 50
dt - 3&)03

iA’B (3-262)
assumindo que,

1 )
A= 5@(25)6(1’@)Z

1 :
B = Ea(t)e’¢(t)’

(3-263)

e substituindo (3-263) em (3=262) e separando as partes reais e imaginarias,

encontra-se

2 2
—12w03a a“t + ¢o

Assim, as solucoes podem ser escritas como,

2

a? cos 2wt —

e Bwg? 2w02a
To = ma?’ cos 3wt
T3 = %W—OGCL‘1 cos 2wt + 432;%6@4 cos 4wt — 721—5))060,4
sendo que
W= 150 a?A? + w0 (3-264)

A solucao para o deslocamento é entao dada pela aproximagao
T =20+ oz + oz, + ol (3-265)

Inserindo as respostas x; na solugao (3-265)), determinam-se a e ¢y de acordo
com as condic¢oes iniciais.

A figura B.17 exibe as solugoes obtidas com o MMS e com a integracao
numérica.

Os resultados mostram que problemas com nao-linearidade quadratica
apresentam maiores problemas de convergéncia, exigindo um maior nimero
de termos nas expansoes para a freqiiéncia que no caso de nao-linearidade

cubica.
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0.6 —

0.4 —

Xo -

0.2 —

0.5

O]

Figura 3.7: Deslocamento inicial vs freqiiéncia: [J, RK; +, MMS com 2 termos;
Q, trés termos.
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