PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

2
Vibracao em Sistemas Continuos

Com a finalidade de ilustrar a aplicabilidade dos métodos estudados neste
trabalho & anélise de elementos estruturais esbeltos onde a nao-linearidade
geométrica é predominante, apresenta-se a seguir a teoria de vigas esbeltas
e o desenvolvimento de modelos nao-lineares simplificados com um grau de
liberdade para a analise da relagao freqiiéncia-amplitude e da ressonancia.
Cabe ressaltar que o desenvolvimento de modelos consistentes com um pequeno
nimero de graus de liberdade para a andlise dinamica nao-linear de sistemas
continuos tem sido um topico de grande interesse nos tltimos anos.

Uma forma muito utilizada de se obter a equacao de movimento de um
sistema é através da aplicacdo do principio de Hamilton. O principio de
Hamilton afirma que o caminho descrito pelo corpo entre os instantest; e
ta, que satisfaz a lei de Newton, ird extremizar o seguinte funcional (Dym e
Shames (1973)[67]), t

I / (T — )at (2-1)
t

1
onde T é a energia cinética e II é a energia potencial total.
Do calculo variacional, sabe-se que a condicao necessaria de extremo de um
funcional é que a primeira variacao seja nula. Assim, para que uma solucao

extremize o funcional @=II), é necessario que

ST =0 (2-2)

2.1
Relacido deformac3o-deslocamentos

Considere inicialmente uma barra esbelta indeformada de eixo reto e mate-
rial elastico e linear e seja um elemento infinitesimal AB de comprimento dx,
conforme figura. Il O segmento AB, apos sofrer deslocamentos e deformagoes

passa a ser A’B’, com comprimento ds. A deformacao do elemento AB é dada
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Figura 2.1: Deformacao de um segmento infinitesimal

por, -
A'B"— AB ds—d
e (2-3)
AB dx
As componentes em x e y do segmento deformado sao:
A'B', = AB, + d? — 44
(2-4)

AT, = AB, + d” — d?

sendo d!, o deslocamento segundo a dire¢ao i do ponto j.
Escrevendo os deslocamentos em B como aproximacoes em série de Taylor

em torno do ponto A, tem-se

@ = ar + 277,
B_ g4, 9dy——
d, =d, + %ABUC
e substituindo @-5) em (2=4) e lembrando que AB = dx, tem-se
S d
A'B, = (1+ 0 2)dz
——  0d,
A/B/y = %dx

Assim, o comprimento do elemento apos a deformacao é,

ad,\> ad,>

Substituindo (2=7) em (2=3)), tem-se para a deformacao,

ad,\*  ad,>
E—\/(l—i—ax) —F%— (2—8)

Expandindo @2-8) em série de Taylor, obtém-se a seguinte aproximagao
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para as deformacoes,

od, 1(dd,” dd,”
6_8x+§(8:17 +8$> (2-9)

2.2
Viga continua - solucio linear

Considerando pequenos deslocamentos, a deformacao [2=9) pode ser con-

siderada como sendo linear, isto é

od,,
ox

€ =

(2-10)

O campo de deslocamentos no plano de um viga quando se considera que

as secoes permanecem planas e perpendiculares a linha neutra, ¢ dado por

d; = u(z) + ysinf(x) (2-11)
dy

w(x) + ycosb(x)

sendo w o deslocamento na dire¢ao transversal ao eixo da viga eu o desloca-

mento na dire¢ao longitudinal (figura2.2]).

v 1 P

[ le—
viw &

¢ q“"/;v P

Figura 2.2: Viga plana sujeita a um carregamento transversal q(x) e axial P

Substituindo @2-11]) em (2=10)), obtém-se
e=u+yb cosb (2-12)

onde ()’ representa a derivada em relagao a x.
Chamando a deformacao da linha neutra de ¢, tem-se para y = 0 em

2-12)
€= (2-13)
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Substituindo «’ por €y em (2-12)), tem-se
€ =€+ yb cosb (2-14)

Considerando que a linha neutra ¢ inextensivel, o elemento infinitesimal
sobre a linha neutra sofre apenas uma rotacao de corpo rigido. Conseqiiente-
mente, se pode escrever que

sinf = —w’

Assim, derivando sin # em relacao a x, obtém-se

0 = —

2-1
cos b ( 5>

e substituindo @2-10) em (2=I4) encontra-se a seguinte expressdo para a
deformacao
€=¢— yw” (2-16)

Considerando que a linha neutra da viga é inextensivel, hip6tese usualmente
empregada na analise de vigas esbeltas ([67]), tem-se que ¢y = 0 e, assim, a

energia interna de deformacao de um elemento infinitesimal
L
aUu = §Ee (2-17)

torna-se

1
dU = §Ey2w"2

Integrando dU ao longo do volume, obtém-se a energia interna de defor-

macao da viga,

1 l
U=-EI / w”dx
2 Jo

A energia potencial total, II, da viga é dada pela soma da energia interna
de deformagao, U, mais o potencial das cargas externas. Considerando-se que
as cargas externas atuando sobre a viga sao uma carga distribuidag(z) e uma
carga pontual aplicada na extremidade, P, conforme mostra a figura2.2l O

potencial destas cargas é dado por
!
V= —/ ¢(x)wdr — PA (2-18)
0

onde A é o deslocamento do apoio que é dado pela integral ao longo do

comprimento do deslocamento na direcao x, ou seja,
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! l !
1

A= / (1 —cosf)dx = / (1—=+V1—w?)dz~ / §w'2dx (2-19)

0 0 0

Assim tem-se para a energia potencial total da viga,

I ) 1
= / §Elw” — q(z)w — §Pw’2dx (2-20)
0

Considerando apenas os deslocamentos transversais, tem-se para a energia
cinética,
_ b1
T= / §pAw2dx (2-21)
0

Substituindo (2=21]) e (2=20)) em (2=1J), tem-se o funcional a ser extremizado,

Lot ‘1 1
I= [ {] ZpAi’de — | ZEIw"™ — q(z)w — = Pw?dz}dt (2-22)
4 Jo 2 0 2 2

Aplicando o célculo variacional para extremizar o funcional £=22)), tem-se

1 1 1
— §pAw - E_lw”2 + q(x)w + §Pw'2
oI —/ / —6w+ —5w+ oF dw' + oF dw"” >dxdt
ow'’ ow”

t2 5F
/ /{—5w}dxdt+ | ow

i [ [ Yo

l

2 aF :
ow Ydzdt + ow'| —
/tl /{ ( ) } n ow’ 0
2
/
/ / dx( )5w tdxdt

Considerando que dw = 0 nos instantes ¢, e ty, tem-se

OF oF d [ OF d?> [ OF
1 e — [
oL = / / ( ( ) ow <8w’) + dx? (8w ))5wdwdt+
t2 F l t2 F l t2 F l
/ a—5w dt+/ o ' dt—/ i(a )51,0
;q ow' ; 0 4, dx \ ow"

1 aw//
Assim, a funcdo que extremiza o funcional 2=22)) deve atender a seguinte

dt
0

equacao de movimento

d (OF oF d ([ OF d? [ OF
- a(%) T w %(aw') + @(w) =0 22
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ou seja,
pAw + Puw" + EIw" = q (2-24)

Considerando ¢ = 0, a solucao de (2-24) pode ser obtida utilizando

separacao de variaveis. Escrevendo

w(z,t) = f(t)g(x)

e substituindo em (2-24)) e separando as fung¢oes de x e t e igualando-as a uma

constante, tem-se duas novas equacoes,

f+wf=0 (2-25)
— Pg" — EI¢" + pAwy?g =0 (2-26)

A solugao néo-trivial da eq. 2-26)) &,

g=ce V 757 (P2 + coeV — 37 (PH Nz + 636_\/%14—
cq€ V 7ﬁ(p*)‘)55
A= /p? + 4EIw ?pA

A partir das condigoes de contorno nas duas extremidades da viga, obtém-se
os modos de vibracao e as freqiiéncias naturais. Os modos de vibracao formam
uma familia de fungoes ortogonais no intervalo [0, [].

A solugao da viga para g # 0 pode ser escrita como

n

w(z,t) = ai(t)éi(x) (2-27)
i=1

onde a; sao as amplitudes, também chamadas de coordenadas generalizadas, e
¢i sao os modos de vibragao. Substituindo a solu¢ao 2=27) em (2-24)) e usando
as propriedades de ortogonalidade dos modos, se obtémn equacoes diferenciais

desacopladas no tempo, que regem as amplitudes a;.
A expressao (2-27)), considerando um ntimero finito de modos, tem sido
largamente empregada, juntamente com os métodos de Ritz ou Galerkin, para

se obter solucoes aproximadas para o problema nao-linear.
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23
Viga continua - formulacdo nio-linear

Considera-se agora a expressao nao-linear da deformacao dada pela eq.
(2=9). Substituindo o campo de deslocamentos @=I1)) em (2=9), obtém-se,

€ — (l(cos 0)* + l(sin 9)2> 0'y? + (u' cos @ + cos O — w' sin 0)0'y+

2 2
2-28
u/ —I— lul—‘l— lw/ ( )
2 2
Considerando que v’ + su' + sww' = €, tem-se
1 /.2 / . !
e:§9y + (cosf(1+u') —w'sin0)8'y + € (2-29)

Aplicando uma rotagao de corpo rigido a um elemento infinitesimal, tem-se

—w' =sinf
(2-30)
1+ 4 = cosf

Substituindo (2=30) em (2-29) e considerando ¢y = 0, obtém-se
1 /2 /
€= 59 Yy + 0y

Desprezando os termos de mais alta ordem em y, e substituindo 6’ pelo

valor dado em (2-13]), obtém-se para a deformagao

w// wl/

Cosey - _\/1 —w’Qy

Assim, a energia interna de deformacao é dada por

E:@ly:—

1 "2

1 W
AU = B = —Fy2
e TR T T

Aproximando o denominador em série de Taylor, tem-se
1 2 12 2
dU = §Ey w" (14 w'™)

Integrando dU ao longo do volume, obtém-se

1 l
U= 5EJ/ w” (1 + w?)dz
0
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Considerando mais termos na expansao de A em série de Taylor, eq. 2=19),

tem-se

l
1 1
A= / —w”? + —w'dx (2-31)
0 2 8

A energia potencial total da viga é, neste caso, dada por

1/t 1
m= / {Elw”2(1 +w'?) — 2quw — P(w’2 - Zw"*) }d:c (2-32)
0

Sendo a energia cinética dada por 2=2I]), obtém-se o seguinte funcional

to 1 l 1
I = / 5 / {pAu')2 — EIw"™ (1 +w?) + 2qu + P(w'2 + é_lwﬂl) }dmdt
t1 0

Aplicando o calculo variacional, obtém-se a seguinte equacao de movimento
: 3
,01411) + EI(4w”w’w”’ + w" + w////w/2 + w//3> + P(w“ + §w/2w//> = q (2_33)

O método de Galerkin é entao utilizado para discretizar a geometria
continua presente em (2-33).
Utilizando a solucao aproximada igual a utilizada na solucao linear, eq.

[2=27), com apenas um modo, tem-se

w(,t) = a1(t)¢1 ()

que, no caso de uma viga simplesmente apoiada, torna-se

w(z,t) = ai(t) sin(?x) (2-34)

Considerando a fungdo peso como a derivada de 2=34) em relacdo a
coordenada generalizada a;(t), e aplicando o método de Galerkin, chega-se

a seguinte equacao diferencial nao-linear

m 72 70 3t 4ql
( —FI——P El — Pla?®=— 2-35
h (ml3 ml ) “r (2ml5 8ml3 ) “T (2-35)
onde m = pAl.

A eq. [2=35) é do tipo Duffing. A solucao que descreve o comportamento
ao longo do tempo da amplitude a; da funcao ¢, é obtida através de inte-
gracao numeérica ou a partir dos métodos aproximados que fornecem solucoes
analiticas. Adicionando mais termos a solu¢ao aproximada 2=34)), chega-se a
um sistema de n equacoes nao-lineares acopladas.

A eq. (2=35) tem sido largamente empregada para se estudar a relagao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 2. Vibracdo em Sistemas Continuos 49

freqiiéncia-amplitude e o comportamento de vigas sob cargas harmonicas (68]).
Equagao semelhante, com termo nao-linear ctbico, é obtida para placas e
porticos simétricos ([69]).

Introduzindo os parametros

mEl
Pcri = P
T
x(t) = 7a1<t)
P
A p—
Pcm'

em (2-33)), e em seguida aplicando a transformacao 7 = wyt, onde

2
_Wpcm'

= 1—A
0 ml ( )
obtém-se
xm—i—x+bx3 =7
onde o paradmetro nao-linear b é dado por
3N —4
b= —— 2-36
8(A—1) ( )

e é exibido na figura 2.3 onde se pode ver que b < 1 para valores de

carregamento inferiores a 80% da carga critica.

0.5 —

! | ! |
0 0.4 0.8

p8

Figura 2.3: Nao-linearidade da viga-coluna versus nivel de carregamento.
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2.4
Viga continua com imperfeicdo inicial

Considerando agora uma viga com imperfeicao inicial. o campo de deslo-

camentos passa a ser dado por,

dy = uo(z) + u(x) + ysin(Go(z) + 6(x))

(2-37)
dy = wo() + w() + y cos(bo(x) + 0(x))

onde ug(z), wo(z) e Oy(x) descrevem a forma inicial da viga imperfeita.
Substituindo o campo de deslocamentos £=37) em ([2-9), obtém-se,

2
= L0 0+ 0+ i+ '+ 0+ 07 cos(0+ )~

1
(wp +w') (0 + ) sin(6 + b0) } + w + ' + 5 (wp + ')+ (2-38)

1
5(“6 +u')?
Considerando que a linha neutra nao sofre deformacao, 2=38) toma a forma

2
€ :%(9' +00)? + y{(upt +ubf) + 0 + U0+

0" + 0;) cos(0 + 0y) — (wy + w') (0" + ;) sin(6 + 0y) }

(2-39)
A rotacao de corpo rigido sofrida por um elemento infinitesimal localizado
na linha neutra da viga passa a ser

1+ + uy = cos(0 + 6p)

Substituindo 2=40) em ([2-39), obtém-se
1 / /\2,,2 /
€= 5(9 +600)*y" + (0 + o)y

Desprezando os termos de mais alta ordem em y, e considerando que

w// _'_w//
9+ —__—0"1 7
% cos(6 + 6p)
obtém-se para a deformacao
" " 1 "
e—py— W tw W itw (2-41)
cos@+60)" T + wpp?


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 2. Vibracdo em Sistemas Continuos 51

Considerando como referéncia a posicao inicial deformada, deve-se diminuir
da deformacao (2=41)) a imperfei¢do inicial. Desta forma, tem-se
w” + w( w(

€= — Y+ Y 2-42
V1= (W + wp)? 1 —wf (2-42)

Substituindo (2=42) em (2-I7), integrando ao longo do volume e aproxi-
mando os denominadores por séries de Taylor, se obtém a seguinte expressao

para a energia interna de deformagao:

U=EI /l{%wg’Qw’Q —wy? — gwg&w{f - %w{)’w”w{f + %w"zw’2+
0 (2-43)

1 1
wgw//wéw/ + wgw//w/2 4 §w1/2 + §w//2w[/)2 4 w”2w6w’ dZE

Da mesma forma, o deslocamento A, dado em (@2-19)), sofre modificagoes.

A variacao de A entre as posicoes inicial e final é dada por:

8= /ol<—¢1 — W wp)? 41— w)ds

que, aproximado por série de Taylor, torna-se

I

1 1 3 1 1

A= / (whw' + =w"” + Zwiw' + Swiw? + ~wjw” + ~w)dw (2-44)
; 2 2 4 2 8

Substituindo (2-44) em (2-18)) se obtém para a energia potencial total da

viga com imperfeicao inicial

! 1 3 1 1
I = / {E[ (_wuzw/Q o w(l)/? o _w//2w(/)2 . _wgw//w[/)Q + _w//2w12_|_
0

20 20 2 2
/i 1 / ! 1 " 12 ]' 12 1 12 12 12 / /
W W W + waw w4+ —w'* + —w" wy + w wyw' | —
0 0 0 5 9 0 0

1 1 3 1 (2-45)
qu — P(wéw’ + —w"? + —wiw' + Swgw” + Zwyw+

2 2 4 2
1w/4> }dx
8

Com a energia cinética sendo dada por (2=21)), obtém-se o seguinte fun-

cional,
ot 1 3 1
I= / / {—pAw2 — EI (—w(’)’Qw’2 —w)? — —wtwg — wiw" w4
wJo 12 2 2 2
1

1 1
§w//2w/2 + wlolw//wéw/ + wgw//w/2 + §w//2 + 5U)IIQUJ62 + w//Qwéw/ +
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1 1 3 1 ,
qu + P (w{)w' - §w’2 + §w63w’ + nggwa + §w6w'5+

1
gw’4) }da:dt (2-46)

Extremizando o funcional 2-46)), a seguinte equagao diferencial é obtida

. 2 2 3
i + ('l — 3w whwy + e wh + wfw’® +wwy? + u

2 2 2 1 2
w//// _"_ w////w/ _"_ zwg w// _"_ 3w6/w// _ §w/0///w6 _"_ wg”wéw/—i—

"t/ / n3 n oMol "o ", M " ! n
2w wow” — wy” 4 3wy w wy + 4wy w w - dwgwTw” + dwtwow T4 (2-47)

3 3
4" w'w")ET + P(wy +w" + §w62w6' + 3wiw'wy + §w62w’/+

3 3
§wgw’2 + Bwyuw'w” + éw’Qw”) =q

Considerando uma pequena imperfeicao inicial pela funcao
wy = 0, 051 sin(%a:)

e (Z=34)) como solugao aproximada, e utilizando o método de Galerkin, chega-se

a seguinte equacao diferencial

99, 813 10,144 72,104 5,479
dﬁ—(’—El — ’—P) a1+( ’ ET — ’—P)a12+

ml4 mi2 ml5 ml3

76 3t ET 1,273 0,498
EI - P)a;® =0,015 ’ ——P
(2ml6 8ml4 ) “ OTE T T T T

que possui ndo-linearidade cibica e quadratica. E interessante observar que o
coeficiente nao-linear ciibico obtido é o mesmo do caso da viga perfeita. Uma
equacao semelhante, com nao-linearidade quadrética e cubica, é obtida para
arcos abatidos ([70],[71]) e cascas (|72]).

2.5
Viga continua - solucdo com nao-linearidades mais completas

Considerando que o deslocamento A seja dado de forma exata em vez da

aproximacao 2-31)), tem-se que
!
A= / VTP (2-48)
0

Seguindo os mesmos passos da secao 2.3l mas desta vez sem aproximar
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o denominador da energia interna de deformacao por uma série de Taylor,

chega-se ao seguinte funcional

t21 I "2
I_/ /{ Ani? — =+ 2qw + P(1 — \/1—w/2)}da:dt

que, ao ser extremizado, leva a seguinte equacao de movimento

/2 4w w'w™" " n3

3
4w w w

m+ + + +
<<1 —w?)? (1—w?)? 1-w? (1 —w?)

w" w/2w//
P( 1 —w? " (1 —w’2)3/2) 1

Aplicando o método de Galerkin usando a func¢ao aproximada R-34), e

2>El+ "

atribuindo, por exemplo, [ = 20, chega-se a seguinte equacao diferencial no
tempo
8

™ [
10ma —ay’ — 200
ma1+<800a1 7T Gl + 7 al) (a127T2 _400)5/2
40P 40

., m .. 7T
P (EllzptzcE{%csgn(al)al} — Ellzptch{%csgn(al)al}) =

El+

(2-50)

que, devido as nao-linearidades nao-polinomiais, nao pode ser resolvida uti-
lizando os métodos aproximados convencionais. A eq. 2-50) sera resolvida no

capitulo[1 com os métodos propostos no capitulolfl
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