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Resumo

Pasquetti, Eduardo; Gonçalves, Paulo Batista. Métodos Aproxi-
mados de Solução de Sistemas Dinâmicos Não-Lineares. Rio de
Janeiro, 2008. 255p. Tese de Doutorado � Departamento de Engenharia
Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Sistemas dinâmicos não-lineares são comuns em engenharia. Este tipo de
problema é resolvido por integração numérica das equações de movimento
ou por métodos analíticos aproximados (métodos de perturbação) ou semi-
analíticos como o método do Balanço Harmônico. A integração numérica é
um processo lento e oneroso em análises paramétricas. Já os outros métodos
aproximados são extremamente rápidos, mas são menos precisos e em pro-
blemas com certos tipos de não-linearidade, tais como expoentes fracionários,
são de difícil, ou impossível, aplicação. Neste trabalho, são apresentados dois
métodos alternativos, baseados nas séries de Taylor, para a análise de sistemas
não-lineares. No primeiro método, a resposta é escrita em série de Taylor e
propriedades de simetria do sistema no espaço de fase são utilizadas para se
determinar a relação freqüência-amplitude ou pontos �xos da resposta. No
segundo método a solução é escrita em série de Fourier e as amplitudes dos
harmônicos são determinadas da mesma forma que os coe�cientes da série
de Taylor. A simetria do sistema agora �ca implícita na solução em série de
Fourier, e a relação freqüência-amplitude ou os pontos �xos da resposta são
obtidos utilizando equações suplementares. Através de comparações com outros
métodos, mostra-se que os métodos desenvolvidos são de fácil implementação
e precisos. Estes possuem as vantagens de serem aplicados a problemas com
diversos tipos de não-linearidade e de fornecerem uma resposta em série de
Fourier onde as amplitudes são determinadas analiticamente resolvendo-se um
sistema de equações algébricas lineares.

Palavras�chave
dinâmica não-linear; métodos aproximados; não-linearidades não polinomi-

ais; métodos de perturbação
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Abstract

Pasquetti, Eduardo; Gonçalves, Paulo Batista (Advisor).Approximate
Solution Methods for Nonlinear Dynamical Systems. Rio de
Janeiro, 2008. 255p. PhD. Thesis � Department of Civil Engineering, Pon-
tifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Nonlinear dynamical systems are rather common in engineering. This class
of problems is usually solved by numerical integration or through the use of ap-
proximate analytical methods (perturbation methods) or semi-analytical meth-
ods such as the harmonic balance method. The numerical integration is a slow
and cumbersome process in parametric analyses. The other methods are usu-
ally extremely fast but they are less precise and their application to problems
involving certain types of non-linearity, such as fractional power non-linearities,
are di�cult or even impossible. In this work two alternative methodologies for
the analysis of non-linear dynamical systems, based on Taylor series expan-
sions, are proposed. In the �rst method, the solution of the initial value prob-
lem is obtained by expanding the response in Taylor series and the symmetries
of the response in phase space are used to obtain the frequency-amplitude rela-
tion or the �xed points of the steady-state response. In the second method the
response is written as a Fourier series and the modal amplitudes are obtained
using the same methodology used in the previous method for the determina-
tion of the coe�cients of the Taylor expansion. The symmetries of the response
are implicit in the Fourier series, and supplementary equations are proposed
for the determination of the frequency-amplitude relation and the �xed points
of the response. Comparisons with other existing methods show that the two
proposed methods are precise and can be easily applied to the analysis of sev-
eral dynamical systems. The main advantages of the proposed methods are
that they can be applied to several types of non-linearities and that analytic
expression for the Fourier coe�cients can be obtained by the solution of a
system of linear algebraic equations.

Keywords
nonlinear dynamics; approximate methods; non-polynomial nonlinearities;

perturbation methods
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¤, RK; +, eq. (7-22); ♦, eq. (7-21); 4, eq. (7-23). . . . . . . . . 188

7.7 Curva freqüência-g/l: ¤, RK e θ0 = 85, 7◦; +, Taylor com 5
termos; ♦, RK θ0 = 5◦; 4, FT com cinco harmônicos. . . . . . . 189

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB



7.8 Respostas no plano de fase do problema ẍ + sin x = 0: (a)
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Lista de Símbolos

Caracteres Romanos

A −→ Área, amplitude da resposta, matriz dos coe�cientes

a −→ Amplitude da resposta, amplitude de harmônico

ai −→ Coordenadas generalizadas, amplitude do harmônico i

AB −→ Segmento que une os pontos A e B

ABx −→ Componente segundo x do segmento AB

ABy −→ Componente segundo y do segmento AB

A′B′ −→ Segmento que une os pontos A′ e B′

B −→ Amplitude da resposta

b −→ Amplitude de harmônico, parâmetro adimensional de não-
linearidade cúbica

Ci −→ Constantes de integração

ci −→ Amplitude dos harmônico i, parcela que compõe a amplitude de
um harmônico

di −→ Amplitude dos harmônico i, parcela que compõe a amplitude de
um harmônico

dx −→ Elemento in�nitesimal segundo a direção x

ds −→ Elemento in�nitesimal dx após sofrer deformação e deslocamentos

dx −→ Deslocamento segundo x

dy −→ Deslocamento segundo y

dA
x −→ Deslocamento segundo x do ponto A
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dA
y −→ Deslocamento segundo y do ponto A

dB
x −→ Deslocamento segundo x do ponto B

dB
y −→ Deslocamento segundo y do ponto B

dU −→ Energia interna de deformação de um elemento in�nitesimal

E −→ Módulo de Young do material

ei −→ Parcela que compõe a freqüência da resposta

EI −→ Rigidez a �exão

F −→ Funcional, amplitude da excitação

f −→ Parâmetro adimensional de força

F0 −→ Parcela constante da excitação

F1 −→ Parcela variável da excitação

g −→ Constante gravitacional

I −→ Funcional

i −→ Componente imaginária

L −→ Lagrangiano

l −→ Comprimento da viga, comprimento do pêndulo

m −→ Massa

P −→ Carregamento axial, série de Padé

P (t) −→ Função periódica

q −→ Carregamento lateral, não-linearidade

R −→ Resíduo, matriz, raio de convergência

T −→ Período da resposta

T −→ Energia cinética

t −→ Tempo

Ti −→ Escalas de tempo
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t0 −→ Instante inicial

U −→ Energia interna de deformação da estrutura

u −→ Deslocamento

u0 −→ Imperfeição inicial

V −→ Potencial

v −→ Parâmetro adimensional de velocidade

v0 −→ Condição inicial de velocidade

x, x(t) −→ Deslocamento

xi(t) −→ Função de deslocamento que compõe a respostax(t)

ẋ −→ Velocidade

x0 −→ Condição inicial de deslocamento

W, Wi −→ Função peso

w −→ Deslocamento

wi −→ Parcela que compõe a freqüência da resposta

w0 −→ Imperfeição inicial

X −→ Matriz de soluções

Caracteres Gregos

α −→ Parâmetro de não-linearidade quadrática, numerador da não-
linearidade fracionária

β −→ Parâmetro de não-linearidade cúbica, denominador da não-
linearidade fracionária

∆ −→ Deslocamento da carga P

δ −→ Perturbação, relação entre as freqüências (ω/ω0)

δ1 −→ Primeira variação do funcional

δw −→ Variação de w
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δ′w −→ Variação de w′

ε −→ Deformação especí�ca, perturbação

ε0 −→ Deformação especí�ca da linha neutra, perturbação inicial

Φ −→ Matriz de transição

φ −→ Ângulo de fase

φ(t) −→ Função periódica

φi −→ Modos naturais de vibração

φ1 −→ Ângulo de fase

γ −→ Ângulo de fase

λ −→ Autovalor

ϕ −→ Resíduo

µ −→ Expoente característico

Ω −→ Freqüência da excitação

ω −→ Freqüência da resposta

ω0 −→ Freqüência natural da equação linear

Π −→ Energia potencial total

θ −→ Ângulo de rotação

θ0 −→ Imperfeição inicial, ângulo inicial

ρ −→ Densidade

σ −→ Parâmetro de sintonia (do Inglês detuning parameter)

τ −→ Tempo adimensionalizado

ζ −→ Coe�ciente de amortecimento
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Sobrescritos e Subscritos

∆() −→ Variação

()′ −→ Derivada em relação a x, derivada em relação a τ

()max −→ Valor máximo

()∗ −→ Coordenada de ponto �xo

Siglas e Abreviaturas

FT −→ Método de Fourier-Taylor

HBM −→ Método do Balanço Harmônico (do inglês harmonic balance
method)

KBM −→ Método de Krylov-Bogoliubov-Mitropolski

LP −→ Método de Lindstedt-Poincaré

MMS −→ Método das Múltiplas Escalas (do inglês method of multiple
scales)
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