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7
Medicéao e controle do risco de equilibrio

7.1.
Risco de equilibrio e programacao estocastica

O risco de equilibrio é definido como a probabilidade de insolvéncia, ou
seja, a probabilidade do ndo cumprimento das obrigages de um fundo de penséo
até a sua extingdo. No entanto, nos artigos da literatura a medida de risco de
equilibrio s6 pode ser aproximada pela probabilidade de “underfunding”, definida
como a probabilidade do ndo cumprimento dessas obrigacdes até o final do
horizonte da programacéo estocastica. Sabendo que o horizonte da PE é menor
que o de existéncia do fundo, é possivel concluir que a probabilidade de
“underfunding” ¢ menor que a probabilidade de insolvéncia subestimando o risco
de equilibrio.

O calculo da probabilidade de insolvéncia em um determinado instante
depende da reserva matematica, isto é, do valor acumulado das obrigac6es futuras
do fundo de pensdo. A reserva matematica no instante zero, ou seja, o capital
inicial minimo necessario para o pagamento de todos os desembolsos depende da
evolucdo dos fluxos atuariais (beneficios e contribuicdes) e da taxa de desconto
utilizada.

Os fluxos atuariais sdo calculados usando processos estocasticos e premissas
bem conhecidas na literatura. J4 a escolha do fator de desconto ainda é bastante
discutida. Segundo a legislacdo brasileira a taxa de desconto real deve ser de 6%
fixa (usando o indice de inflagdo IGP-M como referéncia). No entanto, segundo
Veiga (2003) a taxa de desconto dos beneficios e contribuicbes deve ser a
rentabilidade da carteira do fundo, pois s6 assim reflete o verdadeiro custo de
oportunidade da instituicéo.

Considerando um capital inicial c(0) é possivel definir um modelo
simplificado (sem custos de transacdo, administrativos, ...) para a evolucdo do

patriménio do fundo ao longo do tempo. Sejam c(k), r(k), contr(k) e bene(k),
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respectivamente, o capital do fundo, a rentabilidade da carteira, as contribuicoes e

os beneficios no ano k, tem-se:
c(k) =L+ r(k)].c(k —1) +[contr (k) — bene(k)]

O processo recursivo permite calcular o patriménio (capital) do fundo no
momento de sua extincdo (k = Ke) em funcdo do capital inicial, dos fluxos

atuariais e retornos da carteira ao longo do tempo.

c(K,) = ﬁﬂ[ 1+ r(i))}c(O) + ﬁ_[ 1+ r(i))}(contr (1) —bene(1))+..

+ [ r (Ko oontr (K, ~1) — bene (K, 1))+ (contr (K, ) — bene(K,,.)) > 0

ext

O valor minimo de ¢(0) para o cumprimento de todas as obrigacGes do
fundo é encontrado fazendo c(Ke) = 0. Este valor minimo define a reserva
matematica no instante 0 em funcéo dos fluxos atuariais e retornos da carteira ao
longo do tempo. O capital inicial deve ser maior ou igual que a reserva
matematica para garantir o estado de solvéncia do fundo.

c(0) > bene(1) —contr (1) N bene(2) —contr (2) - bene(K,, ) —contr (K,,) RM (0)
T A+r@) A+r@)a+r2) K -

[T@+rG)
i=1

A equacdo anterior prova que a taxa de desconto usada no calculo da reserva
matematica deve ser a rentabilidade da carteira. Sendo assim, a taxa de desconto
regulatéria (~IGP-M + 6%) pode ser interpretada como uma aproximacdo do
portfélio por um Unico titulo de renda fixa indexado ao IGP-M com um spread
fixo de 6%. Esta aproximagdo, na grande maioria das vezes, ndo é adequada ja
gue na pratica os valores para rentabilidade do fundo sdo bem diferentes.

O modelo de programacao estocastica faz indiretamente o calculo correto do
desconto do passivo. Em cada cenério, 0s pagamentos no estagio t sdo feitos apos
o0 capital de t-1 ter sido rentabilizado. O patriménio em t sera o total de ativos
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rentabilizado em t-1 subtraido dos pagamentos do passivo e outros custos em t.
Isto equivale ao calculo analitico descrito acima.

O problema do modelo de PE ¢ a restricdo computacional na escolha do
nUmero de estagios e a estrutura de nos da arvore. Nao € desejavel para o modelo
que se escolham estagios de grande duracdo devido a imprecisdo dos fatores de
risco envolvidos. Consequentemente, isto restringe o horizonte da PE a algumas
poucas décadas enquanto que as obrigacbes dos fundos de pensdo podem passar
dos cem anos. Para resolver este problema, este trabalho propde um método de
medicgdo e controle de risco de equilibrio via bootstrap visando tratar o periodo

seguinte ao horizonte de planejamento do modelo de PE.

7.2.
Medicao do risco de equilibrio via bootstrap

Bootstrap ¢ uma forma de sortear valores utilizando uma distribui¢do
amostral aproximada para estudar as propriedades de um estimador ou mesmo
para utilizar as observacdes para algum céalculo estocéstico. Nesse trabalho o
bootstrap é usado para calcular a reserva matematica sorteando as rentabilidades
do portfolio e a inflacdo através da distribuicdo de probabilidade intrinseca a
arvore de possibilidades.

Para cada ano posterior ao horizonte da PE (20 anos) existe um fluxo real
PR(K) deterministico do passivo que deve ser descontado até o final do dltimo

estagio da arvore de deciséo.

PR(k)
|
2 r..21. _|'_22. _Ill_za_ .IM k
r(k)
inf_anual(k)

Figura 21. Fluxos do passivo além do horizonte da PE
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Estes fluxos devem ser descontados pela rentabilidade real da carteira de
forma a representar corretamente o custo de oportunidade da instituicdo. Entéo, os

fluxos descontados sao dados por:

gt I J-PR“):[11[“i“i;?‘(”»“a'“)ﬂ”‘k)

i=21

1+inf _anual(i)

O valor acumulado dos fluxos descontados é definido como reserva
matematica ( RM(20) ), ou reserva técnica, em valores reais referente ao final
Gltimo periodo da PE (k =20).

No entanto, o calculo da reserva matematica para o ano k = 20 ndo pode ser
calculada diretamente devido ao desconhecimento dos valores de inflagdo e dos
retornos da carteira para os anos subsequentes. Sendo assim, uma aproximagao
para as distribuicGes desses valores serd obtida usando a técnica de bootstrap.
Dado o conjunto de decisGes 6timas obtidas pela PE, a rentabilidade da carteira e
a inflagdo, para k = 21, 22,..., serd obtida utilizando os respectivos valores de um
no da arvore sorteado aleatoriamente (bootstrap). Para a realizacdo do bootstrap
sd80 necessarias as definicbes de duas variaveis aleatdrias: S e N, que séo
respectivamente o estagio e o no escolhidos para sortear os fatores de risco de
interesse. O sorteio é feito baseado na distribuicdo de probabilidade conjunta
dessas duas varidveis aleatorias. A probabilidade de sortear o cenério de inflagéo e

rentabilidade do estagio S =s do n6 N = n é dada por:

P(S=seN=n)=P(N=n|S).P(S=5s)
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Sabe-se que para cada estagio 0s nds sdo equiprovaveis e que cada estagio
possui um tamanho diferente. Logo, assume-se P(N = n | S) é caracterizada por
uma distribuicdo uniforme e P(S = s) € ponderada pelo tamanho do estagio em

relacéo ao horizonte de planejamento.

P(N=n|S)= . L —
# de nos do estagio S
dur(s
p(s =5)=rts)

Sorteando 5000 diferentes cenarios de rentabilidade e inflacdo, é calculada
uma distribuicdo de probabilidade aproximada da reserva matemaética real no ano
k = 20.

A medicdo do risco de equilibrio é feita comparando a riqueza final de cada
n6 em valores reais com a distribuicao da reserva. Desta forma é possivel calcular
uma probabilidade de insolvéncia para cada n6 terminal da PE.

A probabilidade de insolvéncia de n6 terminal ny é calculada a partir da

distribuicdo da reserva matematica RM(20).

. 1 «
prob _insol(n, )= P{1+ T acum(n. 20) (y(n; )=w(n, )+ L)< RM (ZO)j

Seja a variavel indicadora:

- (y(, )~ w(n, )+ L)< RM (20)

| (n, )= 1+ inf_acum(n, ,20)
insolvente\" 'T /
: (v ) wln, )+ L) RM (20)

1+inf_acum(n, ,20)

Logo a probabilidade de insolvéncia pode ser expressa como:
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Ny

Z I inso Ivente(nT )

prob_insol(n, )= "=
N,

Assim é possivel obter a distribuicdo da probabilidade de insolvéncia como
a principal medida do risco. Sua média € o principal parametro que define o
estado de equilibrio de um fundo de penséo.

7.3.
Controle do risco de equilibrio

O método de controle do risco e equilibrio € um processo iterativo com o
objetivo de reduzir o risco de insolvéncia. A primeira etapa € feita com o modelo
de PE com o requisito de capital nulo, ou seja, L™ = 0. Neste caso, a penalizacio
sob a funcdo objetivo comeca atuar em todos os cenarios com a riqueza final (no
fim do ultimo periodo da PE: k = 20) seja menor que zero.

Se a medida do risco de equilibrio, ou seja, a probabilidade de insolvéncia
média, estiver fora da tolerancia ao risco da instituicdo, o modelo de otimizacao
deve ser usado novamente com um valor diferente para o requisito de capital L.
Os valores possiveis sdo a média ou algum quantil da distribuicdo de reserva
calculada na iteracdo zero. Nestes casos, a funcdo objetivo comega a ser
penalizado em todos os cenéarios onde o a riqueza final é menor que o L”

escolhido.
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