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4
Métodos de Estimacao da Entropia e da Informacéao Mdatua

A estimacdo da entropia e da informacdo mutua, envolvendo apenas
varidveis aleatorias discretas, é simples, com aplicacdo direta da definicdo de
Shannon. No entanto, quando uma das variaveis envolvidas é continua, torna-se
necessaria a aplicacdo de um método de estimacdo de densidade. Um dos mais
simples e amplamente utlizado é o Histograma. Este método posteriormente
descrito serd, doravante, referenciado por Método Shannon/Histograma. O
segundo método, apresentado como alternativa, estd baseado na entropia
quadrética de Rényi, aliada ao famoso método de estimacdo de densidade Janela
de Parzen, e na definicdo da Informacdo Mutua de Cauchy-Schwartz, tornando os
calculos diretos, sem necessidade de um passo de pré-processamento. Este método
sera, doravante, referenciado por Método Cauchy-Schwartz/Parzen.

Em ambos os métodos, as variaveis continuas sdo normalizadas no
intervalo [-1, 1], por razdes numéricas na aplicacdo de Redes Neurais (com fins,

neste caso, de classificacdo). O algoritmo de normalizacao aplicado € o seguinte:

2(v—minv)

———1 (4.1)
maxv—minv

vn =

onde v representa a variavel original e vn, a normalizada.

Os tipos de célculo necessarios, genericamente, ao algoritmo MIFS-U séo os
seguintes:

e Entropia de uma variavel discreta (EntD),

e Entropia de uma variavel continua (EntC),

e Informagdo mutua entre variaveis discretas (IM-DD),

e Informagdo mutua entre variaveis continuas (IM-CC), e

e Informagdo mutua entre uma variavel discreta e outra continua (IM-DC).
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4.1
Método Shannon / Histograma

No caso de varidveis continuas, para evitar adotar um modelo paramétrico
para a densidade desconhecida, um recurso freqiente € a aplicacdo de métodos
ndo-paramétricos de estimacdo de densidade. O mais antigo e amplamente
utilizado é o histograma (Silverman, 1986). Neste estudo, considera-se,
verdadeiramente, o histograma de freqiiéncias relativas, ndo o histograma de
densidade em si, em que a Unica diferenca € que o segundo integra a 1 (Scott,
1992).

Como todas as variaveis continuas sdo normalizadas no intervalo [-1, 1], 0
intervalo é simplesmente dividido em 20 subintervalos de igual amplitude
(h = 0,1). Cada subintervalo € interpretado como uma classe, e a respectiva
freqliéncia relativa apurada €, entdo, tomada como a probabilidade. Ou seja, é
realizada uma discretizacdo — a varidvel continua passa a ser tratada como
discreta — ndo oferecendo, pois, mais nenhum 6bice ao célculo das informacdes
necessarias, podendo-se, facilmente, aplicar a defini¢cdo da entropia de Shannon,
de uso dominante na literatura

Assim, a funcdo de probabilidade da varidvel continua discretizada é dada

por

~

f.(c;)= %(qtde de amostras pertencentes a classe c; ) ,J=1...,20. 4.2)

Com intuito de manter uma nomenclatura harmdnica, representar-se-4,
aqui, simplesmente por x uma determinada classe de uma variavel continua
discretizada ou um valor (distinto) de uma varidvel discreta (e por X o conjunto
de tais valores ou classes), ndo sendo, pois, mais necessaria tal distincao.

Assim, pode-se escrever

A

f (x)= %zi”_lg(xi X) ,vxeX.

onde &, (x;) é aFuncdo Indicadora, ou seja,

(4.3)

1 ,sex ex(classe) 1 ,sex = x(valor)

0 ,caso contrario 0 ,caso contrario

cf(Xi,X):{ ou f(xi’x):{

(\Varidvel Continua Discretizada) (Variével Discreta)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510468/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510468/CA

Métodos de estimacao da Entropia e da Informagéo Mutua 42

Para a distribuicdo conjunta de duas variaveis (discretas ou continuas

discretizadas), tem-se o seguinte:

B == TLEX)E () YXeX vyeY. @4)

Portanto, considerando a discretizacdo das varidveis continuas, como uma
passo de pré-processamento dos dados, os calculos necessarios ao algoritmo
MIFS-U, passam a ser tdo-somente 0s seguintes:

e Entropia de uma variavel discreta (EntD),

e Informagdo mutua entre variaveis discretas (IM-DD),

EntD — Entropia de Shannon de uma variavel discreta

H(X) ==Y f,(xlog f,(x) 4.5)

xeX

IM-DD — Informacdo Mutua (de Shannon) entre duas variaveis discretas

(X)) =3 3 f (xy)l gf(gf?) (4.6)

4.2
Método Cauchy-Schwartz / Parzen-Rosenblatt

No contexto de selecdo de variaveis de sistemas ndo-lineares, estimar a
informagdo mutua entre variaveis diretamente dos dados, onde pelo menos uma
delas é continua, sem a necessidade de fazer hipdteses acerca da distribuicdo a
priori dos dados, tem vital importancia pratica. Isto pode ser alcancado com a
utilizacdo da divergéncia de Cauchy-Schwartz, a qual é uma substituta da
divergéncia de Kullback-Leibler, integrada & Janela de Parzen.

A divergéncia de Kullback-Leibler, baseada no conceito de entropia de
Shannon, €, por sua simplicidade, uma medida usual de informacdo mutua entre
duas variaveis aleatdrias. Entretanto, nem esta, nem a equivalente para a entropia

de Rényi podem ser integradas a Janela de Parzen (Principe et al.,1998).
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Xu et al. (1998) apresentaram um método que integra a Janela de Parzen a
Divergéncia de Cauchy-Schwartz, para estimar a informacdo mdtua diretamente
dos dados.

Portanto, no caso de varidveis continuas, é utilizado, aqui, 0 método
ndo-paramétrico de estimacdo de densidade de Parzen-Rosenblatt, ou,

tdo-simplesmente, Janela de Parzen, a seguir apresentado.

4.2.1
Estimador de Densidade Janela de Parzen

Segundo Scott (1992), dado um conjunto de amostras de fy {xl,xz,...,xn},

0 Estimador Nucleo — ou Estimador Janela de Parzen — pode ser escrito,

compactamente como

fX(X)=%Z?_1K£X;Xij:%Z?_lKh(x—xi)=%Z:_1K(X—Xi,h) @)

onde K, (t)=K(t,h)=K(t/h)/h e h=h(n)>0 € a largura da janela ou
parametro de suavizamento.
Assim, fX(x) pode ser vista como uma “média de curvas” centradas nas

observacdes amostrais. Uma observacao nao deve representar apenas a si mesma,
mas também sua vizinhanga.

Comumente, define-se a Funcdo Nuicleo K(-) como ndo-negativa®, com

integral unitaria, ou seja, como uma funcéo densidade de probabilidade, e , ainda,
simétrica e unimodal (Silverman, 1986).

Adotar-se-4& a Funcdo Nducleo Gaussiana, por uso posterior nesta
dissertacéo, a seguir definida:
2

(W g) = (279) ? exp[—g’—¢

J , ou seja, G(w,¢) ~ N(0,¢) (4.8)
onde p=h’=5".

A escolha da largura da janela afeta muito mais 0 processo de estimacéo
da densidade do que a escolha da Funcdo Nucleo, ndo sendo esta, assim,

crucialmente importante em questdo de eficiéncia (Scott, 1992). Entretanto a

3 Esta ndo é uma restrigdo necesséria
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Funcdo Gaussiana tem uma propriedade que serd extremamente vantajosa no

contexto da dissertacao.

Utilizando esta Fungdo Nucleo, segue da definigdo que f, sera ela propria

uma densidade de probabilidade. Além disso, fo herda todas as propriedades de

continuidade e diferenciabilidade de G (Silverman, 1986).

Mostra-se que o0 estimador de densidade Janela de Parzen &
assintoticamente ndo-viesado e consistente, desde que a largura da janela h(n)
tenda a zero a uma razdo suficientemente pequena, quando n tende a infinito
(Silverman, 1986; Scott, 1992; Wand & Jones, 1995).

A Figura 4.1 (Silverman, 1986) ilustra o efeito da largura da janela. O
limite quando h tende a zero é (de certo modo) a soma de funcdes delta de Dirac
posicionadas nas observaces, ja quando h torna-se grande, todo detalhe, espurio

ou ndo, é obscurecido.

0.5
F(x)
0.4}

03} (@)

0.2¢
0.1

(b)
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flx)

05
flx)

04F
o3l (c)
0.2f

0.1f

Figura 4.1 — Estimador Nucleo: efeito da largura da janela
(@)0.4 (b)0.2 (c)0.8
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No caso de amostra finita, a largura da janela tem de ser escolhida, através

de um intercambio (trade-off) entre viés e variancia, como sera visto a seguir.

4.2.2
Escolha da Largura da Janela

Seja K uma funcéo nucleo satisfazendo

o [Kdt=1
. j tK (t)dt =0 (4.9)

o [tK()dt=m,=0
Segundo Silverman (1986), varias medidas tém sido estudadas quanto a

proximidade do estimador de densidade f em relagdo a verdadeira densidade f.

Quando se considera a estimacdo em um simples ponto, uma medida natural € o
Erro Quadratico Médio (EQM) definido por

EQM ( f,(0)= E(( f (x)- fx(x))z) (4.10)
O qual pode ser decomposto em
EQM ( f,(9)= [E( f,(x)- fx(x)T +Var(f,(9) (4.11)

Entretanto a utilidade encontra-se em estimar fy, de forma global, ndo em
um ponto fixo. Assim, a medida utilizada, que € , sem duvida, a mais amplamente
usada e de facil trato, é o Erro Quadratico Integrado Médio (EQIM), o qual é

expresso por

EQIM ( f,() =j[E( f,(0)- fx(x)T dx+ [Var  f,()dx (4.12)
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O termo do viés e o termo da variancia na Eq. (4.12) dependem da largura
da janela de diferentes formas. Isto é melhor ilustrado analisando tal equacao
assintoticamente, isto é, para grandes amostras n.

Sob determinadas condicOes (veja, por exemplo, Silverman, 1986, se¢éo
3.3), as quais fogem ao escopo desta dissertacdo, o0 EQIM é assintoticamente
aproximado pelo Erro Quadratico Integrado Médio Assintético (EQIMA) —
bastante conhecido por sua sigla em inglés: Asymptotic Mean Integrated Squared
Error (AMISE), que é dado por

EQIMA( f(x)):n—lhIKz(t)dtJr%h“mzzj(f"(x))zdx (4.13)

Pode-se observar que a minimizacdo do termo do viés, segunda parcela da
Eqg. (4.13), é obtida pela minimizacdo de h; entretanto, o termo da variancia,
primeira parcela, é minimizado pela maximizacdo de h. Existe, portanto, um
inerente trade-off viés-variancia associado com o método Janela de Parzen para
estimacdo da densidade.

Existem varios métodos de selecdo da largura da janela h, cada um tendo
suas propriedades (Wand & Jones, 1995). Um desses métodos utiliza a Eq. (4.13)
para selecdo da largura da janela, obtendo-se uma expressdo para o h otimo,

diferenciando-se tal equacéo e igualando-se a zero.

15

h, =k, ([ K2() dt)j/s ( [(F o) dx) n e (4.14)

Uma forma direta de se estimar j( f "(x))2 dx é assumir que a densidade

desconhecida é uma densidade normal com variancia ¢ (Silverman, 1986). Seja

@ tal densidade.

[(f'(0) dx=c] (¢'(0) dx = gn%s ~0,21207° (4.15)
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Assim, se uma Func¢do Nucleo Gaussiana € utilizada, entdo a largura da

janela obtida da eq. (4.14), substituindo o valor (4.15), sera dada por

h, = (47[)7]/10 (%72'_]/2 )7]/5 o n¥= (%)]/5 o n¥=1060 n"* (4.16)

ot

Este método € conhecido como “Regra de Referéncia Normal”.
O desvio padrdo o pode ser estimado, a partir dos dados, pelo desvio
padrdo amostral s, ou utilizar uma medida robusta, tal como o intervalo

interquartil, e, neste caso, a expressao de hy, torna-se entao
h,=0,791,n"* | onde 1,=Q,-Q, (4.17)

Nesta dissertacdo, utilizou-se uma solucdo de compromisso entre os dois

estimadores de dispersao, semelhante a forma apresentada por Silverman (1986):
h, =0,9min(s, I, )n¥° (4.18)

No caso multivariado, a Regra de Referéncia Normal, torna-se (Silverman,
1986; Scott, 1992):

' 4 \YE
h§ = (d N 2) o n Y onded = dimensio ei=1,..d. (4.19)

Enfocando-se apenas o caso bivariado, de interesse desta dissertacao, e

adotando-se uma Unica largura de janela para ambas as variaveis, tem-se
12
-1/6 +
he =0 onde a:(—al Zazj (4.20)

Reiterando as mesmas considerag¢fes quanto a estimacédo do desvio padrao

no caso univariado, nesta dissertacdo, adotou-se o0 seguinte:
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S
2 |10

2 2
h, ~0,85min (51252] -

(4.21)

423
Calculos Necessarios ao MIFS-U

Os tipos de calculo necessarios ao algoritmo MIFS-U séo apresentados a

sequir, utilizando-se, indistintamente, a notacéo th na representagéo da entropia

de Rényi, seja ela diferencial ou néo.

EntD — Entropia de Rényi de uma variavel discreta

e, (X)=—log > £7(x) (4.22)

xeX

EntC — Entropia de Rényi de uma variavel continua

Estimacdo da densidade através da Funcdo Nucleo Gaussiana

f =1(z;“_le(x—xi,az)) 4.23)

n

(4.24)
(5L e oot

n

E, aplicando-se a propriedade da integracdo do produto de nucleos

Gaussianos (vide anexo), tem-se
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J, F2000x= ] (21,57 6%, 6)G(x-x;,07) ok =
:%Z:_lz?_leG(x—xi,o-z)G(x—Xj,O'Z)dx: (4.25)

1 n n
- inzlzjzlG(xi —X;,20%)

Esta propriedade facilita avaliar a entropia quadratica de Rényi, a qual é
uma funcado do quadrado da funcdo de densidade de probabilidade.

Assim, a estimacgéo da entropia, é expressa por
N 1 n n
he (X)=—log {inﬂzj:ﬁ(xi —X;, 20-2)} (4.26)

Portanto, a entropia quadratica de Rényi pode ser avaliada como uma soma

de interagdes locais definidas pelo nicleo sobre todos os pares de amostras.

IM-DD — Informacdo Mutua (de Cauchy-Schwartz) entre duas varidveis discretas

les (X;Y) =hg (fyy x 1‘Y)—%hR2(fXY)—%th(fX f,) (4.27)

onde
o (£, % f,f,) =—log ) £y (Y F,(0 1, (y) (4.28)
ﬁRz(f}y)z—log%; f2(x,y) (4.29)

he (f,f,)=-10g> > f2(x)f(y) (4.30)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510468/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510468/CA

Métodos de estimacao da Entropia e da Informagéo Mutua 50

IM-CC — Informacdo Mutua (de Cauchy-Schwartz) entre duas variaveis continuas

Como visto, a entropia de uma Unica variavel é facilmente avaliada como
interagBes entre pares de amostras. Este conceito sera agora estendido a

informacdo mutua entre variaveis.

Estimando-se as densidades através da Funcdo Nucleo Gaussiana, tem-se

fx(x)=%(z;“_le(x—xi,az)) (4.31)
L =2(21,60-y.09) (432
£y (00 = 21606 ) - (4,¥),0"1;) =
L 2 2 (4.33)
:HZizlG(X_Xi'O— )G(Yy-Y;,0%)
onde 1, é a matriz identidade de ordem 2.
Logo,
2py | L5 N
fx (X):{H(ZHG(X X, O )} = (4.34)
iz(z_lzjlc;(x %.0%)G(x~x,,0%))
fi( :E(Z Gy~ yk,a))}
| (4.35)
= (ZL LG Y6 -y.0%)
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Faxn)=| £ 2160-%,0)6(-y.0) | -
:n_lz(z:“_lZ';_lG(x— X,0°)G(y—-Y;,0°)G(x-x;,0%) G(y— yj,o-z))

(4.36)

E, aplicando-se a propriedade da integracdo do produto de nicleos Gaussianos

(vide anexo), tem-se

IX f2(x)dx = n—lzjx(zr_lz?_lG(x— X,02)G(X—X;, az))dx =
LY ] G-, 01 Bx - x,, 0 ok = (4.37)

1 n n
= inzlzj:le(xi - Xj ’ 20-2)
¢ 1 n n
IY £ (y)dy = FZMZHG(yk ~v,,20%) (analogamente) (4.38)

MX fxi(x, y)dxdy =
- n_12J'YJ'X(Z:‘_lZ?_lG(x—xi ,0%)G(y-Y;,6°)G(x—x;,6°) G(y-Y,, az))dxdy

3 3], 80,0 8(x-x,, ) [, 6y 1.0 By -y, o)l ) =

1 n n
:FZHZHG(Xi -X;,20%)G(y, - ¥;,20")
(4.39)
Assim, como ja visto,
1 1
Ics(X;Y) = th(fxv X 1:x fY)_EhRZ(fXY)_EhRZ(fX fv) (4.40)

onde
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I:]\RZ ( fxy X fx fy) = _Iog IY.[X fxy(xl y) fx(x) fy(y)dXdy =
=—log [ [ f,(6¥)§,(x y)dxdy=

=—Iog{jij(%zi”_le<x—xi,JZ)G(y—yi,GZ)j
(M 0tx,09) | H(Z0.60-y.0) ey |-
—Iog{ o] (Xl60-x.076(y-y..07)
(Z0,60-x,,0%)( 1,60y -y, dxdly |-
~-tog [ X0 [ 0.0 () 0005,09)
6(y-1,0")(Z1,60y -y, 0*)) [dxely| -
~ton | L] LS (20 005,000, )
(37.60-1.098(y- 31,0 |axey| -
- Iog{ S (2L, 60,096 x,, 01
(0,60~ v0)6(y - vy ) |-
~—tog 231 [(,60x-x,26%) (1,601,207

he (f, % f,f,) :-log” f, 06 y) () f, (y)dxdy =

=—log {FZH[(ZHG(X‘ —Xp20 )) (Z'n:lG(yi K 262))} }

(4.42)

~

he, (f,)=—log [ [ T2(x y)dxdy=

e : , (4.42)
:—Iog{FZMZHG(Xi -X;,20°)G(y, -y, 20 )}
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n2

oo 23,37 605,20 [ £, 5,602 |

n

=—log K : ZLZLG(Xi X 202)}(%22_12116(” — Y 202))} -

he, (f,,)==log [ [ £200f;(y)dxdy=

~log{ L[ X, 30 60 %209 [ 30 3, 60 - 4,207

(4.43)

IM-DC - Informacdo Mutua (de Cauchy-Schwartz)

entre uma varidvel discreta (YY) e outra continua continua (X)

Sejam

v = namero de valores distintos da v.a.d. Y na amostra.

Yp = p-ésimo valor distinto da da v.a.d. Y na amostra.

np = nimero de amostras de X relacionadas ao valor y,da v.a.d Y.

Aqui sdo utilizadas duas notacdes diferentes para as amostras de X. Uma
amostra é identificada com um Unico subscrito x; (1<i<n), quando a
determinacdo do valor de Y a ela relacionado € irrelevante. Quando for relevante,

Xps indica a amostra de X, com indice 1<s<n, relacionada ao valor y,

(1<p<v)deY.

Estimando-se as densidades, através da Funcdo Nucleo Gaussiana, no caso

da variavel continua

f,(y,)=—" > n =n (4.44)
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f =%(Zf_le(x—xi,02)) (4.45)
fiy (X1¥,) = 3,60t X,,,0), P=L.v (4.46)

p

fxy(x! yp) = fy(yp) fx|y(X| yp)

Nl 1 <, 2
:(WJ(E25=1G‘X‘X“’“ ’]: 4

=£zni1G(X—Xps,0'2) , p=1.v
n &=

E a estimacdo das entropias, empregando a propriedade da integracdo do
produto de nlcleos Gaussianos (vide anexo), sdo expressas por

A

he, (f, x f,f,)=—log vazljx £, 06 y,) f,00f,(y,)dx =
— _log z:zl[ 0], £y f(0 dx] -

=—log va_lﬁn—r:’)jx[%Z::G(x— xps,az))KE(ZLG(X— Xi,O'z))j dx} _
= _|og%2”pl:npjx(z:ple(x_ xps,o-Z))(Zi":lG(x— xi,GZ))dX]=
= —Iog%lel_npz:ilzLJXG(x— Xp3107) G (X~ Xi,az)dx}:

1 v [ n n
- _IogFZp:l_nPZsilziﬂG(xps =X 262)}

A

he (f, x f,f,)=~log ZLJX f, (6 y,) f,(0f,(y,)dx=

1 Vv n n
- _IogFZ p=1[npzszlzi=1e(xps =%4in 20_2):|

(4.48)
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he, (T,)=—log>" [ f2(x,y)dy=
=—Iong,_JXGZZLG(x—xps,GZ)jz dx =
=~log ZZ o)y D 2 B (X=X, 1) G (X=X, 0% i =
=—Iongvpzlz:ilZ:jJXG(x—xps,az)G(x—xpt,az)dx=
—log— 3! T, TG (s ~ X, 20°)

he, (f)=—log>"" [ 2(x,y)dy=

=—log 22 —12 _1sz(X Pt’zo-)

(4.49)

ﬁRz (f, fy) =—log ZVHJ'X f2(x) fy2(yp) dx =—log [(zvpl fyZ(yp))(jX £2(x) dx)} -

w2 [ on )

o[ () (209 |

n

he, (15,0 ==1og X" [ £200 1} (y,)dx=
o () (200,209 |

(4.50)

Apesar dos somatdrios triplos nas trés equacBes anteriores, estes sao

somente somas duplas sobre as amostras.

Por fim, basta levar os resultados na equacao seguinte:

les (X;Y) =hg (fi % f, ) - h (f) - h (f £y (4.51)
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