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2
Teoria da Informacéo

A teoria da informacéo foi desenvolvida por Shannon nos anos 40 tendo em
mente aplicacfes em engenharia de comunicacdo. O carater inovador dessa teoria
aliado a sua elegancia matematica, a fez ter grande impacto ndo s6 na engenharia
como também em diversas areas tais como estatistica e economia. Em especial, na
area de reconhecimento de padrbes, 0s pesquisadores tém dado crescente
importancia aos conceitos dessa teoria. Esta teoria apresenta dois conceitos
bésicos, quais sejam:

e entropia — medida de incerteza ou aleatoriedade de varidveis aleatorias

individuais ou combinadas; e

e informacdo mutua — dependéncia estocastica entre varidveis aleatorias.

Este capitulo reine fundamentos tedricos da teoria da informacéo, sendo
expressos de maneira descritiva. Para demonstracdes e explanacBes sobre o
assunto, sugere-se, em especial, a consulta a referéncia Cover & Thomas (2006).
As principais definicdes apresentadas, na secdo a seguir, sdo baseadas em tal

referéncia, salvo mencéo em contrario.

2.1
Entropia e Informacdo Mutua de Shannon

A incerteza caracteriza o ganho de informagdo que a ocorréncia de um
evento pode promover. Ela pode, portanto, ser traduzida através da probabilidade
de ocorréncia de seu evento. Um evento cuja ocorréncia é certa ndo traz nenhum
acréscimo de informacdo, pois toda a informacao ja esta contida na sua certeza de
ocorréncia. Desta maneira, pode-se dizer que a determinacdo da quantidade de
informacdo produzida pela ocorréncia de um evento é determinada pela

guantidade de “surpresa” que essa ocorréncia traz.

Seja E={e,e,,...,.6 } o conjunto dos n resultados (eventos

elementares) associados a um experimento aleatorio, e seja P ={p,, p,,..., P}
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as respectivas probabilidades de ocorréncia. Existe, portanto, uma incerteza
quanto ao resultado. Shannon foi o primeiro a definir uma medida, quantificando

essa incerteza, chamando-a de entropia (H), a seguir definida:

H(P)=->,p logp, 2.1)

Note-se que a entropia depende da quantidade Q(p,)=-logp,. A

medida Q('p) foi proposta por Hartley (1928) como uma medida da informagéo

produzida pela ocorréncia de um evento de probabilidade p. A entropia de

Shannon &, portanto, uma média ponderada das informagdes Q(p,).

A entropia serd nula, se, e somente se, um dos resultados é certo de

ocorrer, sendo, assim, toda a incerteza removida. Ela ser& maxima quando os n

1 .
resultados forem equiprovaveis, ou seja, P, =—, VI . Observe-se, por fim, que
n

quanto mais incerto for o evento €., maior é sua informagao.

A entropia na teoria da informacdo corresponde, portanto, a incerteza

probabilistica associada a uma distribuicao de probabilidade.

Definicdo 1 — A entropia de Shannon H(X) de uma variavel aleatéria

discreta X , com funcdo de massa de probabilidade fy(x) , X € X (conjunto dominio

da variavel), é definida por

H(X)=-> f (x)log f (x) (2.2)

xeX
Representa-se também por H(f,) a quantidade acima.

Por convencdo, 0 log 0 = 0 , que € facilmente justificado pela

continuidade, visto que x log x — 0 quando x — 0.

Decorre da propria definicdo que H(X) > 0.
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Note-se que na definicdo de entropia ndo séo considerados os valores que a
variavel assume, mas apenas suas probabilidades, sendo a entropia, pois, uma
medida adimensional.

Com o intuito de ilustrar o conceito da entropia de Shannon,

apresentar-se-a, a seguir, um exemplo simples.

Exemplo

Assuma que a varidvel aleatoria X assuma somente dois valores com

probabilidades P e (L— p), respectivamente. Entdo a entropia de X (H(X),

ou que seja H(p)) seradadapor: H(p)=-plog p—(1- p)log(l— p).

A Figura 2.1 mostra o grafico da funcéo H(p). Pode-se observar que H(p) é
nula quando p é igual a 0 ou 1. Isto faz sentido, pois quando isso acontece a
variavel degenerou e ndo ha mais incerteza. Por outro lado, a incerteza é maxima
quando p =% (ou seja, os dois valores de X sdo equiprovaveis), o que corresponde

ao valor maximo da entropia.
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Figura 2.1 — Entropia (H(p)) versus p
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Definicdo 2 — A entropia conjunta (de Shannon) H(X, Y) de um par de
variaveis aleatorias discretas (X, Y) com distribui¢éo de probabilidade conjunta fyy

é definida como

H(X,Y)==2 > f,(x,y)log f (X y) (2.3)

xeX yeY

Definicdo 3 — A entropia condicional (de Shannon) H(Y | X) (isto é, de Y
dado o conhecimento de X) é definida como

HY [X)=2 LO0HY [ X =x)==> (0 T, (y[x)log f,,(y]X)=

xexX xeX yeY (2.4)
== > f,(x,y)log f,, (y]x)
xeX yeY

A entropia condicional mede a incerteza remanescente de Y dado o

conhecimento de X.

Definicdo 4 — A entropia relativa ou divergéncia (assimétrica) de
Kullback—Leibler entre duas funcbes de massa de probabilidade fe g é definida

como

f(x) f(x)
D (fllg)=> f(x)log— =E, | log—2’
«w(Fl9) ZX (x)log 00 f(og g(x)j (2.5)

Aqui, usa-se a convencdo de que Olog% =0 e a convencdo (baseada nos

argumentos de continuidade) de que Olog% =0ep Iog% =0,

Dic(f || 9) = 0 com igualdade se, e somente se, f(x) = g(x), para

todo x € X.

A entropia relativa (ou divergéncia) de Kullback—Leibler é uma medida de
similaridade entre funcgdes estritamente positivas, e também referida como
“distancia” entre distribuicdes, contudo, ndo é verdadeiramente uma métrica, visto

que ndo é simétrica e nao satisfaz a desigualdade triangular. Ela é muito utilizada
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na comparacgdo entre duas funcdes. Neste caso, a funcdo g desempenha o papel de
funcao de referéncia.
Em inferéncia estatistica, a divergéncia de Kullback-Leibler surge como

uma esperanca, com respeito a f, do logaritmo da razéo de verossimilhanca.

A divergéncia de Kullback-Leibler é implicitamente baseada na entropia
de Shannon, visto que

D (fllg)==2 f(x)logg(x) —(—Z f(x)log f (X)J,

xeX xeX

onde “—Zf(x)logf(x) ” @ a entropia de Shannon com respeito a p(x), e

“—Z f(x)logg(x)” pode ser interpretada como a entropia cruzada entre p(x) e

g(x) (Jenssen, 2005).

Definicdo 5 — A informacdo mutua (de Shannon) I(X;Y) entre duas
varidveis aleatdrias discretas X e Y , com funcdo de massa de probabilidade
conjunta fy,(x,y) e funcbes de massa de probabilidade marginais fy(x) e f,(y) é dada
pela entropia relativa entre a distribuicdo conjunta e a distribuicdo do produto das

marginais (ou seja, 0 quanto a primeira se diferencia da segunda):

fy (X,
LOXY) =D f (% y)Iogﬁz

Dy (T, oY) I £, () £, (y)) =0 (2.6)
com igualdade se, e somente se, fy(x,y) = fx(x) fy(y) (ou seja, se X e Y sdo
independentes).

A partir da Eq (2.6), pode-se dizer que a informacdo mutua € uma medida
de independéncia estatistica. Quanto maior for a informacdo mutua, mais
relacionadas serdo as variaveis.

A informagdo mutua pode ser vista como uma medida da quantidade de
informacao que uma variavel aleatoria tem acerca da outra.

Note-se a estreita relacdo com a log-verossimilhanca:

fy (X, Y)

(X;Y)=E, ['Ogm

J= E (log f,(xy))-E; (log f,(0f,(¥))  (2.7)
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2.2
Principais Relacdes

Destacam-se 0s seguintes resultados:

S HX,Y)=HX)+HY | X)=H(Y)+H(X]Y) g
(Regra da Cadeia) (2.8)

A entropia conjunta de duas varidveis aleatorias €, portanto, dada pela
entropia de uma delas acrescida da entropia remanescente da outra, dado o
conhecimento da primeira.

D 1(XY) = H(X) = H(X [Y) = H(Y) - H(Y | X) (2.9)

A informacdo mutua I(X;Y) é, portanto, a reducdo da incerteza de uma
variavel devido ao conhecimento da outra. Assim, X diz tanto acerca de Y quanto

Y diz acerca de X.

D I(X;Y|Z)=H(X|Z)-H(X|Y,Z)

(Informag&o Mdtua Condicional) (210)

2 I(X;Y) = H(X)+ H(Y) = H(X,Y) (2.12)

2 I(X;Y)=1(Y;X) (Simetria da Informagao Mtua) (2.12)
2 I(X;X)=H(X) (2.13)

Esta é a razdo de, muitas vezes, a entropia ser referida como auto-

informacéo.

D H(X|Y)<H(X) (2.14)

Com igualdade se, e somente se, X e Y sdo independentes.

2 H(X,Y)<SH(X)+H() (2.15)

Com igualdade se, e somente se, X e Y sdo independentes.
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H(X,Y)

H(X) H(Y)

Figura 2.2 — Relacdo entre entropia e informacao mutua

2.3
Entropia Diferencial de Shannon

A seguir, introduz-se o conceito de entropia diferencial, que é a entropia de
uma variavel aleatdria continua. A entropia diferencial é similar em muitas formas
a entropia de uma variavel aleatoria discreta, mas ha diferencas importantes,
devendo-se ter certo cuidado no uso desse conceito. Salientando-se, aqui, que a
entropia diferencial, ao contrario do caso discreto, pode ser negativa, mas a versao

diferencial da informagdo mutua, como serd visto, sempre sera ndo-negativa.

Definicdo 6 — A entropia diferencial de Shannon h(X) de uma variavel

aleatdria continua X , com funcdo de densidade de probabilidade fy(X) , X €

X (conjunto dominio da variavel) , é definida como
h(X)=—[, ,()log f,(x)dx (se existir") (2.16)
Como no caso discreto, a entropia diferencial depende somente da funcéo

de densidade de probabilidade da variavel aleatoria, e, portanto, é, por vezes,

representada por h(f) ao invés de H(X).

! Doravante, essa declaragéo fica subentendida sempre que a definicdo envolver uma integral.
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Definicdo 7 — A entropia diferencial conjunta (de Shannon) h(X,Y) de um

par de variaveis aleatorias continuas (X, Y), com densidade fyy , € definida como
h(X,Y)=—[ [ f,,(x y)log f,,(x y)dxdy (217)

Definicdo 8 — A entropia diferencial condicional (de Shannon) h(X |Y) é
definida como

h(X 1Y) ==]_ [, f,(x y)log f, (x| y)dxdy (2.18)

Considerando-se que f(x |y) = f(x,y) / f(y) , pode-se dizer que

h(X |Y) = h(X,Y)—h(Y) (2.19)

Devendo-se ter cuidado se alguma das entropias diferenciais é infinita.

Definicdo 9 — A entropia relativa ou divergéncia (assimétrica) de
Kullback-Leibler entre duas densidades f e g € definida por

f(x) £ (X)
D, (f1l9)=[ f(x)log—Ldx=E, | log—*.
«(Fl1g) =] f(x)log 70 ™ f[og g(X)J (2.20)

Note-se que Dk.( f || g ) é finita somente se o conjunto suporte de f esta

contido no conjunto suporte de g.

Também aqui, motivado pela continuidade, toma-se 0 Iog% =0.

Dk (f ]| 9) = 0 com igualdade se, e somente se, f =g em quase toda parte.

Definicdo 10 — A informagdo muatua (de Shannon) I(X;Y) entre duas
variaveis aleatdrias continuas X e Y , com densidade conjunta fxy e densidades

marginais fx e fy é dada por:

fy (X Y)

fx(Tfy(y)dx dy = D (f, W f,(x) f,(¥)) 20 (2.21)

1(X;Y) =MX f(x,y)log
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com igualdade se, e somente se, f,, =fx f, em quase toda parte (ou seja, se X e Y
sdo independentes).

Embora a entropia diferencial, ao contrario da entropia para variaveis
aleatorias discretas, ndo possa ser interpretada como uma medida de aleatoriedade
ou incerteza, a informacdo mdtua mantém a mesma interpretacao tal qual no caso

discreto.

Destacam-se 0s seguintes resultados:

2 h(X,Y) =h(X)+h(Y | X)=h(Y)+h(X |Y)

(2.22)
(Regra da Cadeia para a Entropia Diferencial)
S 1(X;Y)=h(X)=h(X|Y)=h(Y)=h(Y | X) (2.23)
SIXY|Z)=h(X|Z)+h(X|Y,Z)
(2.24)
(Informac&o Mutua Condicional)
2 1(X;Y)=h(X)+h(Y)-h(X,Y) (2.25)
S I(X;Y)=1(Y;X)  (Simetria da Informacdo Mutua) (2.26)
2 h(X|Y)<h(X) (2.27)
Com igualdade se, e somente se, X e Y sdo independentes.
2 h(X,Y) <h(X)+h(Y) (2.28)

Com igualdade se, e somente se, X e Y sdo independentes.
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2.4
Entropia, Entropia Diferencial e Informac&o Mutua de Rényi

Definicdo 11 — A entropia de Rényi H, (X) de ordem « de uma
variavel aleatdria discreta X , com fungdo de massa de probabilidade fi(x) , x € X,

é definida como

Heq (x)zlingfx"‘(x), paraa>0e a=1l (2.29)
“ 4

xeX

Aqui, 0 =0, para todo real a.
A entropia de Shannon aparece como um caso especial da entropia de

Rényi, tomando-se o limite desta, quando « — 1, ou seja,

limH, (X)=-3_ f,(x)log f,(x) =H(X) (2.30)

xeX

onde H(X) é a entropia de Shannon, anteriormente, apresentada. Assim, a entropia

de Shannon pode ser considerada um membro da familia da entropia de Rényi.

De particular interesse, é a entropia de Renyi de ordem 2, chamada de

entropia quadratica, definida a seguir:

Definicao 11a — A entropia quadratica de Rényi H, (X) é dada por

He, (X)=~log 3", £/ (x) (231)
xeX
Definicdo 12 — A entropia diferencial de Rényi hy (X) de ordem « de

uma variével aleatéria continua X , com funcdo de densidade de probabilidade
f«(x), € definida como
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1 a
M, (X) == —log| [ 7()dx |, para0 <<, ax1 o

Novamente, tomando-se o limite, quando « — 1, obtém-se a funcdo da

entropia de Shannon:

he, (X)==]_f,(x)1log f,(x)dx=h(X) (2.33)

Evidencia-se, aqui, também, a entropia diferencial de Rényi de ordem 2,

chamada de entropia quadratica diferencial, definida a seguir:

Definicdo 12a — A entropia quadratica diferencial de Rényi h, (X) é
dada por
he, (X)=—log [ £7(x)dx (2.34)

Definicdo 13 — A entropia relativa ou divergéncia (assimétrica) de Rényi

entre duas funcGes de massa de probabilidade f(x) e g(x) é definida como

D, (f||g)——long(x)(f§:;j
e (2.35)

:illogz f“(xX)g"“(x), paraa>0ea=1
a_

xeX

A divergéncia de Kullback—Leibler é obtida no limite, quando o —1.

limD, (f[l9)= > f(x)log ;EX; dx =D, (f 1 9) (2.36)

xeX

Dr (f119)=0 com igualdade se, e somente se, f(x) = g(x), para

todo x € X.
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Definicdo 13a — A divergéncia quadratica de Rényi entre duas funcdes de

massa de probabilidade f(x) e g(x) , Dg, (f || ), € dada por

Dy, (fll9)= IogZ () (2.37)

Definicdo 14 — A entropia relativa ou divergéncia (assimétrica) de Rényi

de ordem « entre duas densidades f e g (Neemuchwala, 2005) é definida por

D, (fllg)=—log], g(x)[ Exn dx=
(2.38)

1
:—Iogj fo(x)g"“(x)dx, paraa>0e a# 1.
a-1 X
A divergéncia de Kullback—Leibler é obtida no limite, quando o —1.
imD;, (1119)= [, (0log--) d=Dy.( ) (2:39)

D, (f1lg) 20 com igualdade se, e somente se, f =g em quase toda

parte.

Definicdo 14a — A divergéncia quadratica de Rényi entre duas densidades

feg, Dg,(f [ 9),édadapor

D, (fllg)= IogJ‘ ()dx (2.40)

A divergéncia quadratica de Rényi ndo esta implicitamente baseada na
entropia quadratica de Rényi, pois, como pode-se observar, a divergéncia nao é

quadratica em ambas as funcdes (Jenssen, 2005).
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A divergéncia de Rényi também pode ser usada como uma medida de
informacdo mdtua entre variaveis aleatorias, considerando a divergéncia entre a
distribuicdo conjunta e a do produto das marginais, conforme as defini¢Oes
subseqlientes, considerando exclusivamente a divergéncia quadratica, sendo

simplesmente representada por Ir(X;Y).

Definicdo 15 — A informacdo matua de Rényi Iz(X;Y) entre duas variaveis
aleatorias discretas X e Y , com funcéo de massa de probabilidade conjunta fyy(x,y)
e funcBes de massa de probabilidade marginais fx(x) e f,(y) é dada pela entropia

relativa entre a distribui¢do conjunta e a distribuicdo do produto das marginais:

(XY = |ogzzf(xygf?)—DRz(fxy<x,y)|| LOOLONZ0  (241)

com igualdade se, e somente se, fy(x,y) = f(x) fy(y) (ou seja, se X e Y séo

independentes).

Definicdo 16 — A informacd@o mutua de Rényi Ir(X;Y) entre duas variaveis
aleatorias continuas X e Y , com densidade conjunta fy(X,y) e densidades

marginais fy(x) e fy(y) é dada por:

1L (GY) =log [ [ f(*ygf?)d dy =D, (f, (NI, (N20 (242

com igualdade se, e somente se, fy, = f fy em quase toda parte (ou seja, se X e Y

séo independentes).

A informacdo muatua de Reényi, ao contrario da informacdo mutua de
Shannon, ndo pode ser expressa em termos das entropias (Jenssen, 2005).
Entretanto, a informacdo mutua de Cauchy-Schwartz, apresentada na proxima
secdo, pode ser expressa, como serd visto, através da entropia quadratica de

Rényi.
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2.5
Informacédo Mutua de Cauchy-Schwartz

Principe et al. (2000) definiram uma medida de divergéncia entre funcdes
de densidade de probabilidade (ou funcdes de massa de probabilidade) baseada na

desigualdade de Cauchy-Schwartz entre vetores.
Assim, com base na desigualdade de Cauchy-Schwartz HXH H yH > (XT y),

pode-se escrever

T

VX

Substituindo o produto interno entre vetores na desigualdade acima pelo
produto interno entre tais funcdes, define-se, entéo, tal medida de divergéncia.

Definicdo 17— A divergéncia (simétrica) de Cauchy-Schwartz entre duas

fungdes de massa de probabilidade f(x) e g(x) é dada por

> H(99(9)
De. (1 1| g) = —log——= .40
IEOED

xeX xeX

D (f|lg)=0 com igualdade se, e somente se, f(x) = g(x), para

todo x € X.

Desenvolvendo a equacdo anterior, tem-se

Des(F 1) =—log > f (x)g(X)—%(—'Og 2 f Z(X)j—%(—'og 2. gz(x)j (2.45)

xeX xeX xeX

Expressando o segundo membro da Eq. (2.45), através da entropia de

Rényi, obtém-se 0 seguinte:

1 1
Des (T119) =he, (T x9) =2 e, (1) =2 e, (9) (2.46)
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onde

e hg (f)éaentropia quadratica de Rényi com respeito a f.
e hg (g)éaentropia quadratica de Rényi com respeito a g.

e hy (fxg)pode serinterpretada como a entropia cruzada entre f e g.

Definicdo 18— A divergéncia (simétrica) de Cauchy-Schwartz entre duas

densidades f e g é dada por

[ F00g(x)dx

\/(.[x fz(x)dx)(jx gz(x)dx)

Dcs(f|l g) =0, com igualdade se, e somente se, f=gem quase toda parte,

Des (f ]l 9)=—log

(2.47)

e as integrais envolvidas sdo todas formas quadraticas de func¢Ges de densidade de
probabilidade.

Desenvolvendo a equagdo anterior, tem-se

L (— log IX g? (x)dx) (2.48)

D.;(1119)=~log [, f(09()ex~(~log [, £7(qdx)->

Expressando o segundo membro da Eq. (2.48), através da entropia

diferencial de Rényi, obtém-se o seguinte:

Des (1 119) =P, (Fx9)~—he. ()=~ (0) 2.49)
onde
e h (f)éaentropia quadratica diferencial de Rényi com respeito af.
e hy (g)éaentropia quadratica diferencial de Rényi com respeito a g.
e hy (fxg)pode ser interpretada como a entropia cruzada diferencial

entrefeg.
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Definicdo 19— A informacdo mutua de Cauchy-Schwartz Ics(X;Y) entre
duas variaveis aleatorias discretas X e Y , com funcdo de massa de probabilidade
conjunta fy(x,y) e funcdes de massa de probabilidade marginais fy(x) e f,(y) é dada
pela divergéncia entre a distribuicdo conjunta e a distribuicdo do produto das

marginais:

1 1
les (X3Y) =hg, (Fyy x fy fY)_Eth(fxv)_Eth(fx fy)=
= DCS(fxy ” fx fy)ZO

(2.50)

com igualdade se, e somente se, fy(x,y) = fx(x) fy(y) (ou seja, se X e Y sdo
independentes).

Definicdo 20— A informacdo mutua de Cauchy-Schwartz Ics(X;Y) entre
duas variaveis aleatorias continuas X e Y , com densidade conjunta fy(X,y) e

densidades marginais f,(x) e f,(y) é dada por:

1 1
les (X5Y) =hg, (F,y x fy fY)_Eth(fxv)_Eth(fx fy)=
= DCS(fxy “ fx fy)ZO

(2.51)

com igualdade se, e somente se, f,, =fx f, em quase toda parte (ou seja, se X e Y

séo independentes).
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