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Métodos e Modelos

3.1

Método de Selecao de Variaveis

3.1.1

Introducéo

Na maioria das aplicacdes reais de previsao, as bases de dados contém um
grande nimero de atributos ou variaveis, muitas delas introduzidas para obter uma
melhor representagdo do problema. Entretanto, na maioria dos casos, grande parte
destas variaveis ¢ irrelevante e/ou redundante. Deste modo, um problema comum
nestas aplicacoes reais € a selecdo das caracteristicas ou variaveis mais relevantes
do ponto de vista do objetivo final, dentre todos os atributos da base de dados. O
modelo de tratamento descrito nesta se¢do tem essa missdo, ou seja, reduzir e
otimizar a base de dados que servira de entrada para os modelos das se¢des
subseqiientes 3.2 e 3.3, na tentativa de alavancar a eficiéncia desses modelos.

Existem intimeras técnicas para a tarefa de selecdo de varidveis. Dentre os
algoritmos de selecdo de varidveis, que sdo independentes do modelo (Model
Free) — possuem capacidade de escolha de varidveis em menor tempo e a um
menor custo computacional que os algoritmos dependentes do modelo — pode-se
citar: Correlagdo Cruzada, Autocorrelagdo, Estimador por Minimos Quadrados
(LSE — Least Squares Estimator) e SIE (Single Input Effectiveness). Neste trabalho
foi utilizado o LSE, tendo em vista que: tanto a Correlagdo Cruzada como a
Autocorrelacdo sdo proprias para medir relagdes lineares entre as variaveis de
entrada e a variavel de saida; e o SIE, além de também partir da premissa de
relagdes lineares entre entradas e saida, ja foi usado em trabalho anterior

semelhante [62], com resultados ruins.
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3.1.2
Método do Estimador por Minimos Quadrados (LSE)

O Estimador por Minimos Quadrados ¢ um método que busca expressar o
comportamento da variagdo Ay da variavel de saida y (vetor) em funcdo das
variagdes AX das diversas varidveis de entrada X; (vetores) do sistema, por meio
dos diferenciais de primeira ordem das quantidades, ou seja, busca estimar os
coeficientes b na relacdio Ay = AX.b. Desta forma, consegue-se linearizar
possiveis relagdes ndo-lineares e resolver o problema por meio de uma
regressdo linear multivariada, determinando os coeficientes desta regressdao por

meio de um método de minimos quadrados.

3.1.21

Descricao

Seja um sistema de n entradas e uma saida; o método LSE calcula a
importancia da i-ésima variavel de entrada X; estimando o i-€simo pardmetro b;
da funcao F' (equagdo 3.1), que descreve a variagdo da variavel de saida Ay em
relacdo a variacdo de cada i-ésima varidvel de entrada AX; sobre o conjunto
completo de dados.

F= Ay = b)AX1+ bAX2+ ... + b,AXy (3.1)

Os componentes do vetor Ay sdo obtidos subtraindo os valores da variavel de
saida nos padrdes da base de dados em combinagdes duas a duas, e os componentes
do vetor AX; sao obtidos subtraindo os valores correspondentes do vetor varidvel de
entrada X; nos padroes da base de dados em combinagdes duas a duas.

Da equagdao 3.1, pode-se dizer que cada pardmetro b; representa a
importancia da i-ésima varidvel de entrada com respeito a varidvel de saida, no
sentido estatistico. O céalculo dos parametros b; ¢ feito mediante o algoritmo do
Estimador por Minimos Quadrados (LSE). A secdo seguinte descreve com mais

detalhes este método.
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3.1.2.2
Algoritmo do LSE

O algoritmo do Estimador por Minimos Quadrados determina a
importancia de cada variavel baseado na teoria a seguir [63].

Seja uma fungdo diferenciavel y que descreve um sistema de n entradas e
uma saida:

y=f{x1, X2, X3, ..., X,) onde [x;, x2, x3, ..., x,]" € [0,1]",
havendo disponivel um conjunto de p pares de dados amostrais (padrdes)
desta funcgao:
[x/,x{,x{,...,x/,y'1", onde j=1, 2,..., p.

Quaisquer dois valores de saida, tais como o valor de saida para o j-ésimo par de
dados y; e valor de saida para o k-ésimo par de dados y;, podem ser aproximados

usando a seguinte Expansdo em Série de Taylor em torno de um ponto fixo

arbitrario [ X}, X5, X, ..., Xn]T :

n o .
yj:f(le X2y X3; "'JX}’I)+ z i .(xl:] _Xl) +’" (3.2)
i=1 ax,' Y=X !
0, X, X, X+ Y| [ L C_x 13
e X Xo, X, X))+ Y o (xf =X |+7, (3.3)
i=1 ixi=Xi |

Nas equagdes 3.2 e 3.3, r; e r; sdo residuos de alta ordem e podem ser

ignorados sem risco de perder muita informagdo se ‘(xij —Xi)‘ﬁl e
‘(xl." - X, )‘ <1, para todas as i variaveis.

Subtraindo a equacgdo 3.2 da equacdo 3.3, de modo a obter a variagdo da
variavel de saida Ay em relacdo a variacdo de cada i-ésima variavel de

entrada Ax;, sobre o sistema, tem-se:

n

v, =y =.[b,(x/ =x)] , (34
i=l
n af
onde b;= ) — s 35
;axi X, ()

pela qual a funcdo original ¢ aproximada por uma fungdo linear. Esse tipo de

aproximagao ¢ utilizado extensamente em regressao nao linear [64]. A equacao 3.4
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pode ser escrita em func¢ao do conjunto de dados da seguinte maneira: se a base de
dados contém p pares de dados, existem m = C) (nimero de combinac¢des dos

pares de dados dois a dois) "vetores variagao", obtidos subtraindo os
valores das varidveis de saida e de entrada relativos ao par de dados j dos
valores das varidveis de saida e de entrada relativos ao par de dados &,

respectivamente. Portanto, estes vetores variagdo terdo a seguinte forma:
j ko k j k kAT
[xl TX Xy T XXy XY Y ]
O numero de vetores variagdo m = C; pode ser um nimero muito grande,

portanto, somente ¢ (<< m) vetores variagdo sao aleatoriamente
selecionados. Deste modo, a equacdo 3.4, que descreve a variacao da variavel
de saida Ay em relacdo a variacdo de cada i-ésima varidvel de entrada AX; sobre
todo o conjunto de dados, pode ser reescrita na forma matricial como segue:
Ay =AX.b (3.6)
Onde Ay,Ax e b tém dimensdes gx1, gxn e nx1, respectivamente. b ¢ um vetor
desconhecido, cujos elementos sdo os valores dos coeficientes b; (equagado 3.5).
A equagdo 3.6 também pode ser escrita como:
AYy=b;AX1tb,AXo+...+b,AXp 3.7)
Onde Ay, AX;, b; tém dimensao gx1, gx1 e 1x1, respectivamente.
Das equagdes 3.6 e 3.7, encontra-se que cada elemento do vetor b, isto &,
cada b, representa a taxa de variacdo da variavel de saida y em relacdo a
variacdo de cada variavel de entrada X;, sobre o conjunto completo de dados.
Por conseguinte, o valor de b; representa a importancia da correspondente
entrada com respeito a saida, no sentido estatistico [63].
Em geral, na equagdo 3.6, se ¢ > n, ndo existe solugdo exata ou Unica
para b (sistema sobredeterminado). Para solucionar o problema, utiliza-se a
formula da pseudo-inversa [64-66] para encontrar b*, que ¢ o Estimador por
Minimos Quadrados de b:

b*=(Ax" . Ax)" . AXT . Ay (3.8)
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3.1.2.3
Importancia das Variaveis de Entrada

Na equagdo 3.7, cada valor de b; representa o grau de importancia da
correspondente variavel de entrada X; com respeito a saida. Os valores de b
podem ser positivos ou negativos. Deste modo, define-se o termo impo(x;) para

representar o grau de importancia de x; em relagdo a varidvel de saida y:

impo(x,) = n|b—’| (3.9)

2 Jp)
j=1

O que implica que : Zimpo(xl.) =1 (3.10)
i=1

Sendo assim, as variaveis X; que apresentarem os maiores graus de importancia
serdo as variaveis selecionadas. A maneira de se definir quais sdo os maiores graus
de importancia fica a critério do usudrio do método. Por exemplo, pode-se definir
como sendo todos os graus maiores que um determinado valor, ou como sendo os &
maiores graus, ou todos os graus maiores que a média dos graus.

Cabe ressaltar que, se os vetores de entrada [x;, x5, X3, ..., x,,]T em um conjunto
de dados excedem o intervalo [0,1]", entdo a expanséo da série de Taylor ndo pode
ser usada. Neste caso ¢ aplicada uma fun¢do de normalizagdo para normalizar
todos os vetores de entrada em [0,1], e entdo o algoritmo descrito acima pode ser

utilizado.

3.2

Redes Neurais Artificiais

3.2.1

Historico

O cérebro humano possui caracteristicas desejaveis em qualquer sistema
artificial. Como exemplo, pode-se citar sua capacidade para lidar com
informagdes inconsistentes e/ou probabilisticas, sua alta flexibilidade de
adaptacdo a situagdes aparentemente pouco definidas, sua tolerancia a falhas,

entre outras. Todas estas caracteristicas mencionadas despertaram o interesse de
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pesquisadores, que na década de 80 intensificaram suas linhas de estudo na area
de inteligéncia computacional com o uso da computagdo intensiva.

No entanto, o aparecimento da neuro-computagdo ocorreu bem antes, na
década de 40, com o primeiro modelo artificial de um neurdénio biolégico. Em
1943, Warren McCulloch, psiquiatra e neuroanatomista, ¢ Walter Pitts,
matematico, desenvolveram uma maquina inspirada no cérebro humano e um
modelo matematico de neurdnio biologico artificial denominado Psychon [67].
Entretanto, este modelo ndo era capaz de desempenhar um de seus principais
requisitos: o aprendizado.

Em 1951, Marvin Minsky criou o primeiro neurocomputador chamado
Snark . A partir de um ponto de partida, o Snark operava bem, ajustando os seus
pesos automaticamente. Apesar de ndo ter executado uma fungdo de
processamento de informagdo relevante, serviu como "molde" para futuras
estruturas.

Em 1958, Frank Rosenblatt e Charles Wightman, juntamente com outros
pesquisadores, desenvolveram o primeiro neurocomputador bem sucedido [68].
Estes pesquisadores sdo considerados como os fundadores da neurocomputagio,
devido a importancia de seus trabalhos para essa linha de pesquisa, muito proxima
da forma como existe atualmente. Seus estudos sustentaram os modelos do tipo
perceptron (redes de um nivel) e MLP (Perceptrons de multiplas camadas). O
objetivo inicial era aplicar a modelagem do tipo Perceptron para o
reconhecimento de padroes.

Os modelos baseados no Perceptron sofreram graves criticas. Na obra:
"Introduction to computacional geometry”, Minsky e Papert mostraram
matematicamente que estes modelos, na forma como estavam definidos, ndo eram
capazes de aprender a fungdo logica do “OU Exclusivo” (XOR) [69]. A funcao
XOR possui padrdes de valores de entrada e saida cuja associagdo nao poderia ser
aprendida pelos modelos baseados em Perceptrons. Esta constatagdo impactou
negativamente as pesquisas que vinham sendo realizadas sobre este assunto nas
décadas de 60 e 70.

A partir dos anos 80, os estudos com redes neurais tomaram um impulso
revolucionario. Em 1982, John Hopfield, fisico mundialmente conhecido, criou
um tipo de rede diferente daquelas fundamentadas no Perceptron [70]. Neste

modelo a rede apresentava conexdes recorrentes (ou seja, o sinal nao se propagava
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exclusivamente para frente) e baseava-se em um aprendizado nao supervisionado
com a competi¢do entre 0s neurdnios.

Em 1986, o reaparecimento das redes baseadas em Perceptrons foi
possivel gragas a teoria de redes em multinivel (MLP) treinadas com o algoritmo
de aprendizado por retropropagacdo (Backpropagation) desenvolvido por
Rummelhart, Hinton e Williams [71]. Além disso, vale lembrar que a década de
80 foi marcada pelo desenvolvimento de computadores cada vez mais potentes e
velozes, que permitiram melhores simulacdes das redes neurais. Neste periodo
também foram desenvolvidos modelos matematicos que permitiam solucionar o
problema do XOR [72].

A partir de entdo, um contexto favoravel foi criado para o desenvolvimento
das pesquisas em neurocomputagao:

¢ (1987): acontece a primeira conferéncia de redes neurais, a IEEE

Internacional Conference on Neural Networks em Sao Francisco - Criou-se

ainda a INNS (International Neural Networks Society).

¢ (1989): fundacao do INNS Journal.

¢ (1990): criagao do Neural Computation ¢ do IEEE Transactions on Neural

Networks.

3.2.2

Estrutura do Neurbdnio

Para comecar a falar de redes neurais, o ponto de partida ¢ definir o que sdo
e como se constituem as suas unidades basicas. Uma rede neural ¢ um sistema
computacional constituido por unidades conhecidas como neuronios. Os
neurdnios sdo elementos processadores interligados, trabalhando em paralelo para
desempenhar uma determinada tarefa.

Como ja foi dito anteriormente, o primeiro modelo de neurdnio artificial
foi o criado por McCulloch & Pitts, em 1943. A partir deste, os neurdnios
artificiais evoluiram e propiciaram, como estrutura basica, o aparecimento de
varios modelos, tais como, Perceptron, Adaline e Multilayer perceptron. Este
ultimo é o modelo usado nesta dissertagdo. Os modelos RNAs constituem uma

importante técnica estatistica nao-linear, capaz de resolver uma gama de
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problemas de grande complexidade. Por isso, sdo modelos uteis em situagdes nas
quais nao ¢ possivel definir explicitamente uma lista de regras.

A figura 3.1 mostra a estrutura de um neurdnio biolégico e, em seguida, a
figura 3.2 mostra a estrutura funcional de um neurdnio artificial, onde ¢ descrito o

que se encontra no interior do k-ésimo neuronio de uma rede.

Figura 3.1: Neurdnio biolégico

E - . Wki

N Wik2 r

T = ug SAIDA
QO |—

R y

A Jk

D

g . Wip polarizador

: 0,
pesos

Figura 3.2: Descricdo de um k-ésimo neurdnio

O neuro6nio artificial ¢ composto por p terminais de entrada x;, x2, X3,..., Xp,
que podem ser os padrdes de entrada da rede ou as saidas dos neurdnios da
camada anterior, representando os dendritos de um neurénio humano. E
composto, também, por uma Unica saida yy, representando o axoénio do neurdnio

humano. Cada entrada do neur6nio artificial x; possui associado a ela um valor
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wri, chamado de peso sinaptico, em uma alusdo as sinapses, que sdo as conexoes
entre os dendritos de um neurdnio e os axonios de outros neurdnios. Esses pesos
tém a funcdo de regular os valores das entradas no corpo da célula. O corpo da
célula, nticleo do neurdnio ou neurdnio propriamente dito, ¢ onde sdo processadas
as entradas ja multiplicadas pelos respectivos pesos, ou seja, ¢ onde ¢ processada
P P
in wy, + 6 in Wy = Uy
a soma = , onde ! . A soma ¢, entao, fornecida a func¢ao
de ativagdo, gerando assim a saida do neur6nio. As funcdes de ativagdo
atualmente utilizadas nos modelos sdo nao-lineares, monotonicas e limitadas (ex.

logistica e tangente hiperbolica).

3.23
Estrutura da Rede

A Rede neural artificial pode ser formada por uma ou mais camadas
(fileiras) de neuronios. De uma maneira simples, tem-se camadas de neurdnios
enfileiradas e ligadas entre si. Na topologia mais tradicional, cada neurdnio da
primeira camada se liga através de sua saida a uma entrada de cada um dos
neurdnios da segunda camada. O mesmo acontece com os neurdnios da segunda
camada em relagdo aos da terceira e assim por diante.

A figura 3.3 abaixo mostra uma rede neural com quatro entradas, trés
neurénios na primeira camada (neurdnios intermediarios) e dois neurdnios na
camada de saida. As camadas que ndo fazem parte da camada de saida (neste caso

a primeira) sdo chamadas de camadas escondidas.

Pesos Neurdnios

de saida

Entradas Saidas

Neurdnios
intermediarios

Figura 3.3: Exemplo de estrutura da rede
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E importante lembrar que, além das entradas da rede, todas as conexdes
entre neurdnios sao multiplicadas por pesos. Visto isso, olhando para a figura 3.3,
as saidas dos neurdnios intermedidrios sdo também multiplicadas por pesos

sinapticos antes de serem somadas dentro dos neurdnios da camada de saida.

3.2.4

Processamento Neural

As Redes Neurais devem ser configuradas de modo que a apresentacdo de
um conjunto de entradas produza o conjunto de saidas desejado. O processamento
de uma Rede Neural pode ser dividido em duas fases:

e Aprendizado (Learning): Processo de atualizacdo dos pesos sinapticos

para a aquisi¢do do conhecimento - Aquisi¢do da Informagdo

e Recuperacdo de Dados (Recall): Processo de calculo da saida da rede,

dado certo padrdo de entrada - Recuperagdo da Informagao.

Definir adequadamente o nimero de camadas escondidas e o numero de
processadores em cada uma dessas camadas ¢ a garantia do compromisso entre
Convergéncia e Generalizagdo.

A Convergéncia ¢ a capacidade da Rede Neural de aprender todos os
padrdes do conjunto de treinamento. Se a rede neural for pequena, ndo sera capaz
de armazenar todos os padrdes necessarios. Isto ¢, a rede ndo deve ser
demasiadamente rigida, a ponto de ndo modelar fielmente os dados. Se a rede for
muito grande (muitos parametros = pesos), nao respondera corretamente a padrdes
nunca vistos. Isto ¢, a rede ndo deve ser excessivamente flexivel a ponto de
modelar também o ruido.

Chama-se de Generalizagdo a capacidade de um modelo de aprendizado
responder corretamente aos exemplos que lhe sdo apresentados, sendo que estes
exemplos ndo devem estar presentes na base de aprendizado. Um modelo que tem
uma boa generalizagdo ¢ aquele que responde corretamente aos exemplos contidos
na base de aprendizado, mas também a outros exemplos, diferentes daqueles da
base de aprendizado, e que estdo contidos em uma base de teste. A capacidade de
generalizar ¢ a principal capacidade buscada nas tarefas que envolvem

aprendizado [73].
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3.25

Aprendizagem e Treinamento

Na realidade, Redes Neurais Artificiais, imitando o cérebro, possuem a
capacidade de aprender por meio de exemplos e fazer interpolagdes e
extrapolagdes do que aprenderam. No aprendizado conexionista ndo se procura
obter regras como na abordagem simbolica da Inteligéncia Artificial (IA), mas
determinar a intensidade 6tima das conexdes entre os neurénios. Um conjunto de
procedimentos bem definidos para adaptar os parametros de uma RNA para que a
mesma possa aprender uma determinada fun¢do ¢ chamado de algoritmo de
aprendizado. Como era de se esperar, existem varios algoritmos de aprendizado,
cada qual voltado para um conjunto de aplicacdes especificas e com suas
vantagens e desvantagens.

A etapa de aprendizagem consiste em um processo iterativo de ajuste dos
pesos sinapticos. Estes, ao final do processo, guardam o conhecimento que a rede
adquiriu do ambiente em que esta operando.

O aprendizado ¢ o resultado das muitas apresentacdes de um determinado
conjunto de exemplos de treinamento. Neste contexto, ¢ valido destacar o
conceito de época [74]. Epoca significa uma apresentagio completa de todo o
conjunto de treinamento.

Em resumo, basicamente, o aprendizado se da pela atualizacdo dos pesos
sindpticos, atualizagdo esta que € proporcional a diferenca (erro) entre a saida
calculada pela rede neural (que ¢ diretamente proporcional aos pesos sinapticos
utilizados) e a saida real. Existem varias formas de atualizacdo dos pesos, também
chamadas de regras de aprendizado, dentre as quais, a minimizagao do erro médio
quadratico pelo algoritmo do gradiente descendente (usado pelo algoritmo de
aprendizado BackPropagation) ou por meio de um algoritmo que utiliza uma
aproximacdo do método de Newton (usado pelo algoritmo de aprendizado
Levenberg Marquardt).

O treinamento da rede pode se dar de duas maneiras, Batch ou Incremental:

e Batch, Batelada ou Por ciclos: a atualizagdo dos pesos acontece somente
apos a apresentag¢do de todos os padrdes. Todos os padrdes sdo avaliados

com a mesma configuracao de pesos.
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o Incremental ou Por Padrdo: o algoritmo faz a atualizacdo dos pesos
apo6s a apresentagdo de cada novo padrao. Por isso mesmo, a freqiiéncia
das atualizagdes em um mesmo periodo tende a ser maior do que no caso
anterior. Como neste caso o algoritmo tende a levar a rede a aprender
melhor o tltimo padrdao apresentado, ¢ interessante tornar a

apresentacdo dos exemplos aleatoria.

A eficiéncia dos dois métodos depende do problema em questdo. O
aprendizado ¢ mantido de época em época até que os pesos se estabilizem e o
erro quadratico médio sobre todo o conjunto de treinamento convirja para um
valor minimo, de modo que o objetivo pretendido seja atingido.

Uma rede pode se especializar demasiadamente em relacdo aos exemplos
contidos na base de aprendizado. Este tipo de comportamento leva a um problema
de aprendizado conhecido como super-aprendizado ou over-fitting. Normalmente
o over-fitting pode ser detectado e evitado por meio de um método de interrupgao
ou ajuste do treinamento denominado early stopping (ver apéndice 5).

Os procedimentos de treinamento podem ser divididos em dois tipos:

e Supervisionado — a rede ¢ treinada por meio do fornecimento dos valores

de entrada e de seus respectivos valores desejados de saida (figura 3.4);
e Nao-supervisionado — Nao requer o valor desejado de saida da rede. O
sistema extrai as caracteristicas do conjunto de padrdes, agrupando-os em
classes inerentes aos dados. Este tipo de treinamento ¢ aplicado a

problemas de “clusterizagdo” (figura 3.5).

Padrao de Entrada
(09)

Saida
©)

Valor
Desejado

®

e(ts)

Figura 3.4: Treinamento Supervisionado
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Padrio de Entrada Pesos ajustaveis
X) (W)

Saida
O]

Figura 3.5: Treinamento Nao-Supervisionado

O algoritmo de treinamento de redes neurais mais utilizado para
previsdo, reconhecimento e classificagdo de padrdes ¢ do tipo supervisionado e
denominado Backpropagation que, como ja dito anteriormente, utiliza como
forma de ajuste dos pesos a minimizacdo do erro médio quadratico pelo
algoritmo do gradiente descendente.

Nesta dissertacdo, utiliza-se o algoritmo de treinamento Levenberg-
Marquardt [25], pois este ¢ um dos métodos mais rapidos para o treinamento de
redes neurais feed-forward de tamanho moderado (até algumas centenas de
pesos). No entanto, pelo fato do Levenberg-Marquardt ser uma variagao do
Backpropagation, a seguir sdo feitas algumas observacOes relativas a este
algoritmo de treinamento. No apéndice 4 encontram-se todas as informagdes
julgadas necessarias ao entendimento do algoritmo Levenberg-Marquardt.

O algoritmo Backpropagation ¢ usado para treinamento de redes Multilayer
perceptron e tem como caracteristicas marcantes:

- os erros dos elementos processadores da camada de saida (que sdo
conhecidos, no treinamento supervisionado) sdo retropropagados para as
camadas intermedidrias (dai o nome do algoritmo);

- Regra de propagagdo — net;=2 x;. w;;+0;;

- Fungdo de ativacdo — Funcdo ndo-linear, diferencidvel em todos os
pontos;

- Topologia — Multiplas camadas;

- Algoritmo de aprendizado - Tipo supervisionado;

- Valores de entrada/saida — Bindrios e/ou continuos.

Outra importante caracteristica do Backpropagation € o processo de
atualizacdo dos pesos sindpticos, que ¢ feito por meio da minimizacdo do erro
quadratico pelo método do Gradiente descendente. Por este método, o fator de

atualizagdo Otimo para o peso wj; relativo a entrada i do processador j ¢ dado
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por:

Aw,, = —n——, (3.11)

lembrando que o gradiente de uma fun¢do estd na dire¢do e sentido onde a
funcao tem taxa de variacdo maxima.

Na equacao 3.11 tem-se
k
E:%ZpZ(df—y,-”)z, (3.12)
i=1

onde E ¢ a medida do erro total, p ¢ o nimero de padrdes, £ ¢ o nimero de
unidades de saida, d; ¢ a i-ésima saida desejada e y; € a i-ésima saida gerada.
Embora o erro total £ seja definido pela soma dos erros das saidas para
todos os padrdes, serd assumido, sem perda de generalidade, que a minimizagao
do erro para cada padrio individualmente levara a minimiza¢dao do erro total.

Assim, o erro passa a ser definido por:

E:%Z(dj—yj)2 (3.13).

Usando a regra da cadeia em (3.11), tem-se:

OF OFE 5netj

Aw, =-n =— 3.14).
7 /5wﬁ 775netj ow, G.14)
Como net;=2 s;.w;+ 0, entdo:
onet;
L=, (3.15)
ow,

onde s;¢ o valor de entrada recebido pela conexao i do neurdnio ;.

Como

5 ¢ o valor calculado do erro do processador j, entdo passar-se-a
net .
J

a chama-lo de e;. Pode-se provar que, para neurdnios da camada de saida,

531.
e = (tj—s)). ot (3.16)

J

e, para neurdnios de camada escondida,
os ;

Onet,

Ek €rWkj (317)

€j:
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Das equacdes acima, pode-se estabelecer que:

Wii= p.sie; (3.18),
onde e; ¢ dado por (3.16) ou (3.17).

Alguns detalhes interessantes:

e No aprendizado supervisionado, em principio, sé se conhece o erro na
camada de saida (e );

e Este erro na saida (e;) ¢ fungdo do potencial interno do processador

(nety);

e O net; depende dos estados de ativacdo dos processadores da camada
anterior (s;) € dos pesos das conexoes (Wx);

Portanto, os estados de ativacdo s; de uma camada escondida afetam, em

maior ou menor grau, o erro de todos os processadores da camada

subseqiiente.
I" Processador 4
| desadad | !
s —

Fineth |—|-' Frocessador |

| ! de saida 2

_ \__/

Wik
éﬁt!:ﬂﬂﬁf \
—..,.

. de saida k |

N

Processadar j da
camada escondida

Figura 3.6: Conexdes de um neurdnio de camada escondida

Ressalta-se, ainda, que o algoritmo Backpropagation tem duas fases
distintas de propagacao de dados, para cada padrao apresentado:
e Feed-forward — as entradas se propagam pela rede, da camada de
entrada até a camada de saida;
e Feed-backward = os erros se propagam na diregdo contraria ao fluxo de

dados, indo da camada de saida até a primeira camada escondida.
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3.3
Wavelets

3.3.1

Introducéo

Segundo Amara Graps [75], Wavelets sdo fung¢des matematicas que
decompdem dados em diferentes componentes de freqiiéncia, e entdo estudam
cada componente com uma resolucdo de acordo com a sua escala. Elas levam
vantagem sobre o tradicional método de Fourier na andlise de situagdes fisicas
quando o sinal contiver descontinuidades e picos. Wavelets foram desenvolvidas
de forma simultanea e independente nos campos da matemadtica, fisica quantica,
engenharia elétrica e geologia sismica. Intercambios entre esses campos durante
os ultimos dez anos tém feito surgirem diversas novas aplicagdes para Wavelets,
tais como na compressao de imagens, visdao humana, radar e até em previsao de
terremotos.

A idéia fundamental das Wavelets ¢ a andlise de dados de acordo com a
escala. Algoritmos Wavelet processam dados em diferentes escalas ou resolucdes.
Similarmente a0 zoom de uma camera, ao se examinar um sinal com uma grande
janela, ou seja, sem zoom, notam-se somente as caracteristicas mais grosseiras
dele. No entanto, ao se olhar através de uma pequena janela, ou seja, com um
grande zoom, pode-se perceber as caracteristicas mais finas, os detalhes. Fazendo
uma analogia, o resultado de uma analise Wavelet ¢ ver tanto a floresta como suas
arvores.

Por muitas décadas, cientistas tém buscado fun¢des mais apropriadas para
aproximar sinais pulsados, com picos, do que as fungdes seno e co-seno, que sao a
base da analise de Fourier. Senos ¢ co-senos sao fungdes nao locais e tém dominio
infinito, e portanto, fazem um trabalho muito pobre na aproximacao de sinais com
muitos picos. Sendo mais especifico, a andlise de Fourier ¢ muito util na analise
de sinais estacionarios, cujo conteudo de freqiiéncia nao muda no tempo. Ou seja,
a analise de Fourier ¢ util quando ndo € necessario saber a localiza¢do temporal
das componentes de freqiiéncia. No entanto, para séries nao-estaciondrias, cujo
contetdo de freqiiéncias varia no tempo, a série de Fourier s6 serd util para

identificar quais componentes de freqiiéncia existem no sinal, ndo identificando
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quando estes ocorrem. Segundo Goldenstein [76], como exemplo, pode-se fazer
uma analogia com o processamento de um radar: a existéncia de determinada
freqliéncia detecta a presenca de um objeto, a localizagdo dessa freqiiéncia
permite determinar a posi¢ao do objeto.

Pelo fato das transformadas Wavelets usarem fungdes de aproximacao que
estdo contidas habilmente em dominios finitos, além dos sinais estacionarios, elas
sdo apropriadas também para analise de sinais ndo-estaciondrios, dando a
composicao de freqiiéncias do sinal em cada janela de tempo (ao decorrer do
tempo). Esta sua habilidade pode ser definida na afirmacdo de que a transformada
Wavelet possibilita a analise do sinal em dois dominios: freqiiencial e temporal.

O procedimento principal da analise Wavelet ¢ adotar uma fungdo protdtipo
chamada Wavelet-mae, a qual, quanto mais se assemelhar ao sinal original,
melhor sera o resultado da decomposi¢do wavelet. Em termos gerais, por meio da
dilatagdo ou compressao dessa Wavelet-mae, pode-se verificar respectivamente
caracteristicas de baixa freqiiéncia — maior intervalo de tempo — maior janela
(olhar para a floresta — menor zoom), sendo assim mais grosseiras, €
caracteristicas de alta freqiiéncia — menor intervalo de tempo — menor janela
(olhar para as arvores da floresta — maior zoom), sendo assim mais finas, com

mais detalhes.

3.3.2

Perspectiva Histoérica

Segundo Hubbard em [77], tragar a histéria de wavelets ¢ quase um trabalho
para um arquedlogo. “Eu ja encontrei no minimo 15 raizes distintas da teoria,
algumas anteriores a 19307, afirma Yves Meyer [78].

Muito do trabalho foi desenvolvido na década de 1930 e, naquela época,
esforcos separados ndo pareciam ser partes de uma teoria coerente. Antes de 1930,
um dos principais matemadticos a lidar com Wavelets foi Jean Baptiste Joseph
Fourier (1807), com sua teoria de andlise de freqiiéncias. Ele afirmou que
qualquer fun¢do periddica f(x) pode ser expressa como uma soma de senos e/ou

co-senos — chamada série de Fourier:

f(x):a0+zw:(akcoskx+bksenkx) (3.19)
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A afirmag¢do de Fourier desempenhou um papel essencial no que diz
respeito a evolucdo das idéias que os matematicos tinham sobre as fungdes. Ele
abriu a porta para um novo universo funcional.

A partir de 1807, depois de explorarem o significado das funcdes, a
convergéncia das séries de Fourier e sistemas ortogonais, os matematicos foram
gradualmente migrando de seus conceitos prévios de andlise de freqiiéncia para a
no¢do de andlise de escala. Isto ¢, analisando f{x) por meio da criagdo de
estruturas matematicas que variam em escala. A idéia consiste em se construir
uma fungdo, deslocéa-la no eixo x (das abscissas) de alguma quantidade, trocar a
sua escala (expandi-la ou contrai-la) e aplicar esta estrutura na aproximagao de um
sinal. A seguir, desloca-se a ultima estrutura usada na aproximag¢do do sinal, e
troca-se a sua escala novamente. Aplica-se, entdo, esta nova estrutura a0 mesmo
sinal para se conseguir uma nova aproximac¢ao, ¢ assim por diante. Esse tipo de
analise por meio de mudangas de escala € menos sensivel a ruidos, pois mede as
flutuagdes médias do sinal em diferentes escalas.

A primeira mengdo a Wavelets apareceu em um apéndice da tese de A. Haar
(1909). Uma propriedade da Wavelet de Haar é que ela tem suporte compacto, o
que significa que desaparece fora de um intervalo finito. Infelizmente, as
Wavelets de Haar ndo sdo continuamente diferencidveis, o que limita suas
aplicagdes.

Em meados de 1930, varios grupos trabalhando independentemente
pesquisaram a representagdo de funcdes usando funcdes base de escala varidvel.
Usando a fungdo base de escala variavel de Haar, Paul Levy, um fisico de meados
de 1930, investigou o movimento browniano, um tipo de sinal aleatério [79]. Ele
verificou que a fungdo de Haar era superior as fungdes base de Fourier no estudo
de detalhes do movimento browniano. Outra pesquisa feita por Littlewood, Paley

e mais tarde Stein, envolvia computagao da energia de uma funcao f{x):

1 2 2
energia = 3 “f (x)| dx (3.20)
0

Os pesquisadores descobriram uma fun¢do que podia variar em escala e
conservar sua energia. Hoje, sabe-se que esta ¢ uma importante caracteristica ou

condi¢do crucial para se ter uma wavelet, pois, como a energia se mantém, entdo ¢
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garantido que, depois de sofrer uma transformagao wavelet, uma funcao pode ser
retornada pela transformada inversa.

Entre 1960 e 1980, os matematicos Guido Weiss € Ronald Coifman
estudaram os elementos mais simples de espaco de fungdo, chamados atomos,
com o objetivo de encontrar as regras de montagem que permitem a reconstrucao
de todos os elementos de um espago de funcdo usando esses atomos.

Por volta de 1981, Jean Morlet, um geofisico da companhia francesa Elf-
Aquitaine procurou Alex Grossman, um fisico, e juntos desenvolveram wavelets
no contexto de fisica quantica.

Entdo, em 1989, o francés Stephane Mallat desenvolveu a analise
multiresolucdo via algoritmo piramidal [80]. Alguns anos mais tarde, Ingrid
Daubechies usou o trabalho de Mallat para construir um conjunto de fungdes base
ortonormais wavelet, que sdo bem mais elegantes, ¢ hoje constituem a base das

aplicagdes em wavelet.

3.3.3

A Transformada de Fourier

Segundo Hubbard [77], embora Wavelets representem um departamento da
analise de Fourier, elas sdo também uma extensdo natural dela: as duas linguagens
claramente pertencem a mesma familia. A histéria de Wavelets, assim sendo,
comeca com a historia da analise de Fourier. Por sua vez, as raizes da Analise de
Fourier sdo anteriores ao proprio Fourier, embora ele seja um ponto logico de
partida.

Nascido em Auxerre (cidade francesa entre Paris ¢ Dijon) no ano de 1768,
Jean Baptiste Joseph Fourier mostrou, em 1807, que qualquer fun¢do periodica
pode ser expressa como uma soma de senos e/ou co-senos — a chamada série de
Fourier. Grosseiramente, o que isso significa ¢ que qualquer curva que
periodicamente repita ela mesma, ndo importando qudo recortada ou irregular
seja, pode ser expressa como a soma de oscilagdes perfeitamente suaves (senos e

co-senos), como mostrado na figura 3.7.
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Figura 3.7: A funcdo na parte de baixo é composta pelas trés fun¢gdes acima dela

Fungdes ndo-periddicas também podem ser representadas por somas de
senos e co-senos, bastando para isso que decrescam rapido o suficiente para que a
area sob seu grafico seja finita.

A transformada de Fourier ¢ o procedimento matematico que quebra uma
funcdo nas freqiiéncias que a compdem, de forma similar a chuva que,
funcionando como um prisma, decompde a luz do sol em todas as cores,
formando assim o arco-iris. Ela transforma uma funcao f de ¢ (tempo) em uma
fungcdo F' de k (freqiiéncia). Esta nova funcdao ¢ chamada de transformada de
Fourier da funcdo original (ou, quando a fung¢ao original ¢ periddica, sua série de
Fourier). Para fungdes ou sinais que variam com o tempo — musica, por exemplo,
ou as flutuacdes do mercado de agdes — a freqliéncia ¢ mais comumente medida
em Hertz, ou ciclos por segundo.

Fung¢des podem também variar com o espago. Como numa fun¢do que
depende do tempo, a freqiiéncia ¢ o inverso do tempo, em uma fun¢do que varie
com a distiancia, chama-se de numero de onda, ao inverso da distancia.

Uma fun¢do e sua transformada de Fourier siao duas faces da mesma
informac¢do. A fun¢do mostra a informacdo temporal e esconde a informacao
sobre as freqiiéncias. A funcdo correspondente a uma gravagdo musical mostra
como a pressao do ar (produzida pelas ondas sonoras) muda com o tempo, mas
nao indica quais freqiiéncias — quais notas — compdoem a musica. A transformada

de Fourier mostra informagao sobre freqiiéncias e esconde a informacao temporal:
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a transformada de Fourier da musica indica quais notas sdo tocadas, mas nao diz
quando sdo tocadas. De qualquer maneira, a fungdo e sua transformada, em
conjunto, contém toda a informacao do sinal.

A série de Fourier de uma fung¢ao periddica f de periodo T ¢:

f(t) =a,+(a,cosayt +bsenw,t)+(a, cos2myt +b,sen2ayt) +... (3.21)

V4
onde @y = T 27k | sendo k a freqiiéncia temporal, que ¢ igual ao inverso

1

do periodo: k = T

Os coeficientes de Fourier a;, ay, a3 ... indicam quanto das fungdes cosmot,
cos2mot, cos3mot ... (isto ¢, co-senos de freqiiéncias 1 Hz, 2 Hz, 3 Hz ... quando
k=1) a funcao f(t) contém; os coeficientes by, by,bs, ... indicam quanto das fun¢des
senmot, sen2mot, sendwot ... (isto ¢, senos de freqiiéncias 1 Hz, 2 Hz, 3 Hz
...quando k=1) a func¢do f(t) contém. A série de Fourier consiste somente daqueles
senos e co-senos que sao multiplos inteiros da freqiiéncia base ou fundamental.

A equagdo (3.21) € mais comumente escrita assim:

f@)=a,+ i(an cosnwyt +b, sennawt) (3.22)
n=1

Para computar os coeficientes de Fourier de uma fungdo perioddica f de
periodo T, multiplica-se f pelas fungdes cos nwot e sen nwyt . Como estas fungdes
oscilam entre +1 e -1, esta multiplicagdo produz uma funcao cujo grafico oscila
entre os graficos de +f'e —f.

A integral dessa multiplicacdo (essa integral equivale a area da nova fungao
formada por essa multiplicacdo) ¢ o coeficiente de Fourier na freqiiéncia nk. O
intervalo de integragdo equivale ao periodo T da fungdo e os coeficientes sao

dados pelas seguintes equagdes:
1t 2% 27
ay=— ! f@ad, a,=— ! f(O)cosnaydt e b, =— ! f(t)sennaytdt (3.23)

Os coeficientes de freqiiéncias muito altas de uma funcdo suave tendem a
zero, entretanto, ndo ¢ verdade que eles fiquem menores quanto maiores forem
suas freqiiéncias.

Ja foi dito que as Unicas freqiiéncias que contribuem para a série de Fourier
de uma fung¢do periddica sdo os multiplos inteiros da freqiiéncia fundamental base

da fungdo. Se uma fungdo ndo ¢ periddica, mas decresce suficientemente rapido
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no infinito de forma que a area sob seu grafico seja finita, ¢ possivel descrevé-la
como uma superposi¢do de senos e co-senos — para analisd-la em termos de suas
freqiiéncias. Entretanto, agora, para fun¢des ndo periddicas, devem ser
computados coeficientes para todas as freqii€ncias possiveis, ou seja, nao mais
somente valores inteiros de freqiiéncias, mas valores em toda a reta real. Neste

caso (fung¢des ndo-periddicas) os coeficientes podem ser calculados por:
a(z) = [ f(t)cos2rrtdt e b(z)= [ f(O)sen2mrtdt  (3.24)

sendo 1 a freqiiéncia, que pode assumir valores em toda a reta real. O intervalo de
integracao -0 a +oo se deve ao fato da fungdo ser ndo periodica.
Pode-se, ainda, expressar as equacgdes (3.22) a (3.24) usando numeros
complexos, ficando a equacao (3.22):
x ~2 7k
f@)= Y ce™ (3.25)
k=—o0
enquanto as equagdes em (3.23) para os coeficientes de uma série de Fourier

ficam:
T .
¢, = [ fye™ at (3.26)
0

As formulas para a transformada de Fourier de uma fun¢do que decresce no
infinito e para a reconstrucdo da funcdo através da transformada sdo,

respectivamente
fO=[f@e™a e f0=[/@eTdE (327)

Empregou-se nas equagdes acima 4 ao invés de 7, e x ao invés de 7, pois as

fungdes podem variar também com o espago, € ndo s6é com o tempo. E isso que

informam as letras S e x.

3.33.1

Analise de Fourier Short-Time (Windowed)

Enquanto a andlise de Fourier for¢ca a escolha entre tempo e freqiiéncia,
“nossas experiéncias diarias insistem na descricdo em termos de ambos”, como

escreveu Dennis Gabor [81]. Em 1946, ele adaptou a transformada de Fourier para


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510463/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510463/CA

62

analisar uma pequena se¢do de um sinal no tempo — uma técnica chamada
“janelamento” do sinal. Em inglés, a STFT (short-time Fourier transform) mapeia
um sinal em uma fun¢do bi-dimensional (tempo e freqiiéncia), provendo portanto,
alguma informacdo sobre quais e quando as freqiiéncias de um sinal ocorrem.
Entretanto, pode-se obter esta informagdo com exatidao limitada pelo tamanho da
janela.

Apesar de a STFT propiciar informagdo util sobre tempo e freqiiéncia
simultaneamente, o ponto fraco desta técnica ¢ que, uma vez escolhido o tamanho
da janela de tempo, ele permanece fixo para todos os niveis (valores) de

freqiiéncia, durante todo o tempo (figura 3.6).

window i
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Figura 3.8: Dois graficos ilustrativos da STFT, também conhecida como Windowed
Fourier Analysis

A idéia ¢ estudar as freqiiéncias de um sinal, segmento por segmento. A
janela que define o tamanho do segmento a ser analisado ¢ um pequeno pedaco de
curva; esta curva € sucessivamente preenchida com pedacos de oscilagdes de
fungdes de diferentes freqiiéncias.

Enquanto a transformada cldssica de Fourier compara todo o sinal com
infinitos senos e co-senos de diferentes freqiiéncias, no intuito de levantar quanto
o sinal possui de cada freqliéncia, a STFT compara um segmento do sinal a
pedagos de curvas oscilantes (fungdes oscilantes), primeiro de uma freqiiéncia,
depois de outra, e assim por diante. Depois de um segmento (um pedago janelado)
do sinal ter sido analisado, translada-se a janela ao longo do sinal para que outro
segmento seja analisado.

Na figura 3.6, o grafico da esquerda mostra a escolha do tamanho (largura)
da janela. O pedaco da curva que esta “janelado” ¢ entdo analisado. Esta analise,
conforme dito acima, ¢ tdo-somente a comparacdo deste pedago janelado com
pedagos de curvas, primeiro de uma freqii€ncia menor, e depois se vai

aumentando essa freqii€éncia. Depois que o pedago janelado ja foi analisado,
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desliza-se a janela para a direita e passa-se a analisar outro pedago da curva. O
grafico da esquerda, na verdade, lembra através das linhas verticais que a largura
da janela de andlise ¢ fixa. Suas linhas horizontais lembram que cada pedaco
janelado da curva serd analisado (comparado) a curvas de diversas freqiiéncias.

Infelizmente, este método impde sérias restrigdes. Quanto menor a janela,
melhor pode-se perceber mudangas repentinas, tais como picos e descontinuidades
— em contrapartida ndo se consegue perceber as componentes de baixa freqiiéncia
do sinal. Essas baixas freqiiéncias ndo podem ser enquadradas dentro de pequenas
janelas. Caso seja escolhida uma janela grande, pode-se ver mais das baixas
freqiiéncias e ndo se consegue perceber mudangas repentinas como picos €
descontinuidades.

O fato ¢ que muitos sinais requerem uma metodologia mais flexivel — onde
se possa variar o tamanho da janela e assim estudar-se mais precisamente ambos,

tempo e freqiiéncia.

3.34

A Transformada Wavelet

A anélise Wavelet representa o proximo passo mais légico: uma técnica de
janelamento na qual o tamanho da janela varie. A andlise Wavelet permite o uso
de grandes intervalos de tempo, onde se deseja informagdes de baixa freqiiéncia
mais precisas, e regides menores, onde se deseja informagdes de alta freqliéncia.

Wavelets ¢ uma extensdo da andlise de Fourier. Como acontece com a
transformada de Fourier, o ponto principal em relagdo as wavelets ndo sdo elas
proprias — elas sdo um meio para um fim. O objetivo ¢é transformar a informagao
contida em um sinal em nimeros — coeficientes — que possam ser manipulados,
armazenados, transmitidos, analisados ou usados para reconstruir o sinal original.

Wavelets sdo formas de onda de valor médio igual a zero — metade da sua
area ¢ positiva e metade ¢ negativa e, ao contrario dos senos e co-senos de
Fourier, que sdao formas de onda de duragao nao limitada, se estendendo de -oo até
+o0, as wavelets sdo formas de onda de duragdo limitada ou, como muitos dizem,
de dominio finito ou compacto (figura 3.7). Além disso, enquanto sendides sdo
suaves e previsiveis, wavelets sdo irregulares e assimétricas. Isso faz com que

sinais com rapidas mudangas, como picos, por exemplo, possam ser melhor
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analisados com o auxilio de wavelets (intrinsecamente irregulares) do que com
sendides (intrinsecamente suaves). Sendo assim, faz sentido que caracteristicas

locais sejam melhor descritas com wavelets.

.'n'. ."ﬁ'., ."'.,I ."ﬁ'., |I| ’

I'. { | I'. | | . -~ II“ I rl —
A Py o o —n\/ |||||I v

Figura 3.9: Uma sendide a esquerda e uma wavelet a direita

Comparando mais uma vez com a transformada de Fourier, a abordagem e
conducao basica sdo as mesmas. Os coeficientes indicam de que maneira a funcao
analisadora (os senos, co-senos ou a wavelet-mae) precisa ser modificada para que
o sinal seja reconstruido. Pode-se literalmente reconstruir o sinal somando-se
wavelets-mae de diferentes tamanhos (dilatadas ou contraidas), em diferentes
posicdes (transladadas), exatamente como se constréi um sinal somando-se senos
e co-senos. A técnica basica para computar os coeficientes ¢ a mesma: multiplica-
se o sinal e a fung¢do analisadora e computa-se a integral desse produto.

Como mostrado na figura 3.8, um coeficiente wavelet mede a correlacdo, ou
ajuste, entre a wavelet (com seus picos e vales) e o correspondente segmento
analisado do sinal. Uma forte correlacdo sugere que o segmento analisado se

assemelha muito a wavelet.

a b

af n

il
c “UnUh’/\ d____aaﬁnn___

Figura 3.10: Produto de duas se¢bes de uma funcédo a pela wavelet b, gerando os
sinais d e f, cujas areas séo os Coeficientes wavelets
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Na figura 3.8, a wavelet (b) € comparada sucessivamente a diferentes secoes
de uma fungdo (a). O produto de uma se¢do da funcao pela wavelet (b) gera uma
nova fungdo e a drea delimitada por essa nova fungdo ¢ o coeficiente wavelet. Em
(c) a wavelet ¢ comparada a uma se¢do da funcdo bastante semelhante a wavelet.
Sempre que hé essa semelhanca, onde ha uma superposi¢ao quase perfeita de uma
wavelet em relagdo a uma se¢do da funcdo tratada, o produto das duas ¢ sempre
positivo, pois as duas assumem valores positivos e negativos ao mesmo tempo.

Na Fig. 3.8, ¢ gerado o grande coeficiente mostrado em (d). Em (e) a
wavelet ¢ comparada a uma se¢do da fungdo que, por ter caracteristica de baixa
freqiiéncia (mudanca lenta de valores), ndo se assemelha a wavelet. Sendo assim,
o produto da wavelet e da fun¢do origina a curva (f), que apresenta tanto areas
negativas (abaixo do eixo das abscissas) quanto positivas (acima do eixo das
abscissas), fazendo entdo com que o coeficiente wavelet (igual a soma dessas
areas) seja pequeno. O sinal ¢ analisado em diferentes escalas, usando wavelets de
diferentes larguras.

Pode-se concluir entdo que ¢ possivel construir wavelets que dao
coeficientes pequenos ou até nulos, quando sdo comparados a fungdes lineares,
quadraticas e at¢ mesmo polindmios de grau mais elevado. Ou seja, a analise
wavelet ndo consegue interpretar, analisar bem ou enxergar sinais muito
comportados, gerando como resultado muitos coeficientes de valor desprezivel.
Yves Meyer disse, “E como nossa resposta & velocidade. O corpo humano é

somente sensivel a aceleracdes, ndo a velocidade” [77].

3.34.1
A Transformada Wavelet Continua (TWC)

A transformada wavelet continua de um sinal f{z) ¢ definida como a soma
sobre todo o tempo do sinal multiplicado por versdes “escalonadas” (comprimidas

ou esticadas) e transladadas da wavelet-mae v :
17 t—b
C(a,b)=— J-f(t) w(——)dt ,ondea>0ebeR (3.28).
Va2, a

Os resultados da TWC sdo muitos coeficientes wavelets C. Em resumo, na

equagao 3.28, uma funcao base y (wavelet-mae) ¢ usada para criar uma familia
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t—b

a

de wavelets w(escala,translagdo,t) = %l//( j, onde a (fator de escala) e b
a

(fator de translagdo) sdo nUmeros reais, a escalonando (comprimindo ou

esticando) a funcdoy e b a transladando.

v,)=w(t-b) — translagdo, l//(i) — escalonamento .
a

v, (1) T

A palavra continua se refere a transformada e ndo as wavelets, embora
alguns digam “wavelets continuas”.
E importante ressaltar que, conforme o exemplo da figura 3.8, o valor de

C(a,b) representa a similaridade entre a fungdo wavelet-mae escalonada e

transladada L1,//(t_bj e a funcdo analisada f{#). Quanto maior o valor de

Ja '\ a

C(a,b), maior a similaridade da fun¢do analisada com a wavelet escalonada e
transladada por aqueles valores especificos de a e b.

A multiplicacdo de cada coeficiente wavelet pela respectiva wavelet dilatada
(escalonada) e transladada produz as constituintes wavelets do sinal original. Mas
o que graficamente significam os termos a (escala) e b (translacdo)? Considerando

sendides, por exemplo, o efeito do fator de escala a é muito facil de notar.

. //_\x | ) =sentt)ra=1

S //\ | flti=senf?t)ra=1/2

ft) = sen(4t) ra =14

Figura 3.11: O efeito do fator de escala numa sendide

O fator de escala trabalha exatamente da mesma maneira com wavelets.

Quanto menor o fator de escala, mais comprimida a wavelet.
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Figura 3.12: O efeito do fator de escala numa wavelet y(t)

Logicamente, pelos diagramas anteriores, pode-se notar que, para uma senoide
sen(wt), o fator de escala a ¢ o inverso da freqiiéncia em radianos @ e ¢
inversamente proporcional a freqiiéncia f'em hertz, tendo em vista que w=27f .
Obviamente, 0 mesmo acontece na analise wavelet. De modo mais direto, pode-se
relacionar o fator de escala a a freqiiéncia @ em radianos e em hertz f, da
seguinte maneira:

Pequeno fator de escala a= wavelet comprimida=> detalhes de curta
duragdo = alta freq. @ = grafico de baixo da figura 3.12 = f{(¢) = y(41);

Grande fator de escala a= wavelet esticada = mudangas Ientas,
caracteristicas grosseiras = baixa freqliéncia @ = gréfico de cima da figura 3.12
= A1) = vy(@).

Quando se fala, agora, em transladar uma wavelet, isso significa deslocéa-la

no eixo do tempo (abscissa) de algum valor. Matematicamente, transladar uma

funcao f(?) por k implica f{t-k).

Figura 3.13: Deslocando uma wavelet
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O grafico a esquerda representa a wavelet y(¢), enquanto o grafico a direita
representa (¢ — k).

Nas figuras (3.12) e (3.13), a seguir, mostra-se uma funcdo wavelet

2
X

w(x) = sen(x) e > com alguns exemplos de translagdo e escalonamento [82-83].

wescala= a,translacdo= b, £)
0s T v

0.5
0.5 - .

0.5
0.5

|:|5 T T T T T T T
a=1/4, b=4

-0.5

Figura 3.14: Exemplos de translacéo e escalonamento
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Posigdo
Figura 3.15: Exemplos de translacéo e escalonamento
3342

A Transformada Wavelet Discreta (TWD)

Calcular os coeficientes wavelets para toda escala e posi¢ao possiveis € um
trabalho arduo. Uma vez que a TWC ¢ conseguida dilatando-se — quer dizer,
comprimindo-se ou esticando-se — e transladando-se a wavelet-mae
continuamente, uma grande quantidade de informagdo redundante ¢ gerada [84].
Portanto, ao invés de se proceder dessa maneira, a wavelet-mae pode ser dilatada
e transladada por meio de valores de escalas e translagdes especiais. Nesse tipo de
analise, conhecida como a Transformada Wavelet Discreta (TWD), a dilatagdo ¢
mais comumente representada por poténcias de 2 (algumas vezes chamada
dilatacdo diadica) [77]. A TWD ¢ muito mais eficiente e tdo precisa quanto a

TWC, e se diferencia desta pela féormula da wavelet-mae:
w2 t+1), (3.29)

com k e [/ niimeros inteiros.
De acordo com [85], uma forma eficiente para implementar esse esquema,
usando filtros, foi desenvolvida, em 1988, pelo francés Stephane Mallat. Esse

caminho prético e eficiente, que na verdade ¢ um algoritmo de filtragem digital,
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produz uma “transformada wavelet rapida” — uma caixa preta na qual entram

sinais e da qual emergem coeficientes wavelets.

3.34.3

O Algoritmo Piramidal de Mallat: Aproximacdes e Detalhes

Para muitos sinais, o conteido de baixa freqiiéncia ¢ a parte mais
importante, sendo o que da ao sinal sua identidade. O contetido de alta freqiiéncia,
por outro lado, “da o tempero, a nuancia” [85]. Tomando como exemplo a voz
humana, se as componentes de alta freqiiéncia sdo removidas, a voz soa diferente,
mas o que estd sendo dito ainda pode ser entendido. Entretanto, caso se remova
porcao suficiente das componentes de baixa freqiiéncia, o que sobra ¢ uma
linguagem inarticulada, ininteligivel.

Em analise wavelet, sdo usuais os termos aproximagoes ¢ detalhes. Uma
aproximacdo provém da alta escala (a grande), sendo a componente de baixa
freqliéncia do sinal. Os detalhes provém das baixas escalas (a pequeno),
representando as componentes de alta freqiiéncia do sinal, sendo ainda igual a
diferenca entre duas aproximagdes sucessivas do sinal original. Uma aproximacao
mantém a tendéncia geral do sinal, enquanto um detalhe mostra suas componentes
de alta freqiiéncia.

O processo de filtragem, basicamente, pode ser visualizado na figura 3.14,
abaixo. O sinal original S passa através de dois filtros complementares e emerge
como dois sinais. Infelizmente, na saida deste processo tem-se o dobro do nlimero
de dados da entrada. Entdo, por exemplo, se o sinal original S consiste de 1.000
amostras de dados, os sinais A e D da saida tém também cada um 1.000 amostras,

totalizando 2.000 amostras na saida.
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Figura 3.16: S=A+D

H4 um método chamado downsampling, na qual se pode extrair somente
500 amostras em cada filtro, mantendo assim o tamanho original de 1.000
amostras. No entanto, agora, ao invés de 1.000 valores de aproximagées e 1.000
valores de detalhes, havera 500 coeficientes de detalhe e 500 coeficientes de

aproximacao, totalizando 1.000 coeficientes TWD (figuras 3.15 e 3.16).

~1000 amostras

1000 amostras

! H ~1000 amostras

—E—“@_\ ~500 coefs

:I 1000 amostras

il ~500 coefs

Figura 3.17: Filtragem basica e Downsampling

Esses coeficientes c4 e cD sdo obtidos, respectivamente, por meio da
convolucdo de S com a resposta impulsional do filtro passa-baixa e da convolucao
de S com a resposta impulsional do filtro passa-alta, seguido de uma decimagao

diadica (representada na figura 3.15 por um circulo com uma seta para baixo), isto

¢, a cada duas saidas do filtro, descarta-se uma delas.
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: /;l“\ cD Alta freqiéncia

‘ / W A e ot
S ~500 TWD coeficientes
1000 pontos ch Baixa freqléncia

T AVAVAN

~500 TWD coeficientes

Figura 3.18: Downsampling

Pode-se notar que os coeficientes de detalhes cD sdo pequenos e consistem
principalmente de ruidos de alta freqliéncia. Por sua vez, os coeficientes de

aproximacao cA contém muito menos ruido do que o sinal original.

3.34.4

Decomposi¢cdo em Multiplos Niveis

O processo de decomposi¢do em multiplos niveis ¢ efetivado por meio das
decomposi¢des dos coeficientes de aproximagdo dos varios niveis do sinal. E a

chamada Arvore de Decomposi¢io Wavelet (figuras 3.17 e 3.18).

[ = ]
!— cA _1 cD1I
I— chy —l =Dy

A oDy

=

]

Figura 3.19: Arvore de decomposicéo wavelet
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Fo o fa

oy cOy

Figura 3.20: Detalhes dos coeficientes na arvore de decomposi¢cao wavelet

Teoricamente, pode se decompor o sinal infinitas vezes, s que na pratica
1sso ndo acontece, devendo ser selecionado um niimero finito de niveis, com base

na natureza do sinal e na experiéncia do pesquisador.

3.3.45

Reconstrucdo Wavelet

Foi visto que, por meio de fransformadas wavelet discretas, um sinal ¢
decomposto em coeficientes de aproximagdo e detalhes. No sentido contrério,
esses coeficientes de aproximagdo e detalhes podem ser usados para montar de
volta o sinal original, por meio das transformadas wavelet discretas inversas
(TWDI). A figura seguinte mostra o processo de reconstru¢do de um sinal

decomposto em dois niveis.

cD1

-
—-

cD2 -
—~C H|
eAl (P[]
=

Ll

Figura 3.21: Reconstrucao wavelet
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Na figura, pode-se notar a reconstrucao do coeficiente de aproximagado cA4/
por meio de upsampling (processo inverso ao downsampling e representado pela
seta para cima) de c42 e cD2 e posterior passagem pelos filtros de reconstrucao
H el

Upsampling € o processo de prolongamento de uma componente do sinal

por meio da inser¢do de zeros entre as amostras do sinal.

R
T @® T

o
A el
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
componentes do sinal componentes do sinal upsampleados

Figura 3.22: Upsampling do sinal

3.3.4.6

Reconstrucdo de Aproximacgdes e Detalhes

Também ¢ possivel reconstruir as aproximacgoes e detalhes por meio de seus
coeficientes. Por exemplo, pode-se reconstruir o componente de aproximacgdo de
1° nivel A/ por meio do coeficiente cAl. O vetor de coeficientes cA/ sofre
upsampling e passa pelo filtro de reconstrugdo L. Agora, ao invés de combina-lo
com o vetor de detalhe nivel 1 ¢D1, a combinagdo ¢é feita com um vetor de zeros
que antes passara por upsampling e por reconstrugdo no filtro H". Processo similar

ocorre na reconstrucao do detalhe de 1° nivel D/ (figura 3.19).

H' "
o —(— 0t —(D——

=500 zeros A1) 1000 amostras =300 coefs |D1 1000 amostras
Iy - .
~500 coefs L ~500 zeros L

Figura 3.23: Construgao dos detalhes e aproximagoes
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Os detalhes e aproximagoes sdo partes verdadeiras do sinal original. Entao,

no caso da decomposi¢do em um Unico nivel da figura 3.19, tem-se:
Al1+D1=S.
Estendendo para uma andlise de multiplos niveis, tem-se a estrutura da

figura 3.22.

[

[—]

=] =
[k

)
n
I

Al_Dl

=A,+Dy+D,

[
(%]

:AS_DS +D2 +D1

Figura 3.24: Decomposi¢do em multiplos niveis

3.3.4.7

Familias wavelets

Em principio, cada wavelet-mae ¢ mais apropriada para uma determinada
aplicacdo, ou até para mais de uma. No entanto, ha algumas familias mais
comumente usadas do que outras. Nesta se¢do, apresenta-se a wavelet de Haar e
mais trés familias que, além de serem bastante usadas em diversas aplicacdes,
foram utilizadas nesta dissertacao.

Haar

A wavelet de Haar ¢ a primeira e a mais simples. Ela ¢ composta por uma
fun¢do pulso unitario, sendo também chamada de wavelet-mae Daubechies 1 —

db,.

0 0.5 1

Figura 3.25: Wavelet Haar
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Daubechies

Esta familia foi criada por Ingrid Daubechies e tem como principal
caracteristica sua ortonormalidade e seu suporte compacto. O indice n em db,
indica a ordem, que teoricamente pode variar de 1 a infinito. Abaixo, seguem as

daubechies de ordem 2 a 9, tendo em vista que a db; ¢ igual a wavelet mae de

Haar.
' / I. ' 'Illll |F|| | A |ﬂ| 1 n“
b ' L W f e i _,/\,II | | of—-d | || Pt o | ||ﬂ"h_
S| AT | |_| \ | | |
\ - \ V Ly L L
db2 db3 db4 db5 db6
: |
ol Illnfu__ o I rf"__ Jon llll R ]
J ||||| .-'“nl'.ll |\| o II,|| Lrlr— 1 -"\‘ull Iv
i “1
db7 db8 db9 db10
Figura 3.26: Familia Daubechies
Biortogonal

Nas figuras 16 e 17 abaixo, as wavelets sao apresentadas em pares. Em cada
par, a wavelet da esquerda ¢ a wavelet-mae propriamente dita, a wavelet de
decomposicdo, enquanto a da direita, ¢ a wavelet de reconstrucdo (fungdo de

escalonamento).
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Figura 3.27: Familia Biortogonal
Coiflets
coif coif2 coif3 coif4 coifs

Figura 3.28: Familia Coiflets



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510463/CA




