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Introducao

A equacao diferencial parcial de Poisson é de fundamental importancia
em varias areas de pesquisa, dentre elas: matematica, fisica e engenharia. De
uma maneira geral, a equagao de Poisson para uma funcao real de n variaveis

¢ : Q) CR" — R, chamada de potencial, é escrita como

onde a funcao f : 2 — R é conhecida em todo o dominio 2 C R".
Em eletrostatica, por exemplo, pode-se escrever o campo elétrico £ em

termos de um potencial elétrico ¢
E= —VQO,

sendo que o potencial elétrico ¢ dado por uma equacao de Poisson

onde p (r) é a densidade de carga em r e € é uma constante elétrica.
Varios outros problemas sao descritos por uma equacao de Poisson, ou
tém como parte essencial de sua solucao uma equacao de Poisson. Dentre eles,

pode-se citar simulagdes de escoamentos de fluidos, onde a pressao p (r) satisfaz

onde a funcdo F'(r) depende da velocidade do escoamento e de alguns para-
metros fisicos do fluido.

Encontrar uma solucao analitica para uma equacgao de Poisson é em geral
uma tarefa dificil e, portanto, recorre-se a métodos numéricos para encontrar
uma solucao em um conjunto discreto de pontos no dominio do problema.
Pode-se citar para tal propodsito a utilizacao dos métodos das diferencas finitas
(38, 50) e dos elementos finitos (13).

Os métodos numeéricos convencionais, tais como os métodos das dife-

rencas finitas (MDF) e dos elementos finitos (MEF), tém sido vastamente
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aplicados na discretizacao de equacoes diferenciais parciais. Mesmo sendo a
classe de métodos dominantes, métodos que se baseiam em malhas para ob-
ter a discretizacao dos operadores diferenciais envolvidos nessas equagoes tém
algumas dificuldades inerentes a sua formulagao, o que impossibilita a sua
aplicagao para muitos problemas.

Por exemplo, em métodos eulerianos com malhas, como MDF, a geragao
de uma malha inicial para o dominio da simulagao é um grande desafio quando
o dominio tem uma geometria complexa. Enquanto em métodos lagrangeanos
com malhas, como MEF, o tratamento de grandes deformacoes na malha tem
sido uma tarefa dificil.

Essas dificuldades ficam bastantes evidentes quando esses métodos sao
utilizados para simular fenomenos dinamicos, tais como explosao e impacto em
alta velocidade. Nesses problemas, grandes distor¢oes nos elementos da malha
sao inevitaveis, causando erros numéricos na solucao do sistema. Além dessa
dificuldade, em simulagoes hidrodinamicas, a captura da superficie livre do
fluido também nao é uma tarefa simples em métodos que usam malhas.

Esta tese descreve um método para resolver a equacao de Poisson,
utilizando uma abordagem de sistema de particulas conhecido como SPH, do
ingles Smoothed Particles Hydrodynamics. A solugao da equacao de Poisson,
em conjunto com os operadores diferenciais discretos definidos pelo método
SPH, e conhecidos por operadores SPH, sao utilizados em duas aplicacoes: na
decomposi¢ao de campos vetoriais; e na simulacao numérica de escoamentos

de fluidos utilizando a equacao de Navier-Stokes.

O método SPH

Desde sua introducao para resolver problemas astrofisicos em 1977 nos
trabalhos de Lucy (65) e de Gingold e Monaghan (39), o método SPH tem
sido estudado e estendido para modelar uma maior variedade de problemas,
incluindo, além de problemas astrofisicos (12), problemas em hidrodindmica
(102) e mecanica (53).

Assim como o famoso particle-in cell (PIC) desenvolvido na década
de 1960 (43), no método SPH o fluido é representado por um conjunto de
particulas, definidas como pontos no espaco aos quais também se associam
propriedades fisicas individuais. As semelhancas, porém, param por ai. Ao
contrario do método PIC, que utiliza uma malha para discretizar as equagoes
diferenciais parciais que descrevem o problema, as derivadas parciais envolvidas
nessas equacoes sao, em SPH, aproximadas por uma média das propriedades

de particulas préximas e, portanto, nenhuma conectividade pré-definida entre
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as particulas da discretizagao é necessaria.
No capitulo 2, os conceitos basicos e a formulagao do método SPH sao

descritos.

Andlise estatistica dos operadores SPH

Devido aos numerosos estudos e aplicagoes do método SPH, vérias apro-
ximagoes para um mesmo operador diferencial sao encontradas na literatura.
No capitulo 3, é feito um estudo comparativo entre algumas aproximacoes,
encontradas na literatura de SPH, para aproximar um mesmo operador dife-
rencial. A partir dessa andlise, os principais operadores diferenciais presentes
em equacoes diferenciais parciais sao definidos, tornando possivel a solugao

numérica para algumas EDP’s; dentre elas a equagao de Poisson (capitulo 4).

Decomposicao de Helmholtz-Hodge usando SPH

No capitulo 5, a primeira contribuicao desta tese ¢ apresentada: um novo
método, usando SPH, para decompor um campo vetorial através da chamada
decomposigao de Helmholtz-Hodge. Chamamos o novo método desenvovido de
SPH-HH.

Figura 1.1: A decomposi¢ao de um campo sintético (esquerda) em suas com-
ponentes de rotacao nula (meio) e de divergéncia nula (direita). A componente
de laplaciano nulo é dada por um campo vetorial nulo.

A decomposicao de Helmholtz-Hodge diz que qualquer campo vetorial,
definido em uma regiao simplesmente conexa, pode ser decomposto de forma
Unica como soma de trés componentes: uma componente de divergéncia
nula (solenoidal), uma componente de rotacdo nula (irrotacional), e uma
componente de laplaciano nulo (harmonica) (Figura 1.1). Essa decomposigao
faz da analise de campos vetoriais uma tarefa mais simples.

A decomposicao de Helmholtz-Hodge é particularmente interessante para

obter fei¢oes caracteristicas de um campo vetorial. Por exemplo, em um campo
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bidimensional, a componente irrotacional contém somente fontes e sorvedouros

presentes no campo original, enquanto a componente solenoidal contém apenas

vortices do campo.
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Figura 1.2: Deteccao automatica de feicoes caracteristicas de um campo
vetorial. O método SPH-HH detecta os vortices em um campo vetorial.

Numericamente, varios métodos foram desenvolvidos para decompor um
campo, utilizando a decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge (2, 41). Recentemente,
Tong et al. (104) estenderam para campos vetoriais 3D o modelo bidimensional
proposto por Polthier e Preuss (86), onde ambos utilizam método de elementos
finitos para obter a decomposicao.

O método proposto nesta tese utiliza as aproximacgoes SPH para os
operadores diferenciais, a fim de obter a decomposicao de Helmholtz-Hodge
em um campo vetorial discreto bidimensional, independente da amostragem
na qual o campo foi obtido. Além disso, esse método de decomposicao detecta
automaticamente feigoes do campo (Figura 1.2). Viarios exemplos de campos

decompostos com o método proposto sao ilustrados no capitulo 5.

Simulacao de escoamentos

A descrigao da segunda contribuicao desta tese comeca no capitulo 6,
onde as equacgoes que determinam o movimento ou escoamento de fluidos, cha-
madas de equagoes de Navier-Stokes, sao derivadas. Essas equagoes descrevem
o movimento das substancias fluidas, como resultado das mudancas na pressao
e nas forcas viscosas dissipativas (similar a fric¢ao), que atuam dentro de um
fluido.

Nos trabalhos originais de Lucy (65) e Gingold e Monaghan (39), fluidos

compressiveis sao simulados pelo método SPH, onde a pressao é dada por
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uma equagao do estado. Posteriormente, Monaghan (70) representou um fluido
incompressivel através de um fluido quase-incompressivel com alta velocidade
do som, onde a pressao também ¢é calculada através de uma equagao de
estado (9). Os resultados utilizando essa abordagem sao aceitaveis em algumas
aplicagoes, como por exemplo para simulagoes de superficie livre com baixos
nimeros de Reynolds (77). Em escoamentos confinados e com altos nimeros
de Reynolds, porém, essa abordagem requer um passo de tempo de integragao

muito pequeno (21).

a) Repouso b) 2 segundos ¢) 4 segundos d) 6 segundos

Figura 1.3: Escoamentos Incompressiveis bifasicos.

O capitulo 7 descreve um método puramente Lagrangiano para escoamen-
tos incompressiveis. O método consiste em projetar um campo intermediario
de velocidade do escoamento no espaco de divergéncia nula em cada passo da
simulagao, garantindo a incompressibilidade do escoamento. A projecao é ob-
tida através do calculo da pressao por uma equacao de Poisson. Essa técnica
¢ conhecida como desacoplamento pressao-velocidade (16, 10).

Outros métodos também utilizam a técnica de descoplamento para a
simulagdo de escoamentos de fluidos (25, 29, 83, 95). Ao contrario desses
métodos, porém, onde a pressao é obtida em um malha, o método apresentado
resolve a equagao de Poisson utilizando as particulas da discretizagao como
estrutura, isto é, a equacao de Poisson é resolvida diretamente nas particulas,
a0 invés de a pressao ser obtida em um grid.

Exemplos numéricos demonstram a funcionalidade do método em pro-
blemas bidimensionais como, por exemplo, a instabilidade de Rayleigh-Taylor,
criada quando um fluido de maior densidade é colocado sobre um fluido menos

denso, e o equilibrio do estado é pertubado (Figura 1.3).
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Contribuicoes

As principais contribui¢oes desta tese de doutorado sao:
1. Uma andlise estatistica dos operadores SPH (Capitulo 3).

2. A utilizagao de algoritmos de matrizes esparsas, assim como métodos ite-
rativos, na solucao de sistema de equacoes provenientes da discretizacao

da equagao de Poisson pelo método SPH (Capitulo 4).

3. Um novo método de decomposicao de campos vetoriais através da

decomposic¢ao de Helmholtz-Hodge (Capitulo 5).

4. Um método puramente lagrangeano para a simulacao de escoamentos

incompressiveis de fluidos bifésicos (Capitulo 7).
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