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Uma nova medida de performance: Omega (Q2)

Devido as criticas referentes a abordagem de média-variancia proposta por
Markowitz (1952), a qual se baseia na hipotese da normalidade da distribuicao
dos ganhos, Keating e Shadwick (2002) apresentam a medida universal de
performance denominada de Omega, a qual reflete todas as propriedades
estatisticas da distribuicdo de ganhos, incorporando todos os seus momentos e

nao somente a média e a variancia.

3.1.
Introducao ao Omega

Muitas dificuldades sdo encontradas ao momento de definir uma adequada
medida de performance de um ativo ou de uma carteira. A maioria dos
indicadores considera duas importantes simplificagdes:

e A média e a variancia descrevem completamente a distribuicao de retornos.

e As caracteristicas do risco-retorno de uma carteira podem ser descritas sem
precisar fazer referéncia a nenhum nivel de retorno além da média dos
retornos.

Estas simplificagées sdo validas se é assumida uma distribuicdo normal
dos retornos, mas é geralmente aceito o fato empirico de que os retornos dos
investimentos ndo possuem uma distribuicdo normal. Assim, além da média e
varidncia, momentos de ordem superior seriam necessarios para descrever

melhor a distribuicao.

A medida Omega (Q) consegue incorporar todos os momentos da
distribuicdo. Ela fornece uma completa descricdo das caracteristicas do risco-
retorno, de tal modo que resulta em uma medida intuitivamente atrativa e
facilmente computavel. Ao invés de estimar alguns momentos individuais,
Omega mede o impacto total, o qual é certamente de interesse dos tomadores
de decisdes.

Omega também leva em conta um nivel de retorno chamado de “limite” (L)

definido exogenamente, o qual é a fronteira entre o que se considera como
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ganho e como perda. Mesmo em distribuigbes normais, dependendo do valor do
L, a medida Omega fornece informagdes adicionais que s6 a média e variancia
ndo conseguiriam. Isto levaria a obter diferentes resultados em otimizagéo de
carteiras, se comparado com a otimizacao classica de Markowitz.

A seguir vai se exemplificar estes conceitos, mostrando as limitagdes do

uso exclusivo da média e variancia, por meio de alguns casos.

Caso 1:

A Figura 3 ilustra duas distribuicdes normalmente distribuidas:

- O Ativo A tem média () igual a 0,1 e variancia (o, igual a 0,04.

- O Ativo B tem média (ug) igual a 0,1 e variancia (og”) igual a 0,09.

Os graficos exibidos na Figura 3 sao provenientes de uma simulagéo de
1000 retornos, com as médias e variancias especificadas.
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Figura 3 — Distribuicdo de probabilidades dos Ativos A e B
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Resulta mais interessante superpor estas duas distribuicbes para observar
as diferencas na dispersao dos dados entre elas. Além disso, vai-se considerar
um limite L = 0,3, que é definido como o retorno minimo aceitavel estipulado pelo
investidor. A Figura 4 exibe as distribuicbes dos ativos A e B de uma maneira

continua.
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Figura 4 — Distribuigbées continuas dos Ativos A e B, e o limite L = 0,3

Analisando a performance destes ativos pelo indice de Sharpe (IS):

- Ativo A: 1S = (ua — Ry)/oa = 1/0,2 * (ua — Ry) = 5*(pa — Ry).

- Ativo B: 1Sg = (ug — Ry)/og = 1/0,3 * (us — Ry) = 3,33*(us — Ry).

Mas como pa = Mg, entdo (Ua — Ry) = (s — Ry), assim 1S, > I1Sg. Isto significa
que, pelo indice de Sharpe, se deve preferir o ativo A em vez do B.

A distribuicao de A minimiza as potencias perdas, mas também minimiza
os potencias ganhos. Considerando a posi¢cao do investidor que define perda
como um retorno abaixo de L=0,3, observa-se na Figura 3 as probabilidades
acima e embaixo deste valor para ambas as distribuicées. Pode-se calcular a
Taxa de Probabilidades de Ganhos vs. Perdas (TPGP), assim:

- Ativo A: TPGP, = Probabilidade acima de L / Probabilidade abaixo de L

TPGPA = 0,1581/0,8419 = 0,1878.

- Ativo B: TPGPg = 0,2522/0,7478 = 0,3373.
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Por meio da TPGP determinou-se que para um L = 0,3 o ativo B resulta
mais conveniente do que o ativo A, o qual ndo € possivel de ser identificado pelo
indice de Sharpe.

Caso 2:

A Figura 5 ilustra duas distribuicées assimétricas:

- O Ativo C tem média (pc) igual a 1,0486, variancia (oc%) igual a 0,2196,
assimetria (SKc¢) igual a -0,219 e curtose (Kc¢) igual a 2,8278.

- O Ativo D tem média (pp) igual a 1,0486, variancia (op°) igual a 0,2196,
assimetria (SKp) igual a 0,219 e curtose (Kp) igual a 2,8278.

A assimetria € uma medida calculada a partir do terceiro momento da
distribuicdo. Em uma distribuicdo normal, perfeitamente simétrica, a assimetria é
igual a 0. Assimetria negativa indica que a distribuicdo se concentra mais no lado
direito. Assimetria positiva, indica o contrario.

A curtose € uma medida de dispersdo dos dados calculada a partir do
quarto momento da distribuicdo. Em uma distribuicdo normal o valor da curtose é
igual a 3. Curtose > 3 indica uma distribuicao leptocurtica (mais alta com caudas
pesadas). Curtose < 3 indica uma distribuicao platicurtica (mais achatada).

A Figura 5 ilustra as distribuicbes de probabilidades (em forma continua)
dos ativos C e D. Ambos os ativos tém igual média, variancia e curtose. O que é
diferente é a sua medida de assimetria, a assimetria, que € da mesma

magnitude, mas com sinal oposto.
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Figura 5 — Distribui¢ces continuas dos Ativos C e D, e o limite L= 1,7
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Desde o ponto de vista da andlise média - varidncia ambos os ativos sao
igualmente preferiveis. O indice de Sharpe seria 0 mesmo tanto para o ativo C
como para o ativo D.

Considerando a posi¢ao do investidor que define perda como um retorno
abaixo de L=1,7, o célculo da taxa de probabilidade de ganhos vs. perdas
(TPGP), para ambas as distribui¢des ficaria assim:

- Ativo C: TPGP¢ = Probabilidade acima de L / Probabilidade abaixo de L

TPGP¢ = 0,0810/0,9190 = 0,0881.

- Ativo D: TPGPp = 0,0890/0,9110 = 0,0977.

Observando as probabilidades de ocorréncia de cendrios acima e abaixo
do nivel L=1,7, observa-se que o ativo C gera maiores perdas. Mas se o nivel L
fosse 0,9, o TPGP; = 1,7027 e o TPGPp = 1,5575, tem-se uma situagao
contraria a anterior. Posteriormente serd exibido que, pela medida Omega (Q),
para qualquer nivel L o ativo D é preferivel ao ativo C. S6 no caso do L ser igual
a média, ambas as medidas coincidem. Conseqglientemente, esta andlise mais
apurada chega a conclusdes totalmente diferentes das obtidas pelo simples

estudo da média-variancia.

Caso 3:

A Figura 6 ilustra outras duas distribuigdes:

- O Ativo E é normalmente distribuido e tem média (pg) igual a 0,5,
variancia (og°) igual a 1,66.

- O Ativo F é simetricamente distribuido e tem média (ug) igual a 0,5,
variancia (o¢°) igual a 1,66 e curtose (K¢) igual a 6,30.

Basicamente a Unica diferenga do ativo F para o ativo E é o0 seu excesso
de curtose igual a 3,30 (6,3-3,0). Estas distribuicbes tém capacidades
drasticamente diferentes para obter grandes perdas e grandes ganhos.

O ativo F, devido a suas caudas pesadas, apresenta uma maior
predisposicao para perdas e ganhos grandes. Por exemplo, para um L = 4,5
calculam-se as taxas de probabilidades de ganhos vs. perdas (TPGP):

- Ativo E: TPGPg = Probabilidade acima de L / Probabilidade abaixo de L

TPGPe = 0,0009463/ 0,99905 = 0,9472 x 107,

- Ativo F: TPGP: = 0,0050225/ 0,9950 = 5,048 x 107

Observa-se que a TPGP para o ativo F € mais de 5 vezes maior do que a
TPGP do ativo E, indicando uma maior chance para F ter ganhos excessivos.
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Estipulando um L proximo da meédia, fica menos obvio qual dos dois seria
mais preferivel e vai depender da faixa de retornos sob consideracdo. Para um
L=1,3 os resultados sado os seguintes:

- Ativo E: TPGPg = 0,2678/ 0,7322 = 0,3657.

- Ativo F: TPGPg = 0,2374/ 0,7626 = 0,3113.

Neste ultimo experimento, o ativo E apresenta maiores chances de obter
ganhos acima do L fixado.

Portanto, dado que ambas as distribuicbes tém as mesmas média e
variancia, as diferengas em quanto aos niveis de preferéncia sdo causadas pelos
momentos superiores, neste caso especifico, pelo excesso de curtose de 3,3 do
ativo F sobre a distribuicdo normal do ativo E. Os critérios de escolha da teoria
classica de média-variancia indicariam indiferenca para estes dois ativos,
mostrando-se incapaz de lidar com a influéncia dos momentos de ordem

superior.
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Figura 6 — Distribuigbes continuas dos Ativos E e F, e o limite L = 4,5

Caso 4:

A Figura 7 ilustra duas distribuices:

- O Ativo G é normalmente distribuido e tem média (ug) igual a 0,85,
variancia (og?) igual a 0,2163.
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- O Ativo H é assimetricamente distribuido e tem média (un) igual a 0,8,
variancia (o) igual a 0,2163, assimetria (SKy) igual a 0,7388 e curtose (Ky)
igual a 3,2785.

Ambas as distribuicbes possuem a mesma variancia, mas o ativo H tem
um leve excesso de curtose (3 - 3,2785 = 0,2785) sobre o ativo G, e apresenta
uma assimetria positiva. A média do ativo G € maior do que a média do ativo H,
e dado que ambos tém idéntica variancia, o ativo G sempre seria preferivel ao
ativo H de acordo com o critério do indice de Sharpe.

Para um L = 0,85, igual a média do ativo G, calculam-se as taxas de
probabilidades de ganhos vs. perdas (TPGP):

- Ativo G: TPGPg = Probabilidade acima de L / Probabilidade abaixo de L

TPGPg = 0,50/ 0,50 = 1,00.

- Ativo H: TPGPy = 0,4052/ 0,5948 = 0,6812.

Como era esperado a TPGP para o ativo G é mais alto do que a TPGP do
ativo H, corroborando a teoria de Sharpe. Mas o que aconteceria se o investidor
estipula um retorno desejado mais préoximo das caudas direitas? Por exemplo,
fazendo L= 1,5 as TPGP seriam:

- Ativo G: TPGPg = 0,0804/ 0,9196 = 0,0874.

- Ativo H: TPGPy = 0,0828/ 0,9172 = 0,09083.

Com L=1,5 existem mais chances de encontrar cenarios desejaveis
escolhendo o ativo H. Portanto, dependendo do nivel de retorno L nem sempre o

ativo G que tem maior média seria o mais recomendavel.
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Figura 7 — Distribui¢cbes continuas dos Ativos G e H, e os limitesL=0,85eL =1,5
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A partir da andlise dos casos apresentados, conclui-se que é necessario
incorporar a informagdo dos momentos de ordem superior a 2 nas medidas de
performance. A medida Omega leva em conta todos os momentos da
distribuicao sendo de facil calculo e implementacao.

3.2
A Funcao Omega

Para definir a fungdo Omega (Q), primeiramente deve-se definir
exogenamente o retorno limite (L). Este divide a distribuicdo de probabilidades
de retornos em duas areas: a area de ganhos, e a area de perdas. Este limite
varia por individuo e pelo tipo de investimento. Na Figura 8 se ilustra a maneira
de exemplo um modelo de uma distribuicdo de retornos de um ativo, no qual foi
estabelecido um limite L = 1,4.
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0,1 |
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0

-0,2 0 0,3 0,7 0,9 1,4 1,7 1,9 2,4 2,9

‘Prob 0,03 0,06 0,13 0,18 0,22 0,15 0,1 0,07 0,04 0,02

Figura 8 — Distribuicao de retornos com um limite L=1,4

A distribuicao de probabilidades da Figura 8, na sua forma discreta como é
apresentada, servira de exemplo para entender o conceito da medida Omega e 0
procedimento para calcular este indicador.

Uma vez especificado o retorno limite L, pode-se comparar a probabilidade
ponderada de ganhos e perdas relativos a ele:
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- O ganho esperado, dado um retorno maior do que L, é justamente o valor

esperado condicional dos retornos que excedem L, E(r |r 2L).

sédo g= E(r [r2L)-L e (=L -E(r |r <L) respectivamente.

estes resultados.
0,9 | 0,34 \
0,8
0,7 |
0,6 |
0,5 |
0,4
0,3 |
0,21

0,1

No exemplo da Figura 8, estes valores seriam:

E(r|r=L) = E(r [r 21,4) = (1,4+ 1,7+ 1,9+ 2,4+ 2,9)/5 = 2,06 ,

E(r|r <L) = E(r [r <1,4) = (-0,2+ 0 + 0,3 + 0,7 + 0,9)/5 = 0,34.

Assim: g=E(r|r=1,4)-1,4 =2,06-1,4 = 0,66 ,
[=L-E(r|r<1,4)=1,4-0,34=1,06 .

Na Figura 9, utilizando a funcao de distribuicdo cumulativa, sdo exibidos

- A perda esperada, dado um retorno menor do que L, seria E(r |r <L).
Assim, o0 ganho esperado e a perda esperada relativos ao retorno limite L,

L=1,4

i

N

E(r |r 21,4) =
2,06

1,4

1,9

2,4 2,9

Figura 9 — Distribuicdo cumulativa com os respectivos ganho (g) e perda (/) esperados

Os valores esperados de ganhos e perdas por si préprios ndo sao muito

informativos. Para poder comparar de modo significativo ganhos e perdas

potenciais, € necessario pondera-los por suas probabilidades. Desse modo, se

F(r) € a funcao de distribuicdo cumulativa para os retornos, tem-se que:

- A probabilidade de que um retorno seja menor do que o limite L € F(L).
- A probabilidade de que um retorno fique acima de L é 1-F(L).
Portanto, o indice Q = [gx(1-F(L))/[£xF(L)] daria uma medida da qualidade

do investimento. A Figura 10 ilustra a fungdo de distribuicdo cumulativa do
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exemplo, mostrando o numerador e o denominador do indice Q, que sdo o

retangulo superior e o retangulo inferior respectivamente.

1

0,9 1
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0,5 1

0.4 1

0,3 1

0,2 1

0,1

0

-0,2 0 0,3 0,7 0,9 1,4 1,7 1,9 2,4 2,9
Figura 10 — Ganhos (retangulo superior) e perdas (retangulo inferior) ponderadas,
relativos ao retorno limite L=1,4

Através do grafico da Figura 10 pode-se calcular o indice Q para o
exemplo: Q =[0,66 x 0,23]/[1,06 x0,77] = 0,1518 / 0,8162 = 0,1860.

O indice ‘Q considera somente um ganho e uma perda em particular. Mas
sendo mais abrangentes, deve-se considerar toda a possivel faixa de retornos.
Assim, os ganhos e perdas de qualquer quantidade podem ocorrer com alguma
probabilidade nesse intervalo. Esta situacéo leva a uma area unica a medida que
a unidade dos ganhos e perdas se torna progressivamente menor. A Figura 11
ilustra esta idéia, e de acordo com ela os ganhos e perdas ponderadas seriam
calculadas como se mostra na Tabela 1.

Tabela 1 — Calculo dos Ganhos e Perdas Ponderadas

r<L | £=rig-n F(r) LE(r) r>=L | gi=r,-rn | F(r) [[1-F(N] | g*[1-F(r)]
-0,2 0,2 0,03 0,006 1,4 0,3 0,77 0,23 0,069
0 0,3 0,09 0,027 1,7 0,2 0,87 0,13 0,026
0,3 0,4 0,22 0,088 1,9 0,5 0,94 0,06 0,03
0,7 0,2 0,4 0,08 2,4 0,5 0,98 0,02 0,01
0,9 0,5 0,62 0,31 2,9
1,4 Ganho Ponderado = 5g; F(r) 0,135
Perda Ponderada = 5 /; F(r) 0,511

Assim,Q=0,135/0,511 = 0,2642
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Figura 11 — Reduzindo os intervalos entre retornos refina-se a estimativa de ganhos e

perdas relativos a L =1,4

Por meio do exemplo apresentado de uma distribuicdo de retornos com
probabilidades discretas, conseguiu-se visualizar o conceito da medida de
performance Q, a qual leva em consideragao o formato integro da distribuigéo.

Quando a distribuicdo de probabilidades deixa de ser discreta, isto é, uma
funcdo de densidade, a forma que toma a Figura 11 no limite, quando os
intervalos se tornam cada vez menores, é exibida na Figura 12. A taxa da area

superior pela area inferior seria a medida Q(1,4).
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Figura 12 — O limite quando a unidade de ganhos e perdas tende a zero.
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Considerando o caso de uma fungdo de densidade, como a exibida na
Figura 12, define-se:

e (a,b) = Os limites inferior e superior, respectivamente, da faixa de
retornos da distribuicdo. No caso mais geral, a = -~ e b=<.

e I(L) = A média ponderada de ganhos acima de um nivel L (&rea
superior da Figura 12).

e I;(L) = A média ponderada de perdas abaixo de um nivel L (area inferior
da Figura 12).

A medida de performance Q calculada de maneira discreta, vira Q na sua

forma continua, e se define através da seguinte expressao:

1, [ f-Feolax

QL)= % -
L, I F(x)dx

, (23)

onde:

F(x) = Funcao de Distribuicdo Cumulativa (FDC) dos ganhos “x”,
L = nivel minimo requerido de ganhos,

a = retorno minimo,

b = retorno méaximo.

A fungé@o Q(L) permite comparar retornos de diferentes ativos e classifica-
los em relacdo a magnitude dos seus Omegas. A classificagdo dependera do
intervalo de retornos considerado e incorporara todos os efeitos dos momentos

de ordem superior.

Apresentada a funcdo Omega Q(L), vai se exibir a forma que esta possui
nos quatro casos apresentados no inicio desta secao. Devido a grande variagao
dos valores do Omega ao longo da faixa de retornos, sera apresentado o
logaritmo natural da medida Omega, ao invés do Omega.

Omega Caso 1:

Ambos os ativos (A e B) sdo normalmente distribuidos com média igual a
0,1, mas o ativo A tem menor variancia (0,04 vs. 0,09). Pelo exibido na Figura
13, 0 ativo A é preferivel para qualquer retorno abaixo da média. Em troca, o
ativo B é preferivel para qualquer retorno acima da média.
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= (0Omega A

——OmegaB

In (Omega)

L
Figura 13 — Caso 1: Funcéo In(Q(L)) para os ativos A e B

Omega Caso 2:

Neste caso, com duas distribuicdes assimétricas de igual média (1,0486) e
variancia (0,2196) e com assimetrias de igual magnitude, mas de sinais
diferentes, observa-se pela Figura 14 que o ativo D (de assimetria positiva) é
preferivel ao ativo C em todas as situagdes possiveis de retornos, exceto quando
o retorno iguala a média, dando em ambos os casos medidas émegas iguais.

7

e (Omega C
——OmegaD

In (Omega)

L
Figura 14 — Caso 2: Funcéo In(Q(L)) para os ativos Ce D
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Omega Caso 3:

Neste caso, com duas distribuicbes simétricas de idéntica média (0,5) e
variancia (1,66), e tendo uma delas (F) excesso de curtose igual 3,3, observa-se
pela Figura 15 que:

- Para retornos -»< r <-0,934, e, 0,5 <r < 1,934, o ativo E é preferivel ao F.

- Para retornos -0,934 <r <0,5, e, 1,934<r <+«, 0 ativo F é preferivel ao E.

= 0Omega E

——OmegaF

In (Omega)

L

Figura 15 — Caso 3: Funcao In(Q(L)) para os ativos E e F

Omega Caso 4:

Este caso consiste de duas distribuicbes, uma normalmente distribuida
com média 0,85 e outra com distribuicdo assimetricamente positiva com média
0,80 apresentando um leve excesso de curtose (0,2785). Ambas as distribuicdes
possuem idéntica variancia. Pelo observado na Figura 16, tem-se que:

- Para retornos -~< r < 0,458, e, 1,271 <r < +«, 0 ativo H é preferivel ao G.

- Para retornos 0,458 < r < 1,271, o ativo G é preferivel ao H.

Este caso resulta interessante de analisar através da medida Omega.
Normalmente espera-se que o0 ativo com a maior média seja sempre 0 mais
preferivel, e dado que ambos os ativos possuem a mesma variancia, como € o
caso do exemplo, esta escolha fica ainda mais clara. Mas mostrou-se que,
dependendo da forma da distribuicdo, a escolha do ativo de melhor performance
é fungao dos retornos estipulados como limites.
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e Omega G

1 ——OmegaH

In (Omega)

L
Figura 16 — Caso 4: Funcao In(Q(L)) para os ativos G e H

Para este mesmo caso, como se comportaria a fungdo Omega no caso
que a distribuicdo de H seja normal, mantendo a mesma média e variancia? A
Figura 17 ilustra esta alteragao (H vira H’). Nela observa-se que o ativo G que
possui maior média sera preferivel a distribuicdo H’ para todo nivel de L. O
resultado é coerente visto que as duas distribuicbes mantém o mesmo formato
(s6é uma é mais deslocada a direita) ndo existindo nenhuma diferenca na forma

das caudas. o aue faz aue a escolha de G nao seia alterada.

27 — Omega G

H G ——OmegaH'

1,5 A

1 -0,125 0,75 1,625 2,

In (Omega)
)

05 055 06 065 07 0,75 08 1,1 1,15 1

1,5

-2

L
Figura 17 — Fungéo In(Q(L)) para os ativos G e H’
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3.3.
Propriedades da Funcao Omega

3.3.1.
Representacao alternativa da Funcao Omega

A Equacéo (23) que define a medida Omega, pode ser representada de
uma maneira mais intuitiva. Kazemi et al. (2003) demonstram que a funcgao
Omega Q(L) pode ser escrita como uma divisdo de dois valores esperados:

- O numerador é o valor esperado do excesso de ganho (x-L) condicional a
resultados positivos, ou também conhecido como Expected Chance (EC).

- O denominador € o valor esperado da perda (L-x) condicional resultados
negativos, chamado também de Expected Shortfall (ES).

Estas definigdes podem ser apreciadas graficamente na Figura 18.

Prohb
E[ max (x|x>=L:0)]
-

E [ max (x|x<L;0) ]

(a)

Prob
E [ max (x-L;0) ]
L]

b)

Prob EC(L)

E [ max {L-x;0) ]

c}

\
v

ES(L)

Figura 18 — Numerador (EC(L)) e denominador (ES(L)) da medida Omega.

A Figura 18 permite visualizar graficamente o numerador e denominador

da medida Omega para a representagdo alternativa. Nela, ilustra-se a idéia
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basica dessa medida. "O que se espera ganhar caso se ganhe (expected return
given no loss) comparado com o que € esperado perder caso se perca (expected
return given loss)?". De forma a responder essa questdo, primeiro deve-se
definir o par@metro maximo aceitavel de perda L, que represente as preferéncias
de risco dos investidores, sendo que um maior L denota um maior apetite por
risco. Um maior valor de Omega é preferivel independente do nivel de ganho
requerido.

No Apéndice 1 se detalha como chegar a Equagao (24), que exibe a
representagao alternativa da medida Omega (Q):

o) - J, [i—F(x)]dx ) jLL (DI ElMax-Li0)] ECL) (o
L F(x)dx j (L-0fdx  EMax(L-x;0)]  ES(L)

A seguir, testa-se a Equacao (24) no exemplo numérico apresentado na
secao 3.2. A Tabela 2 mostra os resultados.

Tabela 2 — Calculo do Omega Q(L=1,4) empregando a formula alternativa

R | Prob. | %% | Max(rL:0) | Max(L-0) MZ;‘??_'SO) MZ:(?E::;{O)
-0,2 0,03 0,03 0 1,6 0 0,048
0 0,06 0,09 0 1,4 0 0,084
0,3 0,13 0,22 0 1,1 0 0,143
0,7 0,18 0,4 0 0,7 0 0,126
0,9 0,22 0,62 0 0,5 0 0,11
1,4 0,15 0,77 0 0 0 0
1,7 0,1 0,87 0,3 0 0,03 0
1,9 0,07 0,94 0,5 0 0,035 0
2,4 0,04 0,98 1 0 0,04 0
2,9 0,02 1 1,5 0 0,03 0
E[Max(r-L;0)] = | 0,135
E[Max(L-r,0)] = 0,511
Q(1,4) = 0,135/ 0,511 = 0,2642

Pelo exposto na Tabela 2, os resultados alcangados séo idénticos aos
obtidos na Tabela 1 da se¢éo 3.2, utilizando a definigao conceitual do Omega.

Em termos de processamento computacional resulta mais vantajoso adotar
esta Ultima definicio de Omega (Equacao (24)), j4 que facilta o seu

entendimento e permite visualizar a idéia de Omega como a relagédo entre a area
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esperada de ganhos e a area esperada de perdas (L, escolhido exogenamente,

determina o limite entre estas areas).

Utilizando Omega, ndo é necessario realizar suposicoes paramétricas

sobre a distribuicao de retornos, com excec¢ao de que existam as duas integrais:
LML =] Fxdx=ES@L), e, L,(L)= ij[l-F(x)]dx —EC(L). Na pratica, desde

que se trabalhe com distribui¢cdes discretas, ndo havera problema em calcular os
componentes da medida Omega, tal como foi mostrado através dos exemplos

numeéricos.

Kazemi et al. (2003) propéem uma medida de performance alternativa, que
eles denominaram de Sharpe-Omega:
r—L
ES(L) ’

Sharpe —Omega = (25)

onde r é a média dos retornos do ativo. Essa medida daria o excesso de
ganho esperado acima de um nivel critico L por unidade de risco (perda
esperada). A unidade de risco nesse caso poderia ser representada como um
seguro, ou seja, ao pagar o prémio da opgao de venda, o investidor teria um
ganho certo representado pelo excesso entre 0 ganho do investimento e o nivel
minimo de ganho requerido (L).

3.3.2.
Outras propriedades da Funcao Omega

Sejam F e G duas fungbes de distribuicdo cumulativa no intervalo (a,b),
onde ‘a’ e ‘b’ podem ser finitos ou n&o, L € o retorno limite, e as médias de F e G
(Ur € Pg) existem. A funcdo Omega de F é definida pela Equacao (26):

I, (L)
Q,.(L)= , 26
(L) L) (26)
onde,
LML) =| Lb [1- Fx)]dx. (27)
LL)=[" Foodx - (28)

Dadas estas definigbes, podem-se deduzir algumas propriedades para
Omega. A seguir descrevem-se as principais.
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Propriedade 1
dQ, _FOIL,ML)-LM)] 1

Qf é dif avel e . 29
- & diferencavel e — - O D (29)
Demonstracao:
dI, dI
—21.(L)-—1,(L
a, "™ " _-rono-rFoL W)
dL I>(L) I} (L)

_FLLL)-FLLWL)-L,0)
- 12(L)

Simplificando I, (L) no numerador e no denominador obtém-se a Equagéo (29).

Propriedade 2
Qe é uma fungé&o monotodnica decrescente no intervalo (a,b) na imagem (0,).
Demonstracéo:
A propriedade 2 significa que
dQ.
dL
De acordo com a equacgao (29), F(L)[I1(L) - Ix(L)] deve ser menor do que

<0. (30)

I1(L) para que a Desigualdade (30) seja verdadeira. Analisando esta condig&o:

FIL[T(L)-Ix(L) ] < L(L),

F(L)- [(L)/ Li(L)] < 1,

F(L)- Q(L) < 1.

Para saber se esta Ultima expressdo se cumpre, vao se analisar os
resultados que se obteriam colocando os valores extremos das imagens das
funcdes F(L) e Q(L). A imagem de F(L) é [0,1] e a imagem de Q(L) é (0,):

- Se F(L) = 0, entdo F(L)- Q(L) =0 - Q(L) < 1.

- Se F(L) = 1, e se Q(L)=0, entéo F(L)- Q(L) =1 —[Q(L)=0] < 1.

- Se F(L) = 1, e se Q(L)>0, entdo F(L)- Q(L) = 1 - [Q(L)>0] < 1.

Em nenhuma situagcdo a diferenga F(L)-Q(L) fica maior ou igual a 1,

dQ
portanto, se demonstra que —~= < 0.

Em relagdo a imagem da fungéao Qf, esta sempre € positiva. Por definicao
QrF é a razédo de duas integrais positivas, e por ser uma fungdo monoténica
decrescente, esta tende ao infinito quando L tende ao seu dominio inferior ‘a’, e
Qe tende a zero quando L tende ao seu dominio superior ‘b’.
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Propriedade 3
Se ue € a média da distribuicdo F, logo Qg(pg)=1.

Demonstracéo:
Em primeiro lugar, vai se demonstrar que Iog(L)- I1g(L) = yg — L. Assim:

Le(- Le(L) = |, 1-F@ldx- [ Fodx=[dx- [ Fxdx- [ Fxdx

= [b-L]- | Fexxdx =[b-L]- [ (b-x)f(x) dx

= [b-LI-b[ fxdx + [ xf(x)dx =b-L-b.1+E(x)

_ b-L-b.1+E®x)

“EM)-L=ur—L. (31)
Se a Equagao (31) se divide por Iy¢(L), obtém-se:

o.y=1+2"L (32)
I.(L)

Com a Equacéao (32) se demonstra que Qg(L) =1 se L = p.

Também pode-se demonstrar que Qr(L) € sempre positivo. Assim:

Se Qg(L) >0, entao, (Me-L)/Lig(L) > -1.

Desenvolvendo esta ultima desigualdade (pg-L)>-I1(L), mas (Ue-L) = Iog(L)-
Lir(L) , logo Ixr(L)- I4(L) > -I1£(L).e, Ior(L) > O.

Observa-se que se chega a uma expressao verdadeira: Iz(L) > O (por ser
Ior(L) a integral de uma é&rea positiva). Assim, conclui-se que efetivamente
(Ue-L)/Tie(L) > -1 o0 que indica que Qg(L) tera sempre um valor positivo.

Propriedade 4

As distribuicoes F e G tém a mesma fungdo Omega se e somente se F=G.

Demonstracéo:

Se Q= Qq, Qr(UF) = Qs(Ms) = 1. Ambas as fungdes tem o mesmo valor na
média (igual a 1), assim pg = ug. Chame-se de p a média comum.

LL) o gy lm

Sejam Q.(L)= ;
I(@L) (D)

e, I= Ii(p) = Ix(p) e J= Ji(k) = Ja(W),

para um L>0 denote-se:

Ar= j:_L [1-F(x)dx] e Be = | :_LF(x)dx, logo, Lo(p-L)= I+A¢, e I(u-L)=I-Bs.
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Com a mesma notacdo para G, Ag e Bg, tem-se que Jo(u-L)= J+Ag, e
Ji(u-L) = J-Bg. Dado que Ar + B = L, e Ag + Bg = L, a igualdade de Qr e

J+L-B, I+L-B,

Qg, em p-L da
J-B, 1-B,

. Dai, Lx (I-Bg) = Lx (J-Bg), e como L#0,

entdo, I-Bf = J-Bg. Isto € 0 mesmo que Ii(u-L) = Jy(pu-L), e essa relagcado se
mantém para todo L. Portanto, se Q= Qg, € Ii(u-L) = Ji(u-L), diferenciando se
obtém F=G.

Além destas quatro propriedades apresentadas e desenvolvidas, no
Apéndice 2 sao deduzidas outras propriedades para a medida Omega (Q2), mas
derivadas a partir da definigao Q(L) = EC(L) / ES(L).

3.4.
Omega e a Dominancia Estocastica

Dominéncia estocastica € um termo que se refere a um conjunto de
relacdes de preferéncia que se podem estabelecer entre um par de distribuicées.
A seguir se faz uma explanagdo dos principais conceitos sobre dominancia
estocastica® .

A fim de determinar se uma relacdo de dominancia estocastica existe entre
duas distribuicbes, as distribuicbes sdo primeiramente caracterizadas por suas
funcdes de distribuicdo cumulativa, ou FDC. Considerem-se duas distribuicdes A
e B, caracterizadas respectivamente por suas FDC como Fa e Fg. Assim, a
distribuicdo B domina estocasticamente a distribuicado A, em primeira ordem, se
para qualquer argumento y, Fa(y) = Fg(y). Se y denota um nivel de renda, logo a
desigualdade na definicdo significa que a proporgdo de individuos com uma
distribuicao de rendimentos ndo superiores a 'y em A, € maior ou igual do que a
proporgao de tais individuos em B.

Ordens superiores de dominancia estocastica também podem ser
definidas. Para este efeito, devem se fazer integrais repetidas da FDC para cada
distribuicdo. Formalmente, define-se uma seqiiéncia de fungbes D'(y)=F(y),

D**'(y) = jost(z)dz, para s=1,2,3... , assim, a funcéo D' é a FDC da distribuicao

® Em Levy e Sarnat (1984) tem-se uma mais ampla descrigao dos conceitos de

dominancia estocastica.
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que se deseja analisar, D?(y) é a integral de D" de 0 a y, D¥(y) é a integral de D?
de 0 a 'y, e assim por diante. Por definicdo, a distribuicdo B domina a distribuicao

A na ordem s se Dj(y)>Dg3(y). Esta definicho deixa claro que havendo

dominancia de primeira ordem implica dominancia em todas as ordens
superiores. De uma forma mais geral, a dominancia na ordem s implica

dominancia em todas as ordens superiores a s.

Em andlise de carteiras sdo comumente abordadas as trés primeiras

ordens da dominancia estocastica:

— A dominancia estocastica de primeira ordem seleciona os investimentos
dando preferéncia a um retorno maior. Este critério assume que o
investidor ndo leva em conta o risco, preferindo sempre o investimento
com o retorno maior. Graficamente as FDC nao devem se cruzar para
que exista a dominancia em primeira ordem do investimento cuja FDC

fica a direita.

— A dominéncia estocastica de segunda ordem permite selecionar os
investimentos dando sempre preferéncia pelos de retorno maior, sé que

neste caso o investido é avesso ao risco.

— A dominéancia estocastica de terceira ordem possui 0s mesmos critérios
da dominancia estocastica de segunda ordem, mas adicionalmente o

investidor tem aversao crescente ao risco.

Fazendo a comparacao entre a medida Omega (Q) com os critérios de
dominancia estocastica, destaca-se que Omega (Q) possui a vantagem de
permitir ao investidor estabelecer exogenamente um retorno limite “L” o qual
divide a distribuicdo de retornos do investimento em uma area de ganhos, e em
uma area de perdas. O risco é definido assim pelo proprio investidor, e, como foi
apresentado nos casos ilustrativos da secao 3.2, dependendo do valor que tome
“L” um investimento € preferivel a outro. Pelo critério da dominancia estocastica,
como foi exposto, é exigido que as FDC cumpram certas condi¢des, o qual
abrange toda a distribuicdo, mas o investidor ao estabelecer o que ele considera
como ganho minimo aceitavel (L), Ihe é mais interessante saber, nesse ponto,
qual distribuicdo lhe oferece a melhor relagdo ganho esperado versus perda
esperada (EC / ES). A andlise pelos critérios de dominancia estocastica pode
identificar distribuicbes em que ndo exista dominancia (em alguma ordem) de
uma distribuicdo para outra e vice-versa. Nesses casos o investidor ndo saberia
qual investimento escolher, situagdo que com o uso da medida Omega(Q) nunca
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vai acontecer, ja que para cada nivel de “L” existe sempre uma distribuicéo

preferivel (ou no minimo equivalente) do que outra.

Por outro lado, como sera apreciado em secdes posteriores, a
implementacdo de um programa de otimizacdo para a composicdo de uma
carteira, utilizando como fungéo objetivo a maximiza¢cdo da medida Omega (Q),
€ realizado de maneira bastante simples e intuitiva, semelhante ao programa de
otimizacdo usando os critérios de Meédia-Variancia de Markowitz (1952).
Utilizando os critérios de dominancia estocastica o programa de otimizagao se
tornaria bastante complexo, dada a natureza desses critérios, fazendo que seja
de dificil implementagdo. A utilizagdo da medida Omega (Q) resulta ser
computacionalmente muito pratica, de facil entendimento e atende as

expectativas de retornos desejados pelos investidores.

3.5.
Otimizacao com a Medida Omega

3.5.1.
O Programa de Otimizacao

Uma maneira de otimizar a carteira P utilizando a medida de performance
Omega (Q), adaptada da proposta feita por Ick e Nowak (2006), € por meio do
seguinte programa:

\
max Q(L) = EGM) :
P ES, (L)
sujetoa : ij =1 ~ (33)
j=1

OSszl -

Onde:

ES; (L)=E[Max(L-R, ;0)] Perda Média Esperada da carteira P ou

Expected Shortfall,

ECP(L)zE[Max(RPi -L;0)] = Ganho Médio Esperado da carteira P ou

Excess Chance,
n
Rpi = ijrij = retorno da carteira P no periodo i,
j=1

r; = retorno do ativo j no periodo i (sdo ‘n’ ativos no total),

w; = porcentagem da carteira investido no ativo j.
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A seguir, otimiza-se por Omega uma carteira composta por quatro ativos,

aplicando o programa de otimizagdo descrito na segé&o anterior, e logo se

compara com a otimizagdo aplicando a modelagem classica de Markowitz

(1952), com fins de entender melhor as vantagens da otimiza¢do pelo Omega.

Na Tabela 3 se apresentam os quatro ativos que compdem a carteira, junto

as suas principais estatisticas. Para cada ativo foram considerados 500 periodos

de observacgdes, o que constitui a sua distribuicao de retornos.

Tabela 3 — Propriedades Estatisticas dos Dados Historicos de Retornos de Quatro Ativos

Valor Valor
Média | Variancia | Assimetria| Curtose ) ) JB Test
Minimo | Maximo
Ativo X 0,15 0,25 -0,90 3,42 -1,69 0,84 71,63
Ativo Y 0,20 1,44 1,96 8,38 -1,00 7,41 925,06
Ativo Z 0,25 1,00 1,90 8,17 -0,80 6,39 856,89
Ativo W 0,05 0,16 -1,42 5,51 -2,02 0,53 299,31

Os quatro ativos apresentados na Tabela 3 sdo muito longe de serem
normalmente distribuidos, o qual € indicado pelo Teste de Jarque-Bera.
Observa-se que todos os valores sao bem maiores do que 5,99 que é o valor da
chi-quadrada com dois graus de liberdade e probabilidade de 95%, que é
tomado como referencial para o teste da hipdtese de normalidade.®. O gréfico
das distribuicbes é apresentado na Figura 19.

Os ativos X e W apresentam assimetria negativa e um leve excesso de
curtose, em troca, os ativos Y e Z tém assimetria positiva e um consideravel
excesso de curtose, assim como uma dispersdo maior dos seus retornos o que

se reflete numa maior variancia.

Por outro lado, os ativos encontram-se correlacionados, o que é exibido na
Tabela 4. Observa-se que os ativos X e W, que tem o mesmo sentido da
assimetria, apresentam correlacao positiva entre eles e negativa com o resto de

ativos. Situacao simular acontece entre os ativos Y e Z.

* Para maiores detalhes sobre o teste de Jarque-Bera, consulte Bera & Jarque
(1980).
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Figura 19 — Distribuicao de probabilidades dos retornos dos quatro ativos

Tabela 4 — Matriz de Coeficientes de Correlacao

X Y Z W
X 1 0,42 -0,46 0,44
Y -0,42 1 046 -045
Z -0,46 0,46 1 -0,48
W 0,44| -045| -0,48 1

60

Os resultados da otimizacao da composicao do portfélio usando Markowitz

e a medida Omega com diferentes niveis de retornos limite L, sdo apresentados

na Tabela 5. A otimizagdo pela metodologia Média-Variancia de Markowitz néo

leva em conta outros momentos da distribuicdo, e dai que as porcentagens da

composicao variam significativamente em quase todos os ativos em relacdo a

otimizagao pelo Omega.

Tabela 5 — Composi¢ao do Portfélio

Metodologia Empregada

varkowtz | @758 | WTsh | (ot
w; = %Ativo X 27,12% 35,10% 44,54% 47,90%
W, = %Ativo Y 9,46% 10,10% 10,84% 2,74%
W3 = Y%Ativo Z 15,34% 28,51% 28,95% 49,37%
Wy = %Ativo W 48,08% 26,30% 15,66% 0,00%
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Como em Markowitz o objetivo € minimizar a variancia, o ativo W foi
escolhido em maior proporcao devido a que apresenta a menor variancia em
relacdo aos outros. As correlagcdes entre os ativos também influenciam a

preferéncia naqueles que diminuem o risco da carteira.

Quando se maximiza a medida Omega, observa-se que os ativos X e Z
vao ganhando maior representatividade na carteira, devido a que nesses ativos
encontra-se maior probabilidade de retornos acima do valor estipulado como
limite L. A Figura 20 apresenta a forma que toma a distribuicdo do Portfélio
otimizado, em fun¢do da metodologia utilizada.

20 20
181 18
| | - o
“ @ f\ ERp) = 12,20% ] (b) FX Van®) = BT
Gan ' Var(P) = 5,06% Can Omega(L=0%)=5,21
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E(Rp) = 20,09%
Var(P) = 20,13%
Omega(L=15%)=1,38

E(Rp) = 16,88%
Var(P) = 9,28%
Omega(L=3%)=3,83

00

1,00
0,751
0,50
0,25
0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
1,00
0,757
0,50
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0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25+
1,50
1,75+

Figura 20 — Distribuicao de probabilidades dos retornos do portfélio P otimizado. (a)
Otimizagao Média-Variancia de Markowitz, (b) (c) e (d) Otimizagao pela medida Omega

com diferentes niveis de L.

A Tabela 6 apresenta as principais estatisticas do portfélio otimizado
empregando ambas as metodologias abordadas.
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Tabela 6 — Principais Estatisticas do Portfélio Otimizado

Metodologia Empregada

Markowitz Omega Omega Omega

(L=0%) (L=3%) (L=15%)
Média 12,20% 15,74% 16,88% 20,09%
Variancia 5,06% 8,16% 9,28% 20,13%
Assimetria -0,34 1,24 1,12 1,77
Curtose 3,92 7,37 7,15 9,07
JB Test 27,06 524,85 462,03 1029,53
Valor Minimo -75,15% -60,47% -68,03% -68,75%
Valor Maximo 101,18% 198,08% 208,43% 324,49%
ECe 16,70% 19,47% 18,80% 18,41%
ESp 4,50% 3,74% 4,91% 13,32%
Omega 3,71* 5,21 3,83 1,38

* O Omega é calculado com L=0

Observa-se na Tabela 6, através do teste de Jarque-Bera, que todas as
distribuicoes dos portfélios otimizados ndo apresentam normalidade. Também se
aprecia que a metodologia de Markowitz sempre encontra o portfélio com a
menor variancia, mas seu indice Omega (L=0) comparado com o Omega do
portfélio otimizado com essa medida (com mesmo L=0) é consideravelmente
menor (3,71 vs. 5,21). A relacao de ganhos ponderados vs. perdas ponderadas é
mais significativa quando se faz a otimiza¢éo pela medida Omega. Justamente
pela ndo normalidade das distribuicdes encontram-se diferencas nos resultados
obtidos entre uma metodologia e outra, sendo que a otimizagdo pela medida
Omega consegue lidar melhor com distribuicdes ndo normais.

Graficamente, na Figura 21 sdo comparadas numa mesma escala (ES vs.
EC) a otimizagdo Média-Variancia de Markowitz com a otimizagao pelo Omega
(L=0), utilizando suas fronteiras eficientes. Como explicado na secdo 1.1,
fronteira eficiente € o melhor conjunto de carteiras que oferecem o maximo

retorno ou ganho para um dado nivel de risco.

Observa-se na Figura 21 que a fronteira eficiente calculada pela medida
Omega € superior a fronteira calculada por Markowitz (Média-Variancia),
especialmente nos pontos com menores perdas médias esperadas (ES). O
maximo Omega da fronteira de Markowitz € menor do que o0 maximo Omega da

outra fronteira, da mesma forma, o Omega de minima variancia fica bem inferior.
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Assim, demonstra-se que para um mesmo nivel de perdas esperadas, pela
otimizacdo da medida Omega se encontram ganhos esperados (EC) superiores.
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Figura 21 — Fronteiras eficientes na escala ES vs. EC

Ao fazer o grafico de ambas as fronteiras na escala Média — Variancia,
obtém-se o grafico exibido na Figura 22.
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Figura 22 — Fronteiras eficientes na escala Média do Portfélio (E[Rp]) vs.Variancia
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Dada a suposicdo de normalidade dos ativos na metodologia de
Markowitz, encontra-se uma fronteira eficiente do portfélio levemente superior
(na escala Média — Variancia) a fronteira obtida pelo Omega (L=0). Caso os
ativos tivessem uma distribuicdo normal, ambas as fronteiras seriam iguais,
fornecendo os mesmos resultados, mas esta diferenca aparece porque a
fronteira calculada pelo Omega, leva em conta o formato da distribuicdo de
retornos do portfélio o qual ndo é normal. Na fronteira calculada por Markowitz
se assume a normalidade da distribuicdo de retornos dos ativos e encontra
sempre a o portfélio de menor variancia. Apesar disso, ambas as fronteiras nao
se afastam muito uma da outra, e a medida que cresce a variancia as curvas vao

ficando iguais.

Por outro lado, para efeitos de medir a performance usando a medida
classica de Sharpe, a fronteira de Markowitz no ponto de minima variancia,
apresentou um valor deste indice levemente inferior ao indice de Sharpe obtido
no ponto de maximo Omega da fronteira eficiente calculada por esta medida.
Mas sabe-se que este indice assume a normalidade dos retornos, portanto, nao

€ 0 mais apropriado em outras situacées, como neste exemplo.

Foi também calculado o valor da medida Omega (Q) otimizado para
diferentes niveis de L. Como era esperado, Omega cai a medida que o L fica

maior. A Figura 23 permite visualizar este comportamento.
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Figura 23 — L vs. Omega
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Enquanto Omega cai a medida que o L fica maior, o retorno do portfélio
(Rp) cresce juntamente com o aumento do L, chegando a um nivel no qual o

retorno médio do portfélio se estabiliza, independente do valor de L.
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Figura 24 — L vs. Média do Portfolio (E[Rp])

A forma da Figura 24 se explica porque a medida que L cresce, vao
ficando menos retornos a direita do L, isto é, o EC fica menor.
Consequentemente, para melhorar o resultado da otimizacdo, o programa
procurard portfélios com maior variancia, e porém maior valor esperado, com o
objetivo de capturar a maior quantidade possivel de valores a direita do L, mas
vai chegar um momento, se L crescer muito, que ja ndo sera possivel aumentar
mais a variancia do portfélio, estabilizando-se justamente na carteira que oferece
o maior retorno com o maior desvio-padrdo. No exemplo apresentado, esta
carteira esta formada exclusivamente pelo ativo “Z” o qual possui uma média de
0,25 e uma variancia de 1 (ndo existe outra combinagcao de ativos que ofereca
um portfélio de maior retorno e variancia). No grafico, percebe-se justamente que
o E[Rp] se estabiliza em 0,25.

3.5.3.
Analise dos resultados e comparacoes das metodologias testadas

Através do exemplo apresentado na sec¢ao anterior pode-se concluir:

» Quando nao existe normalidade nas distribuicoes de retornos dos ativos, ao
levar em conta todos os momentos da distribuicdo (assimetria, curtose,
caudas pesadas, valores extremos, etc.) consegue-se medir o real impacto
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dos ganhos e perdas esperadas. Tudo isto se incorpora através da medida
Omega. No caso de lidar com ativos com distribuicbes normais, a otimizacao
pela Média-Variancia fornecera os mesmos resultados do que a otimizacao
através da maximizagdo da medida Omega justamente porque nesses casos
as distribuicbes sao definidas apenas pelos dois primeiros momentos.
Portanto, Omega (Q) resulta ser mais geral e aplicavel a qualquer situacgéo.

> A Figura 21 permite apreciar a diferenga entre uma fronteira eficiente
otimizada por Omega, e outra utilizando Markowitz. Através da medida
Omega se consegue achar uma melhor fronteira, que leva em consideragéo o
verdadeiro formato da distribuicdo de retornos do portflio e nao

simplesmente os dois primeiros momentos da distribui¢ao.

> Pela Tabela 6 aprecia-se que quanto maior é o nivel do retorno limite
escolhido (L), a medida Omega diminui, isto porque a medida que L fica
maior, a area do EC vai ficando menor e a area do ES cresce. Assim, o valor
do indice Omega tende a diminuir. Fazendo L=0, fornecera a medida Omega
de maior valor, mas cabe lembrar que a escolha do L depende das
expectativas dos investidores e suas préprias preferéncias. L=0 indica que é
aceito como minimo nao ter retornos negativos no portfélio, mas para outro

investidor esta posicao talvez nao lhe seja tao atrativa.

> As fronteiras eficientes do Omega para trés niveis de L, séo ilustradas na
Figura 25. Observa-se que a maior L, os valores do Omega diminuem.
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Figura 25 — Fronteiras eficientes para trés niveis de L
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