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Modelo Matematico

Este trabalho analisa o efeito da imprecis@o na estimativa do desvio-padrao
do processo sobre o desempenho do grafico de S e sobre os indices de capacidade
do processo. A andlise deste efeito € feita através da utilizacdo de um modelo
matematico, apresentado neste capitulo (3) e utilizado para avaliar o desempenho
do grafico de S em funcdo do erro de estimacdo (k) e do deslocamento sofrido

pelo desvio-padrdo do processo (¥ ), de acordo com as medidas de desempenho

risco a e Pd (ver Secdo 3.1). As medidas de desempenho calculadas a partir destes
(NMA, NMA, TES e TMAF) podem, entdo, ser obtidas. Distintamente dos
trabalhos apresentados na Se¢do 2.2, neste trabalho ndo sdo utilizados softwares
computacionais de simulagcdo para obtencdo das amostras e conseqiientemente,
dos valores das medidas de desempenho. Os resultados sdo obtidos com o auxilio
do software Microsoft Excel, para diferentes cenarios (valores de k, ¥, a, f ou Pd,
m, n, entre outros).

Nas Secdes seguintes, (3.2) e (3.3), sdo apresentadas as distribuicdes de
probabilidade do risco a e Pd, e dos indices de capacidade considerados,
necessdrias para as diversas formas de andlise do efeito de estimacdo dessas
medidas de desempenho que serdo apresentadas no Capitulo 4. Tal apresentacdo é
relevante porque, como o erro da estimativa é considerado uma variavel aleatéria
e os limites de controle do griafico de S s@o modelados em funcdo desse erro,
também sdo analisados como tal, possibilitando a apresentacdo dos resultados em

termos da distribuicdo de probabilidade das medidas de desempenho.

3.1.
Definicoes Iniciais

Denote-se, em geral, o desvio-padrao do processo por o = Y0y, sendo o 0
seu desvio-padrao quando sob controle estatistico, e ¥ =1 um “fator de aumento”,

tal que, se y=1, o processo estd sob controle; se ¥ >1, houve aumento no
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desvio-padrao do processo devido a alguma causa especial; e se 0 < ¥ <1, houve

uma reducdo na dispersdo do processo, situagdo que ndo serd considerada neste
trabalho, ji que representa uma situagdo favordvel para a variabilidade do

processo. Equivalentemente, pode-se escrever:

y=— (3.1.1)

Para analisar o desempenho do griafico de S em relacdo a um possivel

aumento na dispersdo do processo por um fator ¥ >1, observa-se o

comportamento da medida de desempenho Pd (ou do risco /).
Como os riscos a e f sdo fung@o dos limites de controle do grafico de S, que
por sua vez sdo influenciados por erros na estimacdo de o, o modelo deve

considerar, além do fator de aumento na dispersdo (), a possibilidade de erro na
estimacdo do desvio-padrdo do processo.

Sendo & a estimativa do desvio-padrdo do processo em controle (aqui

supostamente 6y = S/c4 ), defina-se o fator de erro de estimagdo k, como:

k=20 (3.1.2)

Assim, quando o desvio-padrdo do processo for estimado sem erro
(69=0¢p), k=1. Quando 0<k <1, 6y <0, indicando que a dispersdo do
processo foi subestimada e, quando k >1, & > 0, indicando que a dispersdo do

processo foi superestimada.
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3.2.
Distribuicao do Risco a e do poder Pd do grafico de S sob erros de
estimacao

Considerando como sinal o evento “ponto acima do limite superior de
controle” (recordando que aqui s estdo sendo considerados graficos de S sem

limite inferior de controle), a probabilidade deste evento, P[S > LSC],

corresponderd, quando o processo estiver sob controle, a probabilidade de alarme
falso e, quando o processo estiver fora de controle, ao poder do grafico de S.
Assim, esta probabilidade de sinal é o elemento basico para todas as medidas de
desempenho que serdo consideradas, uma vez que o NMA, e o NMA
correspondem ao seu inverso e o TMAF e o TES sdo calculados a partir destes
ultimos. Em qualquer caso (processo sob controle ou fora de controle), pode-se

escrever:

aouPd= P[s > L5Cg]=pP|| 2= |52 5[ 22L |rsc2
0'2 0'2

A igualdade vale porque S, LSCs e (n_—zlj sdo sempre estritamente
o

positivos. Como (n jS ? segue uma distribuicdo qui-quadrado com n—1 graus

0_2

de liberdade, entdo:

a ou Pd:P[S>LSCS]=P{;(,%_1 >(n—_21jLSC52} (3.2.1)
o

Para limites de trés-sigma, LSCs corresponde a (64 +3\/1—c4% jé‘o.

Substituindo-se a expressdo do LSCs e as equagdes (3.1.1) e (3.1.2) na equagdo

(3.2.1), chega-se ap6s simplificacdo, a:

2
a ou Pd:P[5>LscS]=p{zg_l>["—21J(k2(64+3 1‘65) ] (3.2.2)
y
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De acordo com a expressdo acima, para valores dados de n (que determina

cq), ¥ ek, é possivel obter a probabilidade de alarme falso &, quando o = o

(ou ¥ =1), e o poder do grifico de controle de S, quando o > o (ou ¥y >1).

Como, para o grifico de S, o desvio-padrdo do processo € estimado a partir
do estimador ndo-viesado S / ¢4 , € ainda como, pelo Teorema Central do Limite e

pelas expressdes (2.1.1) e (2.1.3) para a média e o desvio-padrdo de S, se o
ndmero de amostras m for suficientemente grande e as amostras tiverem sido

m

retiradas de um processo em controle (0 = 0()), a distribui¢do de S = S; ¢
=1

- c3)3

m

1
m .
J

bem aproximada por N| c40(; , entdo as seguintes distribui¢des para

6, e k se tornam validas:
212
1—
Go= N ao;(c% (3.2.3)
Cq cim
A _ 2
k=20 _n|1; i <4 ) (3.2.4)
0o cxm

Tem-se assim que k € uma varidvel aleatéria continua com distribui¢do
normal, com média igual a 1 (pois o estimador é ndo-viesado) e varidncia que é
funcdo apenas de n e m. Assim sendo, o risco o e o Pd do grifico de S [equacdo

(3.2.2)] dependem dos valores de n,me y.

Além disso, é facil ver que Pd e a sdo fungdes monotonicamente
decrescentes de k (pois, quanto maior k, maior o valor de LSCs e menor a
probabilidade de sinal); portanto, para qualquer valor k especifico, sendo a e z os
valores de o e Pd, respectivamente, que a ele correspondem por (3.2.2), valem as

seguintes relacdes:

P(Pd<z)=P(K >k)=1-P(K <k) (3.2.5)
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Pla>a)=P(K <k) (3.2.6)

Assim, usando a distribui¢do normal acumulada com os parametros dados
em (3.2.4) € possivel, variando k, determinar a densidade de probabilidade
acumulada para k, F(k)= P(K < k), parametrizada por n e m, e daf, por (3.2.5) e

(3.2.6) podem-se obter as distribui¢cdes acumuladas de a e Pd (para qualquer fator

de aumento ¥ na dispersdo do processo).

Neste trabalho, as distribuicdes das medidas de desempenho foram
levantadas com o auxilio do Microsoft Excel, variando k de 0,50 a 1,50, espacados
de 0,05 em 0,05 unidades. Isso porque para valores de k menores que 0,50, a
densidade de probabilidade acumulada de k sofre pouca alteracdo, se aproximando
de zero; e para valores de k maiores que 1,50, a densidade de probabilidade

acumulada de k também sofre pouca alteragdo, se aproximando de 100%.

O modelo desenvolvido até aqui fornece essas distribui¢des para o caso do
grafico de S com limites de controle de trés-sigma, pois utiliza a equacio (3.2.2).
No caso de limites de probabilidade, estipulados para fornecer uma probabilidade

de alarme falso a especificada, foi visto que o LSCy € dado por

LSCg =\/ ;(,%_wav(% /(n—l). Substituindo-se esta expressao do LSCg e as

equacdes (3.1.1) e (3.1.2) na equagdo (3.2.1), chega-se apds simplificagcdo, a
seguinte férmula para o risco @ ou Pd do grifico de S com limites de

probabilidade:

2
aouPd= P[S>LSCg|= P[ 72> [k—zJ il (3.2.7)
¥

Com ¥ =1, a equacio (3.2.7) fornece o risco a do gréfico de S com limites
de probabilidade; com ¥ >1, fornece o poder do gréfico de S com limites de
probabilidade de sinalizar aumentos na dispers@o do processo por um fator ¥ .

Em ambos os casos (risco o ou Pd), o termo apds a desigualdade no

segundo membro da equacdo (3.2.2) para limites de trés-sigma e na equagéo
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2

n=1,0peqr’ mas

(3.2.7) para limites de probabilidade pode ser substituido por ¥

calculado distintamente. No caso de limites trés-sigma, ;{3_1 corresponde a

»real

2
expressao (n —l/ 72 sz {cé‘ +3 1—c£ } e varia de acordo os valores de n, k e

¥ especificados; e no caso de limites de probabilidade, ;[2_1 Croal ¢ determinado
*Mrea

a partir da expressao (k2 / 7/2 )}(,%_17 o © assume diferentes valores de acordo com

k, v e o valor especificado para a. Tanto para limites de trés-sigma quanto para

limites de probabilidade, ;(2_1 representa o valor real qui-quadrado, que

»Ureal
corresponde ao limite superior de controle do griafico de S, dado que existe um

erro na estimagdo e/ou deslocamento de o) ; e difere do valor “nominal”, neste

trabalho referido como }(,%_Lanom , desejado ou especificado.
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3.3.
Distribuicao dos indices de capacidade Cp e Cpk sob erros de
estimacao

Como mencionado anteriormente, a andlise de capacidade de processos
através dos indices de capacidade também ¢é baseada em estimativas dos
parametros dos processos € por isso, afetada pela imprecisdo dessas estimativas.

O indice Cp € calculado através da equacgdo (2.1.22). Admitindo-se que o

desvio-padrdo o, necessdrio para o célculo de Cp seja desconhecido e necessite
ser estimado e ainda, que este seja estimado com erro (6 # 0()), este erro serd
evidentemente propagado para a estimativa de Cp. Definindo Cp, como o indice

de capacidade aparente calculado quando o desvio-padrdao do processo é estimado

com erro e considerando a defini¢do do fator de erro k [equacdo (3.1.2)], entdo:

_LSE-LIE _LSE-LIE _1
66'0 6]{60 k

Cp, Cp (3.3.1)

Assim, o fator de erro na estimativa de Cp € o inverso do fator de erro na
estimativa de 0. Quando o desvio-padrdo do processo for estimado sem erro
(k=1), Cp, corresponderd ao Cp verdadeiro. Quando a dispersdo do processo
for subestimada (k <1), a capacidade do processo terd sido superestimada
(CPaparente > Cp ) € vice-versa.

Assumindo que a média g do processo seja estimada sem erro, a mesma
relagdo vale entre o erro de estimagdo de o e o erro de estimagdo de Cpk.

Definindo Cpk, como o indice Cpk aparente, basta ver a partir da equagao (2.1.23)

que

Cpk, = Min LSEA_’U;’U_ALIE = Min LSE_’U;’U_LIE :lek
30'0 30'0 3k0'0 3k0'0 k

(3.3.2)

Assim, o fator de erro na estimacdo da capacidade do processo € 0 mesmo

tanto para a capacidade potencial (indicada por Cp) como para a capacidade atual
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(indicada por Cpk). Para esses indices de capacidade sdao apresentados trés
diferentes andlises, possivelmente, de maior interesse em termos praticos. A saber:
T 1 C Cpk .
(a) obtencdo da distribui¢do acumulada do fator de erro — = “Pa _ZPRa Ghtida
Cp Cpk
a partir da distribuicdo acumulada do inverso do fator de erro, que é o préprio k

(fator de erro na estimagdo de o()); (b) obteng@o de intervalos de confianca (IC)

para o inverso do fator de erro (k), ou seja, IC’s para Cp e Cpk; e (c) determinacdo

do valor de m que, para um valor de =n dado, garante que

(1—%00)6‘1)“ <Cp< (1+8100)Cpa ou (1—%00)Cpka < Cpk < (1+ glOO)Cpk“ ,

para uma semi-largura £% do intervalo de confianca 100%c, ambos
especificados.

Neste trabalho, para a andlise da capacidade do processo, a distribuicdo do
fator 1/k foi obtida a partir da distribui¢do de k, com o auxilio do Microsoft Excel,
variando k de 0,70 a 1,30, espacados de 0,05 em 0,05 unidades. Isso porque para
valores de k menores que 0,70, a densidade de probabilidade acumulada de 1/k
sofre pouca alteracdo, se aproximando de 100%; e para valores de k maiores que
1,30, a densidade de probabilidade acumulada de k também sofre pouca alteracao,

se aproximando de zero.
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