
3
Hipersuperf́ıcies Equivariantes Ḿınimas e com Curvatura
Média Constante em H

n+1

3.1
Hipersuperf́ıcies Equivariantes em H

n+1

Lembramos que o espaço de Minkowski Rn
1 é definido por:

R
n
1 = (R

n, 〈, 〉1)

onde

〈X, Y 〉1 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xn−1yn−1 − xnyn

X = (x1, x2, . . . , xn) e Y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn.

E o plano hiperbólico é:

H
2 = {X ∈ R3

1 /〈X,X〉1 = −1}

Seja η = (η1, η2, η3) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

de H2 e kη a sua curvatura. Considere a seguinte imersão:

Y : I × Sn−1 → H
n+1 ⊂ Rn+2

1

(s, x) �→ Y (s, x) =
(
η1(s)x, η2(s), η3(s)

)
Vamos chamar de Σ a hipersuperf́ıcie Y (I × Sn−1) imersa em H

n+1.

De fato temos Σ ⊂ Hn+1:

〈Y (s, x), Y (s, x)〉1 = η2
1(s)‖x‖2 + η2

2(s)− η2
3(s) = −1

pois x ∈ Sn−1 e η ∈ H2.

O grupo O(n, 1) é definido por:
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O(n, 1) = {A ∈ Gl(n,R) / 〈ai, ai〉1 = 1, i = 1, . . . , n; 〈an, an〉1 = −1;

〈ai, aj〉1 = 0, i 	= j, onde ai, i = 1..n, são as colunas de A}

O grupo O(n, 1) é o grupo de simetria de Hn−1, isto é, Hn−1 é invariante

pela ação do grupo O(n, 1).

Seja A ∈ O(n) e considere a matriz:

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

A
...

...

0 0

0 . . . 0 1 0

0 . . . 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Considere o grupo G formado pelas matrizes do tipo A.

G = {A, onde A ∈ SO(n)}

Então G é um subgrupo de SO(n+ 2, 1). E dado Y (s, x) ∈ Σ arbitrário,
temos que:

A
(
Y (s, x)

)
= A(η1x, η2, η3) =

(
η1A(x), η2, η3

)
= Y

(
A(x), s

)
Logo A(Σ) = Σ, isto é, Σ é invariante pela ação do grupo G. Por esta

razão, dizemos que Σ é uma hipersuperf́ıcie equivariante em H
n+1.

Agora, vamos calcular a primeira e a segunda formas fundamentais de Y .

Podemos escolher uma parametrização Φ : U ⊂ R
n−1 → S

n−1 em torno

de x tal que o referencial adaptado
{

∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

}
seja uma base ortonormal

de TxS
n−1.

Sabemos que T(s,x)(I × Sn−1) = R× TxS
n−1.

Então, identificando ∂
∂xi

 (0, ∂

∂xi
) e colocando ∂

∂s
= (1, 0), temos que{

∂
∂s

∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

}
é base ortonormal de T(s,x)(I × Sn−1).

Lembramos que

H
n−1 = {x ∈ Rn

1 / ‖x‖21 = −1}
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Então

TxH
n−1 = {v ∈ Rn

1 / 〈v, x〉1 = 0} = x⊥

Vamos calcular as derivadas parciais:
∂Y
∂s
= (η′1x, η

′
2, η
′
3)

∂Y
∂yi
= (η1

∂
∂xi

, 0, 0)

Então:

g11 = 〈 ∂Y∂ys
, ∂Y
∂ys
〉1 = η′21 ‖x‖2 + η′22 − η′23 = ‖η′‖21 = 1

g1i = 〈 ∂Y∂ys
, ∂Y
∂yi
〉1 = η′1η1〈x, ∂

∂yi
〉 = 0

gij = 〈 ∂Y∂yi
, ∂Y
∂yj
〉1 = η2

1〈 ∂
∂yi

, ∂
∂yj
〉 = η2

1δij

Logo, a matriz da primeira forma fundamental é dada por I = [gij], onde

g00 = 1

g1i = 0

gij = η2
1δij

Um vetor normal unitário à imersão em H
n+1 é �N(s, x) =(

n1(s)x, n2(s), n3(s)
)
, onde �n(s) =

(
n1(s), n2(s), n3(s)

)
é um vetor nor-

mal unitário a η em H
2.

Seja D a conexão de Rn+2
1 com a métrica canônica, e sejam ∇ e ∇ as

conexões de Sn+1 e Σ respectivamente com as métricas induzidas.

Seja p ∈ Σ. DadosX, Y ∈ TpΣ, podemos estende-los à TpS
n+1 e à TpR

n+2
1 . Logo:

DXY = ∇XY + (DXY )
⊥ = ∇XY + 〈∇XY,N〉N + 〈DXY, p〉p

Fazendo o produto interno da expressão acima com N , temos:

〈DXY,N〉 = 〈∇XY,N〉

Temos que:
∂N
∂xi
= (n1

∂
∂xi

, 0, 0)
∂Y
∂s∂s

= (η′′1x, η
′′
2 , η

′′
3)

Então:

h11 = −〈∇ ∂Y
∂s
N, ∂Y

∂s
〉 = 〈N,D ∂Y

∂s

∂Y
∂s
〉 = 〈N, ∂

2Y
∂s2
〉 = 〈n, η′′〉1 = kη

h1i = −〈∇ ∂Y
∂xi

N, ∂Y
∂s
〉 = −〈 ∂N

∂xi
, ∂Y
∂s
〉 = −n1η

′
1〈 ∂

∂xi
, x〉 = 0

hij = −〈∇ ∂Y
∂xi

N, ∂Y
∂xj
〉 = −〈 ∂N

∂xi
, ∂Y
∂xj
〉 = −n1η1〈 ∂

∂xi
, ∂
∂xj
〉 = −n1η1δij
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Logo, a matriz da segunda forma fundamental é dada por II = [hij],

onde

h00 = kη

h0i = 0

hij = −η1n1δij

A curvatura média da imersão Y é:

H =
1

n
traço(II.I−1) =

1

n

[
kη − (n− 1)n1

η1

]

E a imersão Y tem duas curvaturas principais diferentes, que são:

k1 = kη com multiplicidade 1

k2 = −n1

ξ1
com multiplicidade (n− 1)

Vamos introduzir coordenadas hiperbólicas em H
2:

Sejam θ ∈ R/2πZ e φ ∈ (0,∞) tais que

η(s) =
(
eiθ(s) senhφ(s), coshφ(s)

)
η′ = (iθ′eiθ senhφ+φ′eiθ coshφ, φ′ senhφ) = φ′(eiθ coshφ, senhφ)+θ′ senhφ(ieiθ, 0)

Definindo e1 = η, e2 = (eiθ coshφ, senhφ) e e3 = (ieiθ, 0), notamos que

{e1, e2, e3} forma um referencial ortogonal tal que

〈e1, e1〉1 = −1

〈e2, e2〉1 = 〈e3, e3〉1 = 1

〈ei, ej〉1 = 0 para i 	= j
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Isto é, a matriz

M =

⎡
⎢⎣
cos θ senhφ cos θ coshφ − sen θ
sen θ senhφ sen θ coshφ cos θ

coshφ − senφ 0

⎤
⎥⎦

pertence a SO(2, 1).

Como η é parametrizada pelo comprimento de arco, temos ‖η′‖ = 1.

Logo, existe uma função α(s) tal que

{
φ′ = cosα

θ′ senhφ = senα

⇒ η′ = cosαe2 + senαe3

Então

�n = − senαe2 + cosαe3
é um vetor normal unitário a ξ em H

2.

Observamos que n1 = − senα cos θ coshφ− cosα sen θ.

A curvatura de η é:

kη = 〈η′′, �n〉1 = α′ + θ′ coshφ

Então, a curvatura média da hipersuperf́ıcie fica:

H =
1

n

[
kη − (n− 1)n1

η1

]
=

=
1

n

[
α′ + θ′ coshφ− (n− 1)

(− senα cos θ coshφ− cosα sen θ
cos θ senhφ

)]
=

=
1

n
[α′ + θ′ coshφ+ (n− 1)(senα cothφ+ cosα tan θ cschφ)]

Portanto, temos que estudar o sistema:
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⎧⎪⎨
⎪⎩

α′ = nH − θ′ coshφ− (n− 1) senα cothφ+ cosα tan θ cschφ
φ′ = cosα

θ′ = senα
senhφ

Vamos tentar simplificar esse sistema:

⎧⎪⎨
⎪⎩

α′ = nH − n senα cothφ− (n− 1) cosα tan θ cschφ
φ′ = cosα

θ′ = senα
senhφ

Não foi posśıvel eliminar a variável θ. Logo, esse sistema não pode ser

simplificado como foi feito anteriormente no caso de Sn. Vamos apenas achar

um exemplo simples de hipersuperf́ıcie de curvatura média constante para

essa imersão.

Se α′ = φ′ = 0, então cosα = 0. Logo α ≡ π
2
[π].

Então H ± cothφ = 0.

⇒ φ = arccothH = φ0

⇒ θ′ = − 1

senhφ0

Mas senhφ0 = senh(arccothH) =
1√

H2−1
. Logo, temos que ter H > 1 e:

θ(s) = −
√
H2 − 1s+ c

Assim, a curva η será um ćırculo horizontal

η(s) = (ei(−
√
H2−1s+c) senhφ0, coshφ0)

E a hipersuperf́ıcie associada é Σ = Y (I × Sn−1) onde:

Y (s, x) = (x cos(−
√
H2 − 1s+c) senhφ0, sen(−

√
H2 − 1s+c) senhφ0, coshφ0)

Observe que Σ é a interseção de Hn+1 com um hiperplano horizontal de

R
n+2
1 , portanto é uma esfera totalmente umb́ılica de Hn+1.

Considere agora a imersão:

X : I ×Hn−1 → H
n+1 ⊂ Rn+2

1

(s, x) �→ X(s, x) =
(
η1(s), η2(s), η3(s)x

)
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Temos X(s, x) ∈ Hn+1:

〈X(s, x), X(s, x)〉1 = η2
1(s) + η2

2(s) + η2
3(s)‖x‖21 = −1

pois x ∈ Hn−1 e η ∈ H2.

Vamos chamar de Σ a hipersuperf́ıcie X(I ×Hn−1).

Seja A ∈ SO(n, 1) e considere a matriz:

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0
...
... A

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Considere o grupo G formado pelas matrizes do tipo A.

G = {A, onde A ∈ SO(n, 1)}

Então G é um subgrupo de SO(n+2, 1). E dado X(s, x) ∈ Σ arbitrário,
temos que:

A(X(s, x)) = A(η1, η2, η3x) = (η1, η2, η3A(x)) = X(s, A(x))

Logo A(Σ) = Σ, isto é, Σ é invariante pela ação do grupo G. Por esta

razão, dizemos que Σ é uma hipersuperf́ıcie equivariante em H
n+1.

Vamos calcular as derivadas parciais:
∂Y
∂s
= (η′1, η

′
2, η
′
3x)

∂Y
∂yi
= (0, 0, η3

∂
∂yi
)

Então temos:

〈 ∂Y
∂ys

, ∂Y
∂ys
〉1 = η′21 + η′22 − η′23 ‖x‖2 = ‖η′‖21 = 1

〈 ∂Y
∂ys

, ∂Y
∂yi
〉1 = η′3η3〈x, ∂

∂yi
〉1 = 0

〈 ∂Y
∂yi

, ∂Y
∂yj
〉1 = η2

3

∥∥∥ ∂
∂y

∥∥∥
1
= η2

3
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Logo, a matriz da primeira forma fundamental é dada por I = [gij], onde

g00 = 1

gij = η2
3δij

Um vetor normal unitário à imersão em H
n+1 é �N(s, x) =(

n1(s), n2(s), n3(s)x
)
, onde �n(s) =

(
n1(s), n2(s), n3(s)

)
é um vetor nor-

mal unitário a η em H
2.

Seja D a conexão de Rn+2
1 com a métrica canônica, e sejam ∇ e ∇ as

conexões de Hn+1 e Σ respectivamente com as métricas induzidas.

Seja p ∈ Σ. Dados X, Y ∈ TpΣ, podemos estende-los à TpH
n+1 e à TpR

n+2
1 .

Logo:

DXY = ∇XY + (DXY )
⊥ = ∇XY + 〈∇XY,N〉N + 〈DXY, p〉p

Fazendo o produto interno da expressão acima com N , temos:

〈DXY,N〉 = 〈∇XY,N〉

Temos que:
∂N
∂xi
= (0, 0, n3

∂
∂xi
)

∂X
∂s∂s

= (η′′1 , η
′′
2 , η

′′
3x)

Então:

h11 = −〈∇ ∂X
∂s
N, ∂X

∂s
〉 = 〈N,D ∂X

∂s

∂X
∂s
〉 = 〈N, ∂

2X
∂s2
〉 = 〈n, η′′〉1 = kη

h1i = −〈∇ ∂X
∂xi

N, ∂X
∂s
〉 = −〈 ∂N

∂xi
, ∂X
∂s
〉 = −n1η

′
1〈 ∂

∂xi
, x〉 = 0

hij = −〈∇ ∂X
∂xi

N, ∂X
∂xj
〉 = −〈 ∂N

∂xi
, ∂X
∂xj
〉 = −n1η1〈 ∂

∂xi
, ∂
∂xj
〉 = −n3η3δij

Logo, a matriz da segunda forma fundamental é dada por II = [hij],

onde

h00 = kη

h0i = 0

hij = −η3n3δij

A curvatura média da superf́ıcie é:

H =
1

n
traço(II.I−1) =

1

n

[
kη − (n− 1)n3

η3

]
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Lembrando que:

η(s) =
(
eiθ(s) senhφ(s), coshφ(s)

)
{

e2 = (e
iθ coshφ, senhφ)

e3 = (ie
iθ, 0){

φ′ = cosα

θ′ = senα
senhφ

η′ = cosαe2 + senαe3

�n = − senαe2 + cosαe3
kη = 〈η′′, �n〉 = α′ + θ′ coshφ

Temos que n3 = − senα senhφ.

Então, a curvatura média da hipersuperf́ıcie fica:

H =
1

n

[
kη − (n− 1)n3

η3

]
=
1

n

[
α′ + θ′ coshφ− (n− 1)

(− senα senhφ
coshφ

)]
=

=
1

n
[α′ + θ′ coshφ+ (n− 1)(senα tanhφ)]

Portanto, temos que estudar o sistema:

⎧⎪⎨
⎪⎩

α′ = nH − θ′ coshφ− (n− 1) senα tanhφ
φ′ = cosα

θ′ = senα
senhφ

que pode ser reduzido ao seguinte sistema:

{
α′ = nH − senα(cothφ+ (n− 1) tanhφ)
φ′ = cosα

Para achar uma integral primeira deste sistema, basta supor que

E
(
α, φ

)
= senαf(φ) + g(φ). E como foi feito no caso esférico, encontraremos

a seguinte integral primeira:

E(α, φ) = senα senhφ coshn−1 φ−H coshn φ
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3.2
O caso Mı́nimo

No caso mı́nimo, o sistema a ser estudado é:

{
α′ = − senα( cothφ+ (n− 1) tanhφ)
φ′ = cosα

A integral primeira no caso mı́nimo, fica:

E(α, φ) = senα senhφ coshn−1 φ

Vamos estudar a existência de pontos de equiĺıbrio desse sistema.

φ′ = 0⇒ α =
π

2

⇒ cothφ = −(n− 1) tanhφ

⇒ (eφ + e−φ)2 + (n− 1)(eφ − e−φ)2 = 0

⇒ 2
(e2φ + e−2φ)

2
=
2n− 4

n

⇒ cosh 2φ =
n− 2
n

Logo, como cosh 2φ ∈ [1,∞) e n−2
2

< 1, o sistema não tem pontos de equiĺıbrio.

Vamos analisar a integral primeira para ilustrar o diagrama de fase.

E(α, φ) = senα senhφ coshn−1 φ

Observação 1 As retas α = 0 e α = π são as curvas integrais correspondentes

ao ńıvel de energia E = 0.

Se E = 0, temos senα = 0, senhφ = 0 ou coshφ = 0. Como coshφ ≥ 1, e
φ > 0, temos apenas α = 0 [π].

Observação 2 As curvas integrais são simétricas em relação a reta α = π
2
.

Basta notar que E(π − α, φ) = E(α, φ).

Fixado E, seja C(E) =
(
α(s), φ(s)

)
a curva integral com ńıvel de ener-

gia E. Como a curva é simétrica em relação a reta α = π
2
, precisamos analisar

o comportamento da curva C(E) apenas para α ∈ [
0, π

2

]
.
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Observação 3 A curva C(E) =
(
α(s), φ(s)

)
é um gráfico diferenciável

da forma
(
α, φ(α)

)
.

Para entender a observação 3, vamos estudar a equação algébrica

E

senα
= senhφ coshn−1 φ

Logo, faremos o estudo da seguinte função:

e : (0,∞) → (0,∞)
φ �→ e(φ) = senhφ coshn−1 φ

Temos que:

e′(φ) = coshn φ+ (n− 1) senh2 φ coshn−2 φ > 0

Como e′(φ) > 0 para todo φ ∈ (0,∞), a função é crescente em (0,∞).
Além disso:

lim
φ→0

e(φ) = 0

lim
φ→∞

e(φ) =∞

Concluimos então que a função e é uma bijeção, portanto, possui inversa.

Observe o esboço do gráfico da função e na figura 3.1.

Como e é uma bijeção, temos:

e(φ) =
E

senα
⇒ φ = e−1

(
E

senα

)

Consideremos apenas α ∈ [0, π
2
], pois C(E) é simétrica em relação a reta

α = π
2
. Quando α tende a 0, temos E

senα
tendendo a ∞ e quando α tende a π

2
,

temos E
senα

tendendo a E.

Portanto, a curva C(E) representa um gráfico diferenciável da forma

(α, φ(α)) onde o ponto de mı́nimo é em α = π
2
.

Utilizando as observações 1, 2 e 3, conclúımos que o diagrama de fase é

análogo ao da figura 3.2, para qualquer valor de n.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610737/CA
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^

^

Figura 3.1: Gráfico da função e(φ) = senhφ coshn−1 φ

^

^

Figura 3.2: Diagrama de fase hiperbólico no caso mı́nimo, n = 4
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No caso hiperbólico, as curvas integrais não são limitadas, portanto

estamos interessados apenas em saber quando a curva η é mergulhada. Pois

se η for mergulhada, a imersão X será um mergulho.

Seja φ0 = φ0(E) o valor mı́nimo de φ(s) que a curva C(E) =
(
α(s), φ(s)

)
assume.

Podemos supor sem perda de generalidade que φ(0) = φ0. Como a curva C(E)

é simétrica em relação a reta α = π/2, temos

φ(s) = φ(−s)

para todo s ∈ I.

Logo, a questão é saber, se existe s ∈ I tal que θ(s) = θ(−s) + 2kπ,
k ∈ Z.
Se existir tal s, então a curva η não será mergulhada.

Analisaremos então a função:

Θ(φ0, s) =

∫ s

−s
θ′(t)dt = θ(s)− θ(−s)

Se para todo s ∈ I, tivermos Θ(φ0, s) ≤ 2π, então a curva será mergulhada.

Como θ′ = senα
senhφ

e 0 < α < π, 0 < φ < π/2, temos que θ′ > 0.

Logo a função s �→ Θ(φ0, s) é crescente.

Portanto, basta verificar se

lim
s→∞

Θ(φ0, s) =

∫ ∞
−∞

θ′(s)ds := Θ(φ0) < 2π

Vamos demonstrar o:

Lema 3.1

(i) lim
φ0→0

Θ(φ0) = π

Portanto do lema deduzimos o seguinte teorema:
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Teorema 3 Existe uma famı́lia F , a um parâmetro real, de hipersuperf́ıcies

mı́nimas equivariantes mergulhadas em H
n+1.

Demonstração de Lema 3.1:

Considere a função

e(φ) = senhφ coshn−1 φ

Então, E = senαe(φ)

Logo, como a curva é simétrica em relação a reta α = π
2
, temos

E = e(φ0)

Portanto:

Θ(φ0) =

∫ ∞
−∞

θ′(s)ds = 2
∫ ∞
φ0

senα

senhφ
ds = 2

∫ ∞
φ0

senα

senhφ cosα
dφ

= 2

∫ ∞
φ0

dφ

senhφ

√(
e(φ)
E

)2

− 1
= 2

∫ ∞
φ0

dφ

senhφ

√(
e(φ)
e(φ0)

)2

− 1

Fazendo a troca de variáveis φ = φ0x, temos:

Θ(φ0) = 2

∫ ∞
1

φ0

senh(φ0x)

√(
e(φ0x)
e(φ0)

)2

− 1
dx

Pela fórmula de Taylor:

e(φ0x) = e(0) + φ0xe
′(0) +

(φ0x)
2

2
e′′(0) +

(φ0x)
3

6
e′′′(0) + o(φ3

0)

e(φ0) = e(0) + φ0e
′(0) +

φ2
0

2
e′′(0) +

φ3
0

6
e′′′(0) + o(φ3

0)

Temos que:

e(φ) = senhφ coshn−1 φ

e′(φ) = coshn φ+ (n− 1) senh2 φ coshn−2 φ

e′′(φ) = n senhφ coshn−1 φ+2(n−1) senhφ coshn−1 φ+(n−1)(n−2) senh3 φ coshn−3 φ

e′′′(φ) = (3n−2)[coshn φ+(n−1) senh2 φ coshn−2 φ]+3(n−1)(n−2) senh2 φ coshn−2 φ+
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+(n− 1)(n− 2)(n− 3) senh4 φ coshn−4 φ

Como senh 0 = 0 e cosh 0 = 1, temos:

e(0) = 0

e′(0) = 1

e′′(0) = 0

e′′′(0) = 3n− 2

Logo:

e(φ0x) = φ0x+ (3n− 2)(φ0x)
3

6
+ o(φ3

0)

e(φ0) = φ0 + (3n− 2)φ
3
0

6
+ o(φ3

0)

⇒ e(φ)

e(φ0)
=

φ0x+ (3n− 2) (φ0x)36
+ o(φ3

0)

φ0 + (3n− 2)φ
3
0

6
+ o(φ3

0)
= x+

φ2
0x

6
(x2 − 1)(3n− 2) + o(φ2

0)

⇒
(

e(φ)

e(φ0)

)2

− 1 = x2 − 1 + φ2
0x

3
(x2 − 1)(3n− 2) + o(φ2

0)

Também pela fórmula de Taylor:

senh(φ0x) = φ0x+
(φ0x)

3

6
+ o(φ3

0)

⇒ Θ(φ0) = 2

∫ ∞
1

φ0

sen(φ0x)

√(
e(φ0x)
e(φ0)

)2

− 1
dx =

= 2

∫ ∞
1

φ0

(φ0x− (φ0x)3

6
+ o(φ3

0))

√
x2 − 1 + φ20x

3
(x2 − 1)(3n− 2) + o(φ2

0)
dx

⇒ lim
φ0→0

Θ(φ0) =

∫ ∞
1

dx

x
√
x2 − 1 = π
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