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Hipersuperficies Equivariantes Minimas e com Curvatura
Média Constante em H"*!

3.1
Hipersuperficies Equivariantes em H"!

Lembramos que o espago de Minkowski R} é definido por:
R? = (an <a >1)

onde

(X, Y =2 +22yo+ oo+ T 1Yn—1 — Tnln

X = (z1,29,...,25) €Y = (Y1,Y2, ..., Yn) € R™.
E o plano hiperbdlico é:
H* ={X R’ /(X, X); = —1}

Seja n = (11,12, n3) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

de H? e k,, a sua curvatura. Considere a seguinte imersao:

Y: IxS*' — H'' c R
(873:) = Y(S,.CE) = (771(3)957772(5)7773(3))

Vamos chamar de ¥ a hipersuperficie /(I x S"!) imersa em H"".
De fato temos ¥ C H":

(Y(s,2),Y(s,2)) = ni(s)ll=[* + n2(s) — m(s) = —1

pois x € S e n € H2

O grupo O(n, 1) é definido por:
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O(n,1) ={A € Gl(n,R) /{ai,a;)1 =1,i=1,....n; (an,an)1 = —1;
(a;,a;)1 = 0,7 # j, onde a;,7 = 1..n, sdo as colunas de A}

O grupo O(n, 1) é o grupo de simetria de H" ™!, isto é, H"~! ¢ invariante
pela acao do grupo O(n, 1).

Seja A € O(n) e considere a matriz:

_ oo
A
A= 0
0 ... 0
0 ... 0 0 -1

Considere o grupo G formado pelas matrizes do tipo A.
G = {A,onde A € SO(n)}

Entao G é um subgrupo de SO(n +2,1). E dado Y (s, x) € ¥ arbitrario,

temos que:

A(Y(S,I)) = Z(lemzﬂh) = (?7114(%),772, 773) = Y(A(I), 5)

Logo A(X) = X, isto é, ¥ ¢ invariante pela acdo do grupo G. Por esta

razao, dizemos que Y é uma hipersuperficie equivariante em H"*!,

Agora, vamos calcular a primeira e a segunda formas fundamentais de Y.

Podemos escolher uma parametrizacao ® : U € R*! — S*~! em torno

de x tal que o referencial adaptado {a%, ey ai} seja uma base ortonormal
2 Tn

de T,S™ 1.
Sabemos que T(s,) (I x S"1) =R x T,,S" 1.

Entao, identificando % ~ (0, %) e colocando % = (1,0), temos que

{%8%2, o %} é base ortonormal de T(s (I x S"71).
Lembramos que

"™ = {2z € R} /|lz[l} = -1}
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Entao
TH ' ={veR!/(v,z); =0} =2+

Vamos calcular as derivadas parciais:

(77195 7727773)
g;/ = (771% 70 O)

8Y

Entao:
g = (5, 5o = il + ny —ng = n'lli =1
91 = <g;2> g;> =mm(x Z; 5 2y =0

9ij = <§§;, 3—;91 = 77%<6?/¢’ 3§j> = 1}0;;

Logo, a matriz da primeira forma fundamental é dada por I = [g;;], onde

goo = 1
gi = 0
9ij = m 0ij

Um vetor normal unitdrio & imersdio em H™! é N(s,z) =
(n1(s)z, na(s),n3(s)), onde 7i(s) = (ni(s),na(s),n3(s)) ¢ um vetor nor-

mal unitdrio a n em HZ.

Seja D a conexdo de Rf™ com a métrica candnica, e sejam V e V as
conexoes de S"T! e ¥ respectivamente com as métricas induzidas.
Sejap € X. Dados X, Y € T,%, podemos estende-los a T,S"*! e & T, R}, Logo:

DxY = VxY + (DxY)" = VxY + (Vx¥, N)N + (DxY,p)p

Fazendo o produto interno da expressao acima com N, temos:
(DxY,N) = (VxY,N)

Temos que:

giv (nl ox; ’0 0)

aigs = (7715’3 7727773)

Entao:
hi = —(Vay N, 50) = (N, Da% Ay = (N, ZXY = (n, ") = ky
hi; <VayN 8Y> = (8%, &y = nlnl(a—m,@ =0
hij = (VgTYiM &) = (5 5 = —mm i, 5) = —mmdy;
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Logo, a matriz da segunda forma fundamental é dada por 11 = [hyj],
onde
hoo = ky
hoy = 0
hij = —mnidy

A curvatura média da imersao Y é:

-2

1
H = —traco(I1.I7") =
n m

3|

E a imersao Y tem duas curvaturas principais diferentes, que sao:
ki = K, com multiplicidade 1

ky = M com multiplicidade (n — 1)

&

Vamos introduzir coordenadas hiperbdlicas em H?:
Sejam 0 € R/27Z e ¢ € (0, 00) tais que

n(s) = (ew(s) senh ¢(s), cosh ¢(s))

77/ — (ieleia senh gb—}—¢’ei6 cosh QS’ ¢, senh ¢) — gb/(eie cosh QZS, senh ¢)+0/ senh ¢(i€i6, 0)

Definindo e; = 7, e = (¢”cosh¢,senh¢) e e3 = (ie,0), notamos que

{e1, €9, €3} forma um referencial ortogonal tal que
(61, €1>1 =-1

(€9,€9)1 = (e3,e3)1 =1

(ei,ej)1 =0 para i#j
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Isto é, a matriz

cosfsenh¢ cosfcosh¢p —senf
M = | senflsenh¢ senfcosh¢p cos6
cosh ¢ —sen ¢ 0

pertence a SO(2,1).

Como 7 é parametrizada pelo comprimento de arco, temos ||| = 1.

Logo, existe uma funcao «a(s) tal que

¢ = cosa
0’ senh ¢ = sen «
= 1 = cos aey + sen aes

Entao

77 = — sen ey + Cos aes

é um vetor normal unitdrio a & em HZ.

Observamos que n; = — sen « cos 6 cosh ¢ — cos asen 6.

A curvatura de 7 é:
k, = (n",f)1 = o/ + 60 cosh ¢

Entao, a curvatura média da hipersuperficie fica:

1 ny
H=—|k,—-(n-1)—| =
k- -]
r{, — sen a cos f cosh ¢ — cos avsen 6
n|” 0 cosh—(n )< cos  senh ¢

1
= —[a/ 4+ 0 cosh ¢ + (n — 1)(sen acoth ¢ + cos o tan 0 csch ¢)]
n

Portanto, temos que estudar o sistema:
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o =nH — ' cosh¢p — (n — 1) sen a coth ¢ + cos o tan 6 csch ¢

¢ = cosa
/ __ sena
0" = senh ¢

Vamos tentar simplificar esse sistema:

o =nH —nsenacoth¢ — (n — 1) cosatan 6 csch ¢

¢’ = cos
/ __ sen«o
0" = senh ¢

Nao foi possivel eliminar a variavel 6. Logo, esse sistema nao pode ser
simplificado como foi feito anteriormente no caso de S™. Vamos apenas achar
um exemplo simples de hipersuperficie de curvatura média constante para

essa 1mersao.

Se o' = ¢' = 0, entdo cosa = 0. Logo a = F[n].
Entao H 4 coth ¢ = 0.

= ¢ = arccoth H = ¢,

1
=0 =—
senh ¢q
Mas senh ¢y = senh(arccoth H) = \/ﬁ Logo, temos que ter H > 1 e:

0(s) = —VH?—1s+c
Assim, a curva 7 serd um circulo horizontal
n(s) = (e'VH 15+ senh ¢, cosh ¢p)

E a hipersuperficie associada é ¥ = Y (I x S"~!) onde:

Y (s,x) = (xcos(—v H? — 1s+c) senh ¢, sen(—v H? — 1s+c¢) senh ¢y, cosh ¢y)

Observe que ¥ é a intersecao de H"*! com um hiperplano horizontal de

R7*2 portanto é uma esfera totalmente umbilica de H™+?,

Considere agora a imersao:

X: IxH-! — Hlc RO
(s,2) = X(s,2) = (mi(s),m2(s), m3(s)x)
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Temos X (s,x) € H"t:
(X(s,2), X(s,2)) = ni(s) +1m3(s) +n5(s)|[ff = 1

pois x € H" ! e n € HZ.
Vamos chamar de X a hipersuperficie X (I x H"™1).

Seja A € SO(n, 1) e considere a matriz:

(10 0 ]

01 0
A=10 0

P A

00

Considere o grupo G formado pelas matrizes do tipo A.
G ={A onde A € SO(n,1)}

Entao G é um subgrupo de SO(n+2,1). E dado X (s, x) € ¥ arbitrario,

temos que:

A(X(s,2)) = A(m,m2,m57) = (1, M2, 3 A()) = X (5, A(z))

Logo A(X) = X, isto é, ¥ ¢ invariante pela acdo do grupo G. Por esta

razao, dizemos que ¥ é uma hipersuperficie equivariante em H"*!.

Vamos calcular as derivadas parciais:

P — (my,mh, M)
g_;/i - (anan?}%)

Entao temos:

(2, — 2 g — n|x])® = ||} =1

(2,00, = mfyms(, o)1 =
Y oY 21| 8 9
<3y¢’6_yj>1_773’@ L
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Logo, a matriz da primeira forma fundamental é dada por I = [g;;], onde
go = 1
2
9ij = N30

Um vetor normal unitdrio & imersio em H"M & N(s,z) =
(n1(s), na(s),n3(s)z), onde 7i(s) = (ni(s),na(s),n3(s)) ¢ um vetor nor-

mal unitdrio a n em HZ.

Seja D a conexdo de R com a métrica candnica, e sejam V e V as
conexoes de H"*! e ¥ respectivamente com as métricas induzidas.
Seja p € X. Dados X,Y € T,%, podemos estende-los a T,H"*! e & T, R}
Logo:
DxY =VxY + (DxY)" = VxY + (VxY,N)N + (DxY, p)p

Fazendo o produto interno da expressao acima com /N, temos:

(DxY,N) = (VxY,N)

Temos que:
ON _ d
oz, (07 07 n?’a_xz)
X

O RN T
D505 (Y m3, m3x)

Entao:
hiy = _<Y%N’ 83_)5(> = <N7 D%—f%_f> = <N7 %25)2(> = <7”L,77”>1 = kn
hni = —(Vax N, &) = (5 %) = —ni (g, x) = 0
hi; = _<V%N7 é%) = —<§Z7 %) = _"1771<,922.7 %) = —n31n30;;
Logo, a matriz da segunda forma fundamental é dada por II = [h;],
onde
hoo = kn
hoi = 0
hij = —mn3n3dy
A curvatura média da superficie é:
1 1 ns
H=—¢% IIIrYhY==\|k—-(n-1)-—=
strago(L.17) = - [l = (0= )2
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Lembrando que:

n(s) = (e’p(s) senh ¢(s), cosh ¢(s))

{ ey = (€% cosh ¢, senh ¢)

€3 = (ieiea O)

¢ = cosa
6/ __ sena

" senh¢

n' = cos aey + sen aes
1 = — sen aey + Cos aes
ky=(n",7) = + & cosh¢

Temos que nz = — sen avsenh ¢.

Entao, a curvatura média da hipersuperficie fica:

mel [k;n—(n—n@} _1 [a'—f-@'coshgb—(n—l)(

cosh ¢

n 3 n

— sen asenh qb)]

— %[O/ + 60’ cosh ¢ + (n — 1)(sen o tanh ¢)]

Portanto, temos que estudar o sistema:

o =nH — 60 cosh¢ — (n — 1) sen atanh ¢

¢ = cosa
/ __ senc«
0 = senh ¢

que pode ser reduzido ao seguinte sistema:

{ o =nH —sena(coth¢ + (n — 1) tanh ¢)

¢ = cosa

Para achar uma integral primeira deste sistema, basta supor que
E(a,¢) =senaf(¢) + g(¢). E como foi feito no caso esférico, encontraremos

a seguinte integral primeira:

E(a, ¢) = sen asenh ¢ cosh” * ¢ — H cosh™ ¢
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3.2
O caso Minimo

No caso minimo, o sistema a ser estudado é:

{ o = —sena(coth¢ + (n — 1) tanh ¢)

¢ = cosa

A integral primeira no caso minimo, fica:
E(a, ¢) = sen asenh ¢ cosh” ' ¢

Vamos estudar a existéncia de pontos de equilibrio desse sistema.

¢ —0:>04—g
= coth¢ = —(n — 1) tanh ¢
= (& +e P+ (n-1)( —e?)?=0

N 2(62¢+e*2¢) _2n—4
2 n
-2
= cosh2¢ = n

Logo, como cosh 2¢ € [1,00) e ”T_Q < 1, o sistema nao tem pontos de equilibrio.

Vamos analisar a integral primeira para ilustrar o diagrama de fase.
E(a, ¢) = sen asenh ¢ cosh” ' ¢

Observagao 1 As retas o = 0 e a = 7 sdo as curvas integrais correspondentes
ao nivel de energia E = 0.

Se ' = 0, temos sena = 0, senh¢ = 0 ou cosh¢ = 0. Como cosh¢ > 1, e
¢ > 0, temos apenas o = 0 [7].

Observagao 2 As curvas integrais sao simétricas em relagdo a reta o = 3.
Basta notar que E(m — «, ¢) = E(a, ¢).

Fixado E, seja C(FE) = (a(s s)) a curva integral com nivel de ener-
) )
gia . Como a curva é simétrica em relacao a reta a = 7, precisamos analisar

o comportamento da curva C(E) apenas para a € [0, 2]
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Observagao 3 A curva C(E) = (a(s),¢(s)) € um grdfico diferencidvel
da forma (o, ¢(av)).

Para entender a observacao 3, vamos estudar a equagao algébrica

= senh ¢ cosh™ ! ¢
sen «

Logo, faremos o estudo da seguinte fungao:

e: (0,00) — (0,00)
) — ¢e(¢) = senh ¢ cosh” ' ¢

Temos que:
¢/(¢) = cosh” ¢ + (n — 1) senh? ¢ cosh” 2 ¢ > 0

Como €'(¢) > 0 para todo ¢ € (0,00), a fungao é crescente em (0, 00).

Além disso:
lim e(¢) =0
li =
Jim e(¢) = oo

Concluimos entao que a fungao e é uma bijecao, portanto, possui inversa.
Observe o esbogo do grafico da funcao e na figura 3.1.

Como e é uma bijecao, temos:

() = 2 ﬁ»qs:e-l( b )

sen « sen «

Consideremos apenas « € [0, 7], pois C(E) é simétrica em relagao a reta
E
sen

a = 7. Quando « tende a 0, temos tendendo a co e quando « tende a 7,

temos —£— tendendo a E.
sen o

Portanto, a curva C(E) representa um gréfico diferencidavel da forma
(a, ¢(cr)) onde o ponto de minimo é em o = 7.
Utilizando as observagoes 1,2 e 3, concluimos que o diagrama de fase é

andlogo ao da figura 3.2, para qualquer valor de n.
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&=

sen «

64

0

@

Figura 3.1: Grafico da funcio e(¢) = senh ¢ cosh” ' ¢

M

Figura 3.2: Diagrama de fase hiperbdlico no caso minimo, n = 4
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No caso hiperbdlico, as curvas integrais nao sao limitadas, portanto
estamos interessados apenas em saber quando a curva n é mergulhada. Pois

se 1 for mergulhada, a imersao X sera um mergulho.

Seja ¢g = ¢o(E) o valor minimo de ¢(s) que a curva C(E) = (a(s), ¢(s))
assume.
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢(0) = ¢y. Como a curva C'(E)

é simétrica em relacdo a reta o = 7/2, temos

para todo s € I.
Logo, a questdo é saber, se existe s € [ tal que 0(s) = 6(—s) + 2k,
keZ.

Se existir tal s, entao a curva 7 nao serd mergulhada.

Analisaremos entao a funcao:

Oons) = [ 00yt =0(s) 0~

—S

Se para todo s € I, tivermos ©(¢y, s) < 2w, entao a curva serd mergulhada.

Como@’:%e()<04<7r,O<¢<7r/2,temosque(9’>0.

Logo a fungao s — O(¢y, s) é crescente.

Portanto, basta verificar se

lim O(¢y, s) = /00 0'(s)ds := O(¢g) < 27

§—00

Vamos demonstrar o:
Lema 3.1
(1) lim O(¢g) =7

$0—0

Portanto do lema deduzimos o seguinte teorema:
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Teorema 3 FExiste uma familia F, a um parametro real, de hipersuperficies
minimas equivariantes merqulhadas em H" L,

Demonstracao de Lema 3.1:

Considere a fungao
e(¢) = senh ¢ cosh™ ! ¢

Entao, E = sen ae(¢)

Logo, como a curva ¢ simétrica em relagao a reta a = 7, temos

= e(¢o)

Portanto:

I A sena *“  sena
Oleo) = /_009 (s)d / senh ¢ ds = 2/% senh ¢ cos ad¢
d¢

2
d)o Senhm/ e o0 senh ¢ (:&%) -1

Fazendo a troca de variaveis ¢ = ¢px, temos:

>~ o

2
senh(¢ox) (eéf%)) -1

Pela formula de Taylor:

e(gne) = e(0) + duae'(0) + L er0) 4 LD m(0) 4 o)
e(n) = e(0) + 60€'(0) + 2e(0) + Le(0) + o(6})

Temos que:
e(¢) = senh ¢ cosh™ ! ¢

¢/ (¢) = cosh” ¢ + (n — 1) senh? ¢ cosh™ 2 ¢
¢”(¢) = nsenh ¢ cosh” ' $+2(n—1) senh ¢ cosh” ! ¢+(n—1)(n—2) senh® ¢ cosh” > ¢

¢”(¢) = (3n—2)[cosh” ¢4(n—1) senh? ¢ cosh” 2 ¢]+3(n—1)(n—2) senh® ¢ cosh™ 2 ¢+
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+(n —1)(n — 2)(n — 3) senh® ¢ cosh” * ¢

Como senh0 = 0 e cosh0 = 1, temos:

e(0) =0
e'(0) =1
e"(0) =0
¢"(0) =3n—2
Logo: ,
e(pox) = ¢or + (3n — 2) (gbo6$) + o(¢)
e(é0) = b0 + (3n ~ 22 4 o(g})

o9) _ oo+ (Gn-2OE 4odd)  diw

@) gt (Gn— 28 + o)) D))

=

Também pela féormula de Taylor:

3
senh(602) = doz -+ 271 o))
o =2 I N—
sen(gor) (%) -1

> %o
2
/1 (o — L8 4 0((253))\/ — 1+ %522 — 1)(3n — 2) + o(¢})

dx

e dz
= lim © S —
¢;EIO (60) = /1 zvzr? —1 4
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