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Hipersuperficies Equivariantes Minimas e com Curvatura
Média Constante em S"'!

2.1
Hipersuperficies Equivariantes em S"*!

Seja & = (&1, &, &3) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

no hemisfério superior de S? e k¢ a sua curvatura. Considere a seguinte imersao:

X: IxS™' — Sl c R
(s,2) = X(s,2) = (&(9), &2(5), &s(5)7)

Vamos chamar de ¥ a hipersuperficie X (I x S*7!) imersa em S"*1.
De fato temos ¥ C St
(X(s,2), X(5,2)) = & (s) + &(5) + & ()l|=]* = 1
pois v € Sl e £ € S2

Chamamos de Gi(n,R) o grupo das matrizes reais n x n inversiveis. O

grupo ortogonal O(n) de R™ é definido por:
O(n) ={A € Gi(n,R) / A é uma matriz ortogonal}

O grupo O(n) é o grupo de simetria de S"71, isto ¢, S"~! ¢ invariante
pela acao do grupo O(n).

Seja A € O(n) e considere a matriz:

|

I

o O =

o = O
o O
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Considere o grupo G formado pelas matrizes do tipo A.
G ={A onde A € O(n)}

Entao G é um subgrupo de O(n + 2). E dado X (s,z) € ¥ arbitrario,

temos que:

A(X(s,2)) = A&, &, 82) = (&1, 6, 8A(x) = X (s, A(x))

Logo A(X) = X, isto é, ¥ ¢ invariante pela acdo do grupo G. Por esta

razao, dizemos que ¥ é uma hipersuperficie equivariante em S"*!.

Agora, vamos calcular a primeira e a segunda formas fundamentais de X.

Podemos escolher uma parametrizacao ® : U € R*! — S"! em torno

de x tal que o referencial adaptado {i, cee %} seja uma base ortonormal

0z
de T,S™1.

Sabemos que T(s,)(I x ") =R x T,,S" .

Entao, identificando 8%1- ~ (0, a%i) e colocando % = (1,0), temos que
o 0 o\ ¢ -1
{%8_:62’ ce E} é base ortonormal de T, ( x S"™1).

Lembramos que
S ={z e R"/||z||* = 1}

Entao

T,8" ' = {veR"/{(v,x) =0} = 2+

Vamos calcular as derivadas parciais:
X
X 8
Ox; = (07 07 53(9_931)

Entao:
g = (5, %) = 6 + & + &l = ¢ =1

g = <aa_)5(7 g_ii> = &6(, %) =0
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9ij = <§—§f., 3%> = €§<aii7 %ﬂ) = 5:%51'1‘

Logo, a matriz da primeira forma fundamental é dada por I = [g;;], onde

gn = 1

g = 0
2

gij = 5351']'

Um vetor normal unitério a imersao em S™*! ¢
N(s,z) = (n1(s),n2(s), n3(s)z), onde 7i(s) = (n1(s),na(s),n3(s)) é um vetor

normal unitério a & em S%.

Seja D a conexao de R™™ com a métrica canonica, isto é D é a conexao
plana, e sejam V e V as conexdes de S"t! e 3 respectivamente com as métricas
induzidas.

Seja p € X. Dados X,Y € T,%, podemos estendé-los a T,S"™! e & T,R"*2.
Logo pela féormula de Gauss temos que:
DxY =VxY + (DxY)" =VxY + (DxY,p)p =
= DxY = VxY + (VxY,N)N + (DxY,p)p

Fazendo o produto interno da expressao acima com /N, temos:
(DxY,N) = (VxY,N) + (VxY,N)(N,N) + (DxY,p)(p, N)

= <DXy, N> = <va, N>

Temos que:
N = (0,0,n35%)
X = (6.6
Portanto:
hir = —(Vox N, 2) = (N, Dox 2X) = (N, 2X) = (n,€") = ke
hi = (Vox N, 50) = (520, 50) = —nsa(g, @) = 0
iy = (Ve N, 5) = = (50 55) = —bsla i) = —aody

Logo, a matriz da segunda forma fundamental é dada por II = [h;],
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hin = ke

hli - 0

hz] _€3n35ij

A curvatura média de X é X é:

H= %tra(;o(ll.]_l) ! y = % <k‘§ —(n— 1)—)

n = Yii

E a imersao X tem duas curvaturas principais diferentes, que sao:
k1 = ke com multiplicidade 1
ng T
ky = —— com multiplicidade (n — 1)

3

Vamos introduzir coordenadas esféricas em S?:
Sejam 0 € R/27Z e ¢ € (O, g) tais que

£(s) = (" sen ¢ (s), cos ¢(s))
¢ = (i0'e" sen ¢+ ¢'e” cos ¢, —¢' sen @) = ¢/ (" cos ¢, — sen ) +6' sen p(ie” | 0)
Definindo e; = &, e; = (ecosp, —seng) e es = (ie,0), notamos que
{e1, €2, €3} forma um referencial ortonormal. Isto é, a matriz

cosfsen¢ cosfcos¢p —senb
M = | senflsen¢ senfcos¢ cosf

cos ¢ —sen ¢ 0

pertence a SO(3).
Como ¢ é parametrizada pelo comprimento de arco, temos ||| = 1.

Logo, existe uma funcao «(s) tal que

¢ = cosa
0’ sen ¢ = sen «
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= ¢ = cos aey + sen aes

Entao

1 = — sen aey + Cos aes

é um vetor normal unitério a ¢ em S2.

Observamos que n3 = sen asen ¢.

Vamos mostrar que a curvatura de £ é:
ke = (¢", 1) =o' + 0 cos ¢

& = cos aey + sen aes

¢" = —asen aey + cos aely + o' cos aes + sen el
1 = — sen aey + Cos aes
(¢" 1) = o'sen’a — cosasena(ey,es) + cos?aley ez) + o' cosa —

sen? av(e}, e2) + sen o cos a (el e3)

A matriz de Maurer-Cartan de M é a matriz antissimétrica:
0 —¢' —0'sen¢

MM = [(e;, €))|1<ij<s = ¢/ 0  —0cos¢
0'sen¢ 6 cos ¢ 0

Portanto,

ke = o/ + cos® a(# cos ¢) + sen” a(—6 sen ¢) = o/ + &' cos ¢

Entao, a curvatura média de X fica:

ng

: ) = %(a’+9’cos¢— (n — 1) sen o tan @)
3

H:%(kg—(n—l)

A curvatura de Gauss-Kronecker de X é:

K - kl.kgil - k£ (5—
3

n—1
) = (&’ + 0 cos ¢)(— sen atan )"
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No caso em que a curvatura de Gauss K é constante, temos o sistema:

I K
o = —0 COS¢+ (—senatang)n—!
¢ = cosa

/ __ sena
0" = sen ¢

Eliminando a variavel 6, o sistema pode ser reduzido ao seguinte:

—senatan ¢)—1

{a’:—senacot¢+( K

¢ = cosa

Neste trabalho, vamos estudar apenas as hipersuperficies que tém cur-
vatura média constante.

Portanto, temos que estudar o sistema:

o =nH — 0" cosp+ (n—1)senatan ¢

¢ = cosa
/ __ seno
0" = sen ¢

Eliminando a varidvel 6, o sistema pode ser reduzido ao seguinte:

o =nH +sena((n — 1) tan ¢ — cot ¢)
¢ = cosa

Acharemos uma integral primeira deste sistema, isto é, uma funcao
E(a,¢) que é constante sobre as curvas integrais. Mais precisamente, se
C(s) = (a(s), #(s)) ¢ uma curva integral do sistema, teremos
E(C(s)) = constante = E,.

Devido a forma particular do sistema, procuraremos a integral primeira
sob a forma E(a, ¢) = senaf(¢) + g(¢). Entao:

d OE  0E

= <nH+Sena((n—1)tan ¢—cot qb)) (cosaf(¢))+cosa(senaf'(¢p)+4'(¢)) =
= senacosoz(f’(¢) + ((n — 1) tan ¢ — cot ¢)f(¢)) + cosa(g'(¢) + nH f(¢))
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ey =0 = { £1(6) = (eot 6 = (n = 1) tan) (9)
ds 9'(¢) = —nH[(9)
/' (¢)
> [ 76

= f(¢) = csenpcos" ' ¢

d¢ = / (Cotgb— (n— 1)tangb)dgb

Para ¢ = 1, temos:
g (¢) = —nH sen ¢pcos" ¢

g(¢) = Hcos" ¢+ ¢

Verifica-se entao, que a seguinte funcao é uma integral primeira do sistema:

E(a, ¢) = senasen ¢cos™ ' ¢ + H cos™ ¢

2.2
O caso Minimo

No caso minimo, o sistema a ser estudado é:

¢ = cosa

{ o =sena((n—1)tang — cot ¢)

Este sistema tem, a menos de translagoes de vetores vy = (km,0), k € Z, um

unico ponto de equilibrio:

(v, Po) = <g,arccot \/m>

sen oy 1
= 6/ = =
sen ¢y sen g

Mas
1
sen ¢y = sen arccot vn — 1 = =

1
Jivn—iper VR

Entao temos
0 = n
= 0(s) = Vns+c

Sem perda de generalidade podemos supor ¢ = 0.

Portanto, a curva esférica correspondente ao ponto de equilibrio é um circulo
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horizontal de raio sen ¢ e altura cos ¢q:

£(s) = (ei‘/ﬁs sen ¢y, cos ¢g)

E a hipersuperficie associada ¢ 6 mergulho do produto S*(sen ¢g) x S"~!(cos ¢y)
em S"*L:

X(s,2) = (Y™ sen ¢y, x cos ¢y)

Como sen ¢y = \/Lﬁ € cos g = 4/ "T_l, a hipersuperficie é o mergulho do produto

St <\/Lﬁ> x Sn—t (@) em S"H:

, 1 —1
X(s,z) = (e“/ﬁs— o] 2 )

vn’ n

Se n = 2, a superficie é um mergulho do toro S! (\%) x St (%@),
chamado Toro de Clifford.
Uma conjectura famosa, conhecida como conjectura de Lawson, afirma que o
Toro de Clifford é a tinica hipersuperficie minima em S3. Este ¢ um problema

em aberto ha muitos anos.
Seja L o nivel de energia associado a esse ponto de equilibrio.

A integral primeira no caso minimo, fica:
E(a, ¢) = senasen¢cos™ ' ¢
Se E =0, entao a =0 [r] ou ¢ =0 [Z].

Se av = 0 [r], temos 0" = 0, logo, § =constante= 6.

A curva esférica correspondente a E =0 é
£(s) = (" sen ¢, cos )
e a hipersuperficie é o mergulho em S"*! da hiperesfera:
X(s,2) = (¢ sen ¢, x cos @)
A hiperesfera é totalmente geodésica pois:

ki = ke :o/+9’cos¢:sen0z((n— l)tangb—cotqzﬁ) +0=0
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ko = —senatan¢ =0

Vamos analisar a integral primeira para ilustrar o diagrama de fase.
E(a, ) = senasengcos™ ' ¢

Observagao 1 As retas a = 0 e a = 7 sdo as curvas integrais correspondentes
ao nivel de energia 2 = 0.

Uy

Observacao 2 As curvas integrais sao simétricas em relagdo a reta o = 3.

Basta notar que E(m — «, ¢) = E(a, ¢).

Fixado E, 0 < E < Ey, seja C(E) = (a(s),¢(s)) a curva integral

com nivel de energia . Como a curva ¢ simétrica em relacao a reta a =

s

bR
precisamos analisar o comportamento da curva C'(E) apenas para o € [0, %]

Observacgao 3 Considere a equagao algébrica

=sen¢cos" ¢

sen «

Ezistem wvalores de «, que denotaremos por a_(E) e ay(F), tais que para
a € [0,a-)U(ay, ], a equagdo algébrica nao tem solugdo, para o € (a—, oy ),
a equagao algébrica tem duas solucoes, e se & = a_ ou o = «a, entao a

equacao tem exatamente uma solucao.

Para entender a observagao 3, faremos o estudo da seguinte funcao:

e: (0,%) — R
¢ — e(p) =sengcos" ¢

e'(¢) =cos™ ¢ — (n—1)sen® pcos™ 2 =0 <= cotp =+vn—1

Portanto ¢ = arccot v/n — 1 = ¢y ¢ um ponto critico.
Se ¢/(¢) < 0, entao cos™ 2 ¢(0052 ¢ — (n — 1) sen? ¢) <0

=cotp <vn—1
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e($)

E___E

sena_(E)  senay(E)

oo g )

Figura 2.1: Grafico da fungao e(¢) = sen ¢ cos™ ! ¢

Como a funcao cot ¢ é decrescente, temos:

¢ > arccot vVn — 1 = ¢y

Portanto a funcao e é decrescente para ¢ > ¢y.
Analogamente a funcao e é crescente para ¢ < ¢y.
Observe entao, o eshoco grafico da funcao e na figura 2.1.

Consideremos apenas « € [(), g] , pois C'(E) é simétrica em relacio a reta

E
sen o« .
exatamente um valor de o, a_(E), tal que —£

sen o —

a = 7. Quando « tende a 0, temos tendendo a infinito. Portanto, existira

= e(¢p). Além disso, para

a € (a_,Z], existirdo dois valores de ¢, ¢ e ¢, tais que e(¢;) = e(¢o) =

sena”

. . E
Definimos a (E) de maneira que T = e(¢o), ay € [2, 7]
Observacao 4 A derivada parcial ‘g—E anula-se para o« = I, e a deriada
o 2

- 1 OF
parcial % anula-se em @.
Portanto, utilizando as observagoes 1,2,3 e 4, concluimos que o dia-

grama de fase é analogo ao da figura 2.2, para qualquer valor de n.

Estamos interessados no caso em que £ é fechada. Pois assim, a hipersu-

perficie associada a & sera compacta.
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ol 3

]

Figura 2.2: Diagrama de fase esférico no caso minimo, n = 2

Lembramos que

&(s) = (ew(s) sen ¢(s), cos d)(s))

A fungao s — ¢(s) é periddica. Isto é, existe T tal que ¢(s +T) = ¢(s) para
todo s € R. Entao, para a curva ¢ ser fechada, temos que analisar se existe
T', com % € Q tal que (s +1") = 6(s) [27] para todo s € R.

Considere a curva integral do sistema C(E) = (a(s),¢(s)) com nivel de

energia F.

Seja

s+T
O(E) = /C NEE / o (1)t

Isto é, ©(F) é a variacao da funcdo s — 60(s) ao longo da curva C'(F).

Basta entao que O(F) = 27#—(;, onde p,q € Z*. Pois assim, dando ¢ voltas
em torno da curva integral C'(E), a curva £ dard p voltas em S? ou seja,
existird 7" = ¢T tal que (s + T") = 0(s) [27] para todo s € R.

Portanto, a curva £ é fechada, se e somente se o nimero O(F) € 27Q.
Se ©(FE) = 27“, onde q € Z*, isto é, se p = 1, entdo a curva & dard

apenas uma volta em torno da esfera, sem auto-intersecao. E portanto, caso

isso ocorra, > serda mergulhada.
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Logo, temos o seguinte lema:

Lema 2.1 Seja C(s) = (a(s), ¢(s)) uma curva plana fechada no plano ae,

com ¢ € (0, g) Considere as sequintes funcgoes:

Oc = /C £(s)ds

Considere a curva &c(s) = (€919 sen ¢(s), cos ¢(s)).

Entao & € fechada se e somente se O¢ € 21wQ. Além disso, {c €

merqgulhada se e somente se existe ¢ € 7 tal que O¢ = 2?”.

Demonstraremos o:

Lema 2.2

(i) lim O(F) = V2«

E—FEy

(i7) Iim ©(FE) = =«

E—0

Observacao 2.3 Como a fungio s — ©O(s) € continua, podemos aplicar o
Teorema do Valor Intermedidario. Assim, para qualquer § € <%, g), p,q € 7,
como 2mt € (m, \V27), existird E tal que O(F) = 2mk.

Logo, teremos uma quantidade infinita e enumerdvel de valores de E tais que

O(F) € 27Q.

Portanto, como corolario do lema, temos o seguinte teorema:

Teorema 1 FExiste uma familia enumerdvel F de hipersuperficies equi-

variantes minimas compactas imersas em S".

s

Observagao 2.4 Nao conseguimos demonstrar que a fun¢io E +— O(E) é
mondotona. Isso implicaria a nao existéncia de curvas esféricas mergulhadas a
nao ser nos casos extremos, onde as curvas integrais sao C(0) e C(Ey). As

hipersuperficies associadas a essas curvas sao respectivamente uma hiperesfera
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totalmente geodésica de S™™' e o produto S* (\}) x Snt (,/ > (toro de
Clifford quando n = 2).
Em [4], Fabiano Brito e Maria Luiza Leite demonstraram que as unicas

hipersuperficies compactas de F mergulhadas em S™ realmente sao as hipe-

resferas totalmente geodésicas e o produto S* (\%) x Sn1 (w / "T’l)

Demonstracao do Lema 2.1:
Sejam ¢_ e ¢4 os valores minimo e méaximo respectivamente de ¢(s) que a
curva C'(E) assume.

Considere a fungao

e(¢) = sen ¢ cos™ ! ¢
Entao, £ = sen ae(¢)

Logo, como a curva é simétrica em relagdo a reta o = 7/2, temos

E=e(p-) =e(d4)

Portanto:
sen o ¢+ sen o
C(E) C(p) Sen ¢ s Sen¢cosa
b0 d
T sen¢ @) " _ 1 O sen ¢

Demonstragao do Lema 2.1 parte (7):

Fazendo a troca de varidveis ¢ = ¢y + ex, onde € = ¢g — ¢_, temos:

%0
€
/ dx
T sen¢ _ e(goten)

_1 sen gbo—i—ex)\/( (oo €)> -1

Pela férmula de Taylor:

(ex)

e(¢) = e(do +ex) = e(go) + cxe'(¢o) + ¢"(¢o) + o(e?)
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Temos que:

e(¢) =senpcos" ' ¢
¢'(¢) = cos" ¢ — (n — 1) sen’ pcos" 2 ¢ = [cot ¢ — (n — 1) tan gle(o)
¢"(¢) = [cot ¢ — (n — 1) tan ¢'e($) + [cot ¢ — (n — 1) tan ¢]*e(¢)
=[—csc?p— (n—1)sec’ p +cot’ ¢ + (n — 1)*tan® ¢ — 2(n — 1)]e(e)

Lembrando que

cot g =vn —1
; B 1
Mo = 1
1
sen ¢y = ﬁ
COS g = r ; L
temos |
6,<¢0) = (Vn_ 1- (n_l)\/m) €(¢0) =0
e"(¢g) = (—n— (n — Un?z +n—1+(n-— 1)2ni T 2(n — 1)) e(9)
= —2ne(¢o)
Entao
(g +20) = efgn) + < (gu) + 2" (g) +0(=) = e(60) (1~ n(ex)?) + ofe?)

e(¢-) = e(go — ) = e(¢o) — €' (o) + %€ (o) + 0(e?) = e(¢ho) (1 —ne®) + o(e?)

e(¢) _ e(¢o)(1 —n(ex)?) + o(e?)

(60) ~ elgo)(l—nt) to@) L1 nedTT)EolE)
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0 £
= 0O_(F) = dx =

_ 2
1 sen(¢g + ex) (;g’g) -1

= /0 c dx
1 (sen g + o(1))y/2ne2(1 — 22) + o(c?)

0
= lim O_(E) = / do

E—FEo —1 sen ¢gr/2n(1 — x2?)

0
lim @(E):\/_i/ _az
E—FEy 2 -1 m

= lim O_(F) = @

E—FEy

Analogamente, fazendo a troca de variaveis ¢ = ¢p+cx, onde € = ¢, — ¢y,

temos:
i do ! £
0, (F) —/¢ > = ; - dx
° sen¢ (ee(gf)_))) -1 sen(qbo—i—ax)\/(ee(é?ofg)) -1
V2 [t dx V2
= lim O,(F) = — =
A, O+(E) = / i 4
Finalmente,

JE‘11—>I%0 O(F) = 21311_{%0 O_(F)+ QEIE%O OL(E) = Q.T

2 2
\/_W +2.% = \/§7T

Demonstragao do Lema 2.1 parte (i7):
Lembramos que
o/ =sena((n —1)tan¢ — cot ¢)

Sejam a_(F) e ay(FE) os valores minimo e maximo respectivamente de

a(s) que a curva C(F) assume.
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B
sen o

tem

Lembramos que para o € (a_(s),a4(s)), a equacao e(@) =
exatamente duas raizes. Denotaremos elas por ¢;(a, E) e ¢o(a, E)

Temos:

@(E):/ senad8+/ sen&dS:
C(B)N{é>go} SCNL P C(B){p<do} SEN P

/‘“ sen o da+/a sen o dov
- da da
o Seng; U ay SEN @y ds

Mas , 1
sen av
o E v )
:@(E)z/ +f1(a,E)da—/ +Jg(oé,E)doé
:/ ?1(a,¢)da—/ T.(a, ¢)da
0 0
onde

+
~
&
~—
N—

_ ) fila, B) seac (a*(E)’a
fila,9) = { 0 se a ¢ (a_(E)7a+(E))

Para cada intervalo [a,b] C (0, ), existe F; tal que para todo F < Ej,
[CL, b] - (O(_(E), Oé+(E))

Entao, quando £ tende a 0, ¢, converge uniformemente em [a, b] a § e ¢,
converge uniformemente em [a, b] a 0. Portanto, fi(«, E) e fo(a, E) convergem

uniformemente em [a,b] a 0 ¢ a —1 respectivamente.

Logo,

lim O(F) = / Odo —/ (—Dda =7
E—0 0 0

2.3
O Caso Curvatura Média Constante

Nesta secao estudaremos o caso em que a curvatura média H é constante.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que H > 0.
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O sistema a ser estudado é:

{ o =nH +sena((n — 1) tan ¢ — cot ¢)

¢’ = cos

Lembramos que uma integral primeira desse sistema, é:
E(a, ¢) = senasen ¢cos™ ' ¢ + H cos™ ¢

Este sistema tem, a menos de translagoes de vetores vy, = (k27,0), k € Z,
dois pontos de equilibrio:
Py = (%,gbo) epy = (37”,%) onde ¢y e ¢ s@o respectivamente solugoes das
equacoes:
(n—1)tan¢ — cot ¢ = —nH

(n—1)tan¢ — cot ¢ = nH

Sejam Fy e E|) os niveis de energia associados a pg e pj respectivamente.

A curva esférica correspondente ao ponto de equilibrio py é um circulo
horizontal e a hipersuperficie associada é o mergulho do produto
S'(sen ¢pg) x S"1(cos ) em S™H:

X(s,2) = ("% sen ¢y, x cos ¢y)

Por outro lado, a curva esférica correspondente ao ponto de equilibrio pj,

é também um circulo horizontal. A hipersuperficie associada é o mergulho do
produto S'(sen ¢f)) x S""!(cos ¢)) em S"1:

X(s,2) = (¢"®) sen ¢, x cos o)

Se E = 0 temos:
senasen ¢ cos” ' ¢ 4+ Hcos™ ¢ = 0

= H = —senatan¢

Lembramos que as curvaturas principais de ¥ sao dadas por:

klzk’é
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ko = = —senatan ¢

&3
Além disso,
nH =k +(n—1)ky =ke — (n—1)senatan¢
Logo, se £ = 0 temos:

ke =nH + (n—1)senatan¢ = —nsenatan¢ + (n — 1) sen o tan ¢ =

= —senatan¢ = H
:>l€§:]€2:H

Nesse caso entao, como as curvaturas principais sao iguais, a hipersu-

perficie é totalmente umbilica. Logo, ela esta contida em uma hiperesfera de
Sntt,

Para n = 2, temos:

1 1 E — H cos?
(kg — E) = §(k§ —senatan ) = 3 (kg — —Cowtanﬁb)

sen ¢ cos ¢

=k =H
- +cos2¢

Portanto, k¢ é constante se e somente se &/ = 0 ou ¢ é constante. As
superficies associadas sdao respectivamente os mergulhos da esfera S? (%) e
dos toros S'(a) x S*(v/1 —a?), onde a é uma solugdo da equacio algébrica

2H = % + ﬁ Esses dois exemplos serao chamados de triviais em seguida.

Vamos agora usar a notagao O(FE, H) para designar a integral

O(E, H) / 0ds

C(E,H)
associada ao nivel E' de energia e com curvatura média constante H.
Analisando a integral primeira E(a, ¢) = sen asen ¢ cos™ ¢ + H cos™ ¢,

percebemos que agora temos dois tipos de curvas integrais C(E,H) =

(a(s), #(s)), que iremos denominar de tipo I e tipo I1.
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As curvas integrais do tipo I sao fechadas e tém a(s) # 0[r] para todo
s. Elas correspondem aos niveis de energia £ < 0e E > H.

Ja as curvas integrais do tipo II tém o'(s) > 0. Isto ¢, a fungao « é
crescente. Sao curvas periddicas. Elas correspondem aos niveis de energia entre
0Oe H.

Veja o diagrama de fase do caso CMC na figura 2.3.

Vamos analisar apenas as curvas do tipo I.

Demonstraremos o:

Lema 2.5
) m/2(n —1) )
lim ©(E,H) = =— lim O(F, H)
o VOH? +4(n 1) —nH /mHP +dn—1) P70
Sen = 2, entdo:
lim O(E, H) = — lim O(E,H) = Vo M(H)

E—Ep E—E}, WH2+1— HVH:+ 1 B

Demonstracao do Lema 2.4:
Demonstragao do Lema 2.4 parte (7):

Seja C(E, H) = (a(s), ¢(s)) uma curva integral do tipo I tal que a(s) € (0, 7).
Sejam ¢_ e ¢, os valores minimo e maximo respectivamente que a curva
C(FE, H) assume.

Considere novamente a funcao
e(¢) = sen ¢ cos" ! ¢

Entao, £ = senae(¢) + H cos™ ¢

Como a curva C(E, H) é simétrica em relacdo a reta o = 7, temos

E =senasen¢cos™ ' ¢+ Hcos" ¢ = e(p_) + Hcos" ¢_ = e(¢y) + H cos™ p.
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S

b0 CE
f

2

Figura 2.3: Diagrama de fase esférico no caso CMC, H =1, n =2

Portanto:

P+ P+
@(E,H):/ senadS_Q/ sen o dd):2/ do
C(B,H) Sen ¢ s SEn ¢ cosa

%o d b+ d
[ e(p ¢ e(¢
SenQﬁ\/(%) —1 0 Sen ¢\/(E—fl(cgs"¢> —1
—20_(E,H) +20.(E, H)

Fazendo a troca de varidveis ¢ = ¢y + cx, onde € = ¢g — ¢_, temos:

©_(E, H) — =
B SGH(ﬁ\/ +Hcos”¢ Hcos"(,b) —1

0
:/ dx

2
1
e(potex)
sen(@g + cx -1
(¢0 ) \/ <e(¢0—a)+H ( cos”(¢0—e)—cos"(¢o+ax)) >

Temos:

(e2)?

S (60) + 0fe?)

e(¢) = e(¢o + ex) = e(¢o) + exe'(do) +
e(¢) = sen g cos" ! ¢
¢'(¢) = cos" ¢ — (n — 1) sen® pcos" % ¢ = (cot ¢ — (n — 1) tan ¢)e(9)
¢"(¢) = —nsen ¢ cos™ ! p—2(n—1)sen ¢ cos™ ! ¢p4(n—1)(n—2) sen® ¢ cos" > ¢ =

=(=3n+2+ (n—1)(n—2)tan*(¢))e(¢)
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Lembrando que

(n — 1) tan ¢y — cot g = —nH

temos
6/(¢0) = nH6(¢O)
¢"(¢0) = (= 3n+2+ (n—1)(n — 2) tan®(¢o))e(¢o)

Logo:

e(p) = e(do) <1 + Hexn + (8?2 ((n —1)(n —2)tan®* ¢y — (3n — 2))) + o(¢)?

E temos:

(e2)*
2

e(¢-) = e(¢o —€) = e(bo) — we'(do) + ¢"(¢o) + o(e?)

2

e(p-) = e(eo) (1 — Hen + %((n —1)(n — 2)tan® ¢y — (3n — 2))) + o(g)?

Pela férmula de Taylor:
cos” (o — €) = cos™ ¢ + ensen dp cos™ " P+
+§ (n(n — 1) sen? g cos™ 2 g — n cos™ ¢0) +0(e?) =

= e(¢p) (cot o +en+ %(n(n — 1) tan ¢y — ncot ¢0)> + o(g?)

cos™ (¢ + ex) = cos™ ¢y — exn sen ¢y cos" ! go+

+@ (n(n — 1) sen? ¢ cos™ 2 ¢g — ncos™ ¢) + o(ex)? =

= e(¢o) (Cot Qo —exn + %(n(n — 1) tan ¢y — n cot qzﬁo)) + o(ex)?
Mas
(n —1)tan ¢y — cot g = —nH

Logo:

cos™ (g — €) = e(¢po)(cot ¢g + en — H§n2) + o(g?)

cos" (¢ + ex) = e(pp)(cot pg — exn — H@nz) + o(ex)?

= F — Hcos" ¢ = e(¢_) + H(cos™ ¢_ — cos" ¢) =
— ¢(¢o) (1 — Hen+ 2 ((n— 1)(n — 2)tan® ¢ — (3n — 2)) + H ((cot ¢ + en—
—HEn? — cot ¢ + exn + H%ﬁ)) +o(e)? =
e(¢o) (1 + Hewn + 5 ((n — 1)(n — 2) tan? ¢ — (3n — 2) + (Hn)?(2? — 1))>+

(%)

)
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Portanto,
e() B 1+ Hexn + @((n —1)(n —2)tan? ¢g — (3n — 2)) + o(¢)?

E—Hcos"¢ 14 Hexn + %((n —1)(n — 2) tan® ¢y — (3n — 2) + (Hn)?(2® — 1)) + o(?)

— 14 %(gﬂ — 1) ((n— 1)(n — 2) tan ¢y — (3n — 2) — (nH)?) + o(c?)

e(o) ? _2(.2 . _ n2 da—(3n—2)—(nH)?)+o(2
:>(—¢) —1=¢*(2"-1) ((n—1)(n—2) tan® po—(3n—2)—(nH)?) +o(e?)

= 0_(E) = c dz =

! senon) + o) () 1

. B 1
> fin O-(B.H) = — d0y/(3n — 2) + (WH)2 — (n— 1)(n — 2) tan® g /_1 Vi_a?
- ! /
sen o/ (3n — 2) + (cot ¢ — (n — 1) tan ¢)2 — (n — 1)(n — 2) tan? ¢y J-1 V1 — 2

B 1 /0 dx
sen ¢g/n + (n — 1) tan? ¢y + cot? ¢y J -1 V1 — 22

B 1 /0 dx
vnsen? ¢g + (n — 1) sen? ¢ tan? g + cos? g J -1 V1 — a2

™

lim ©_(E, H) =
B Eo ( ) 2¢/(n —1)tanZ ¢y + 1

Analogamente, fazendo a troca de variaveis ¢ = ¢p+cx, onde € = ¢, —py:

0. (E, H) = _

2
O
Sen¢\/ 6(¢>+ )+H( COS" ¢+—COS" ¢)> -1
1
/

Temos:

2
e(po+ex)
sen +ex -1
(@ ) \/ (e(¢o+e)+H( COS”(¢0+€)*COS"(¢0+”)) >

e(¢p) = e(eo) <1 + Hexn + (&:;)2 ((n —1)(n — 2) tan®* ¢y — (3n — 2))) + o(e)?
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E:

2

e(p4) = e(eo) (1 + Hen + 85((71 —1)(n — 2) tan® ¢y — (3n — 2))) + o(¢)?

cos” (¢ + &) = e(¢o)(cot g — en — HEn?) + o(e?)
cos™ (¢ + ex) = e(¢g)(cot ¢y — exn — H@nZ) + o(ex)?

E — Hcos" ¢ = e(py) + Hcos" ¢y — Hcos™ ¢ =

= e(¢o) (1 + Hen + %((n —1)(n —2)tan® ¢g — (3n — 2)) + H(cot ¢y — en—
—HSn? — cot ¢ + exn + H@nﬂ) +o(e)? =

= e(gy) (1 + Heaxn + %((n —1)(n —2) tan® ¢g — (3n — 2) + (Hn)?*(z* — 1))> -
+o0(e?)

Logo,

e(¢) L e , i 2
T Hews 3@ (= Dm=2)tan’ 60— (3n—2) = (nH)?) (=)

™

= lim ©,(F H)=
E—Ey + ) 2¢/(n —1)tan? ¢y + 1

Entao:

lim O(F,H) =2 lim 9,(E,H)—|—2Eli:r% O.(E,H) =
— L0

E—FEy E—FEy

T ) T B 2T
2/(n—1tan?¢y+1  2y/(n—1)tan® ¢y + 1 a V(n—1)tanZ ¢y + 1

Sabemos que
(n— 1) tan ¢y — cot g = —nH

Logo,
(n—1)tan ¢y +nH —

tanngO:
= (n—1)tan* ¢y + nH tangy — 1 =0

—nH £ /(nH)?+ 4(n — 1)
2(n—1)

= tan ¢0 =
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Mas 0 < ¢g < 7/2, logo, tan ¢y > 0.

—nH ++/(nH)?>+4(n — 1)

:>tan¢0: 2(n_1>

2(nH)?> +4(n—1) — 2nH\/(nH)? + 4(n — 1)

= tan2 §Z§0 =

4(n —1)2
= (n—1)tan® ¢y + 1 = (nH)* +4(n —1) —nH\/(nH)* + 4(n — 1)
2(n—1)
Finalmente,
n—1

lim O(E, H) =2

E—Ey

V(H)? +d(n — 1) = nH /(nH)2 + a(n — 1)

Demonstragao do Lema 2.4 parte (i4):

Consideramos agora C(E,H) = («a(s),¢(s)) uma curva do tipo I tal que
a(s) € (m,2m). A demonstracdo é andloga a demonstracao de (i). Basta
apenas observar que nesse caso temos sen« < 0 e temos que a curva C'(F, H)

é simétrica em relacao a reta o = 37” Logo:

E =senasen ¢cos” ' g+ H cos" ¢ = —e(¢d_)+H cos" ¢_ = —e(¢,)+H cos™ ¢,

A partir de agora, vamos nos restringir ao estudo para n = 2.
Novamente estamos interessados no caso em que & é fechada para conse-
guirmos toros equivariantes CMC de S?.

Entao, vamos analisar a fungao O(E, H). Queremos que O(F, H) € 27Q.

Se O(E,H) = 27”, com g € Z*, entao £ sera mergulhada e portanto, X

sera mergulhada.

Demonstraremos o:
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Lema 2.6

1
(i) lim O(E,H) — 7r—|—2/ dat _ F(H)
By 0 VI 1+ 4

N7 H? -1
(ZZ)EIEE_@(E’H) = arctan( SH )—

O integrando aparecendo na férmula de F(H) ¢ uma fungao eliptica
completa de primeiro tipo.

Lembramos que os limites da funcao O(F, H) com E tendendo aos niveis
Ey e E| associados aos pontos de equilibrios sao dados por M(H) e —M(H)

respectivamente, onde

_ Var
2WVH2+1— HVH? + 1

M(H)

Fazendo um estudo das fungdes F(H) e M (H) concluimos que as fungoes

F(H) e M(H) sao crescentes. Temos que:

lim M(H)=mn
H—o0

lim F(H) =
H—0

Veja a figura na pagina seguinte.

Fixando um valor de H, notamos que M (H) # F(H). Logo, aplicando o
teorema do valor intermedidrio, podemos concluir que existira uma quantidade
infinita e enumerével de valores de F tais que O(E, H) € 27Q. Isto é, pelo
lema 2.1, existird uma quantidade infinita e enumeravel de curvas £ fechadas,

logo, de toros com curvatura média constante H.

Além disso, como m € (M(H), F(H)), existird E tal que O(E, H) =7 =
27”. Ou seja, para cada H > 0, temos um toro nao trivial equivariante com

curvatura média constante H mergulhado em S3.

Analogamente estudando a fungao G(H), concluimos que a funcao é

crescente e que:

lim G(H) = —7
H—0
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(H)
M(H)

T

\/571'/2

0

Hy, V3/3

0
G(H)

—2r/3

—V2r/2
—M(H)
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lim G(H) =0

H—o0

Observamos que existe apenas um valor de H, Hy, tal que
M (H,y) = G(H,). Portanto, para qualquer H # Hy, existird uma quantidade
infinita e enumeravel de valores de F tais que O(FE, H) € 27Q.

Iremos agora discutir a questao do mergulho.

Observe que para cada H tal que G(H) > _72“, temos
=% € (— M(H),G(H)). Entdo nesse caso, existird E tal que ©(E, H) = ==,
isto ¢, pelo lema 2.1, teremos um mergulho compacto nao trivial.

Mas

Além disso, como limy .., G(H) = 0, paracada N € N, N > 3, existe Hy
tal que para todo H > Hy, temos {_TZ”, _72’7, ce _T% C ( — M(H),G(H)).
Portanto, para todo H > Hy temos ao menos N — 2 toros mergulhados todos

distintos com curvatura média constante H.
Portanto, como corolario dos lemas 2.5 e 2.6, temos o seguinte teorema:

Teorema 2 Dado H > 0, existe uma familia enumerdvel Fy de toros
equivariantes com curvatura média constante H imersos em S, e além dos

toros planos, existe ao menos um outro toro de Fr merqulhado em S3.
Se H > ¥3

3’
além dos toros planos. E quanto maior for o valor de H, mais mergulhos

entao existem ao menos dois toros em Fy mergulhados

teremos em Fy.

Demonstracao do Lema 2.5:
Demonstragao de (4):

Como FE estd tendendo a H com E > H, as curvas C(F) sdo nesse caso

curvas do tipo I e temos 0 < a < 7.
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Quando F tende a H, com E > H, uma parte da curva C(E) tende a
curva especial C(H, H) e na outra parte, temos ¢ convergindo uniformemente

para 0 (com « € (0,7)). Entéo:

lin ©(F, H) = O(H, H) + lim O(F, H)

—Hy

Se a € (0,7), temos:

0
@(E,H):/ senadsz/ sen o do

C(B,H) Sen ¢ sen ¢ o

_/7r —senao  do
o nHsen¢+sena((n— 1)522 _ cos 9)

cos ¢

= lim ©(E, H) :/ dao=m
¢—0 0
Agora, vamos calcular ©(H, H):
F =H = senasen¢cosd+ Hcos®> p = H

= sena = H tan ¢

Seja ¢1 o valor méximo de ¢(s) que a curva C(H, H) assume.

1
@(H,H):/ Seno‘ds:z/ SR s =
0

C(B,H) Sen ¢ sen ¢ cos «

_2/¢1 dgb _2/¢1 dgb
0 SenQS\/ ser112a_1 0 Sen(b\/a}fl#_l

Fazendo a troca de variaveis tan ¢ = &, temos:

T
"

1
=+ cos® ¢ da:—Z/l cot;bcos<b i
senm/w]_t[#—l 0 y/cot* ¢ — H?

1— 2
tang = L o V1T T
H cos ¢ H

@(H,H)—Q/O1

Mas
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H
Va?+ H?
1 H? 2
riawze H
;»@(H,H)zz/ Va1 gy = 2
0

Ny /01 Vo (o)
_2/01 (\/?Jrld)gc( — —2Z<%)

Finalmente, temos:

= C0s ¢ =

lim O(E, H) = 7 + 27 (%) — F(H)

E—Hy

Demonstragao de (i1):

Como FE estd tendendo a 0 com E < 0, as curvas C(E) sdo nesse caso

curvas do tipo [ e temos ™ < o < 2.

Quando E tende a 0, com E < 0, uma parte da curva C(FE) tende a
curva especial C'(0, H) e na outra parte, temos ¢ convergindo uniformemente

para 3 (com « € (7,2m)). Entao:

lim ©(E, H) = ©(0,H) + lim O(E, H)

E—0_ d)—)%

Se a € (7, 27), temos:

T sena  do

O(F,H :/ 3
( ) ox nH sen ¢ + sena((n — 1)%# — cos §)

= lim O(E, H) = 0
o3
Agora, vamos calcular ©(0, H):
E=0=senasen¢cosp+ Hcos>p =0

= sena = —H cot ¢

Seja ¢ o valor minimo de ¢(s) que a curva C(0, H) assume.
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Observe que sen a < 0. Entao:

sen «

@(H,H):Q/g ——d¢p =

¢ Sen ¢ cos

_, / d¢ _ / d¢
o oseng (—\/am = 1) T sengy /e 1

Fazendo a troca de variaveis cot ¢ = 7,

—* sen® ¢ ! sen ¢

0
0(0,H) = —2/ H - dr = —2 - —d
~1 sen ¢y / 22 1?2—H2 o tan*¢p — H

Mas

cotgzﬁ:£:>—'1_86112(252£

H sen ¢ H

= o) "
sen p = ———
VeI
1 % 1 T
:@(O,H):—2/ —de:—Q/ de =

0 0o Va?+ H%/1—a?

VE -

. H? -1 T
= arctan - —
2H 2

Finalmente, temos:

—1+ H? T
li E H) = —— | —-—=G(H
Jim O(E, H) = arctan ( Vi ) 5 G(H)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610737/CA


	Hipersuperfícies Equivariantes Mínimas e com Curvatura Média Constante em Sn e Hn
	Resumo
	Sumário
	Lista de figuras
	Preliminares
	Variedades Diferenciáveis
	Variedades Riemannianas
	Conexão Riemanniana
	A Segunda Forma Fundamental de uma imersão de codimensão 1
	O espaço hiperbólico
	As formas espaciais

	Hipersuperfícies Equivariantes Mínimas e com Curvatura Média Constante em Sn+1
	Hipersuperfícies Equivariantes em S n+1
	O caso Mínimo
	O Caso Curvatura Média Constante

	Hipersuperfícies Equivariantes Mínimas e com Curvatura Média Constante em H n+1
	Hipersuperfícies Equivariantes em H n+1
	O caso Mínimo

	Referências Bibliográficas



