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Preliminares

1.1
Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M,
munido de aplicagoes injetoras ®; : Uy CR" — M, com i € I, e U; aberto de
R™ que satisfaz as sequintes condicoes:

(4) Uie[ ®;(U;) =M

(it)Se W = &;(U;) N ®;(U;) # 0, entio &7 (W) e &1 (W) sio abertos e a
aplicagdo CIDJ-_l od;: & W) — (W) € diferencidvel.

Chamamos cada aplicagdo ®; de parametrizacao local de M. A familia
A = (Ui, ®;),.; ¢ chamada de atlas de M.

A dimensao de M é o ntimero n e indicaremos M por M™.

Definicao 1.2 Uma aplicagao entre variedades F' : M™ — N" é dita dife-
rencidvel em p € M se dada uma parametrizagao local (V, V) de F(p) em N,
existe uma carta (U, ®) de p em M tal que F(®(U)) C ¥(V) e a aplicagao
U~lo Fo® € diferencidvel em ®(p).

F ¢ dita diferencidvel se o € para todo p € M. Se F é diferencidvel e

inversivel e sua inversa F~1 é diferencidvel, dizemos que F é um difeomorfismo.

Definicao 1.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva diferencidvel
em M ¢é uma aplicagio o : (—e,e) C R — M diferencidvel. Suponha que

a(0) = p. O vetor tangente a o em t =0 € definido como sendo a aplicagdo

a'(0): D — R
[ d(0)f =& (foa)t)

onde D={f: M — R/f € diferencidvel em p}.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de uma curva

a:(—e,e) = M tal que «(0) = p.
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O espaco tangente a M em p € o conjunto de todos os vetores tangentes

a M em p. Este espago é denotado por T,M.
Teorema 1.4 T,M ¢ um espaco vetorial de dimensao n.

Dem: Considere uma parametrizacao local ® : U C R” — M em torno de p
tal que ®(0) = p.
Seja f: M — R diferencidavel em ®(U). Isto é, f o ® : U — R é diferencidvel.

Exprimindo a funcao f na parametrizacao ®, temos:

fo®(q) = f(x1,...,x,), ondeq=(x1,...,2,)

Suponha que @~ (a(t)) = (z1(t), ..., z,(t)) e que a(0) = p.

Portanto, restringindo f a «, obteremos:

o (0)f = % . (foa)(t) = % ~ (fo@(xl(t),xg(t),.. ,xn(t)>>(t) -
d (e 9
=il (f (a(), 22(1), - ,xn(t))(t)zzz ()5 = (Zl 1(0)axl> f

S a0 = >0

Observe que % ¢ o vetor tangente em p a curva coordenada
T; — @(0,...,0,1;,0,...,0)

Pela equagao (), notamos que o conjunto 7, M com as operacoes usuais
de funcgoes é um espaco vetorial de dimensao n e o conjunto de vetores

{8%17 e —ai } associados a parametrizacao ® forma uma base deste espaco.
n

Definicao 1.5 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e F': M — N uma
aplicagcao diferencidvel. Dado p € M e v € T,M, considere uma curva
diferenciqvel o : (—e,e) C R — M tal que a(0) = p e &/(0) = v. Seja
0 = F oa. Entao a diferencial de F' no ponto p € definida por:

dF,: T,M — TppN
v dEF,(v) = F'(0)

Observacao 1.6 dF, €é uma aplicacao linear que nao depende da escolha da

curva o.
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Definicao 1.7 Uma aplicacao diferencidvel entre variedades F : M™ — N™
¢ dita uma imersao se dF, : T,M — Tpy N € injetora para todo p € M. A
imersao F é um merqulho se F' : M — F(M) é um homeomorfismo (com
F(M) tendo a topologia induzida por N).

Se F': M™ — N™ é uma imersao, entao n < m. A diferenca m — n é
chamada de codimensao da imersao.
Neste trabalho, estamos interessados no caso em que a codimensao m — n é
igual a 1. Isto é, F': M™ — N"TL

1.2
Variedades Riemannianas

Definigao 1.8 Considere o conjunto L*(T,M,R) = {a : T,M x T,M — R/«
¢ bilinear}.

Seja M™ uma variedade diferenciavel. Dado p € M, seja ® : U C R* — M

0 0

Bor %} o referencial

uma parametrizacao local de uma vizinhaca de p e {
adaptado associado a P.

Uma métrica pseudo-riemanniana g em M é uma correspondéncia que associa
a cada ponto p € M, uma forma bilinear simétrica g, € L*(T,M,R). Isto ¢,
gp satisfaz as sequintes condigoes:

(1)g,(X,Y) = g,(Y, X) para todos X,Y € T,M
(i1)As fungoes g;;(p) = gp (%, %) sao fungoes diferencidveis em ®(U).

(13i)Se g,(X,Y) = 0 para todo Y € T,M, entio X = 0.

Observacao 1.9 Se além disso, a forma bilinear simétrica g, € positiva
definida, entdo dizemos que g é uma métrica.

Isto é, uma métrica riemanniana g em M € uma correspondéncia que associa
a cada ponto p € M, uma forma bilinear g, € L*(T,M,R) que satisfaz as
condigoes (1) e (ii) e que também satisfaz a sequinte condi¢do:

(13i")g,(X, X) > 0 para todo X € T,M, X # 0.

Note que (iii') = (ii7).

Definicao 1.10 O par (M,g) € chamado de wvariedade riemanniana (ou
pseudo-riemanniana,).
As fungoes g;; sio chamadas expressio da métrica riemanniana (ou pseudo-

riemanniana) no sistema de coordenadas (U, ®).

Observagao 1.11 Também usaremos a notagio (X,Y), para ezpressar
9p(X,Y).
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Definicao 1.12 Sejam M e N wvariedades riemannianas. Um difeomorfismo

f: M — N € chamado de isometria se para todo p € M, w,v € T,M temos:

(u, 0)p = (dfyp(w), dfp(v)) )

Definicao 1.13 Seja (Mn+k,§) uma variedade riemanniana. Suponha que
M™ é uma variedade diferencidvel e que f : M — M ¢ wma imersio. Entdo,
fica definida uma métrica g em M da sequinte maneira:

Dados p € M e u,v € T,M,

(u,v)p = (dfp(u), dfp (V) ()

A métrica g de M € dita métrica induzida por f pela variedade riemanniana
M, e € também chamada de primeira forma fundamental de f.
A aplicacdo f: (M,g) — (M,g) é chamada de imersio isométrica.

Dizemos que M € uma variedade riemanniana imersa em M.

Observacgao 1.14 Analogamente define-se pseudo-métrica induzida e wva-
riedade pseudo-riemanniana tmersa em uma variedade ambiente pseudo-

riemanniana M.

1.3
Conexao Riemanniana

Definicao 1.15 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M, um vetor X (p) € T,M.

Sejam ® : U C R" — M uma parametrizacao local de M em torno de

umpontopGMe{i <

Ox1’ """ Oxy

fungoes a; U — R, i=1,...,n, tais que:

} o referencial associado a ®. Entdo existem

- 0
X(p) = ; ai(P) 3,

Vamos dizer que o campo X € diferencidvel se as funcgoes a; sao dife-
rencidveis e denotar por X(M) o conjunto de campos de vetores diferencidveis
em M. Essa defini¢ao nao depende da parametrizacao escolhida ®.

Entao podemos associar a cada funcao f € D, a derivada direcional de

f ma direcao do vetor X(p), que é dada pela fungdo:

Xf: M — R
p o= Xf) = alp)gh



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610737/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0610737/CA

Hipersuperficies Equivariantes Minimas e com Curvatura Média Constante em
S™ e H" 15

O campo X ¢ diferencidavel se e so se X f € D.

Logo, podemos pensar em um campo de vetores diferencidvel como um

operador:
X: D — D

f= Xf

Definicao 1.16 Seja M uma variedade diferencidvel. Dados dois campos de
vetores X e Y em M, existe um unico campo de vetores de M, denotado
por [X,Y] e chamado colchete de Lie, tal que para todo f € D temos
[(X,Y](f) = X(Y ) = Y(X]).

Observagao 1.17 O colchete de Lie tem as sequintes propriedades: (o, 3 € R)
(1)]aX + BY, Z] = [aX, Z] + [BY, Z];

()X, Y] ==Y, X];

()| X, Y], Z] + [[Y, Z], X]| + [[Z, X],Y] =0

Estd ultima é chamada de Identidade de Jacobs.
Definicao 1.18 Uma conexao afim, é uma aplicacdo

Vi X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

que satisfaz as propriedades:
(OVx(Y1+Y:) =VxY + VYo
(1) Vixitox.Y = fVx, Y + 9V, Y
)V (FY) = VXY + X()Y

Definicao 1.19 Uma conexdo afim V em uma variedade riemanniana (ou
pseudo-riemanniana) (M, g) € dita uma conexao de Levi-Civita se satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) compatibilidade com a métrica (ou pseudo-métrica):
X(9(Y, 2)) = g(VxY, Z) + 9(Y,VxZ)

(i) simetria:
[X,Y] = VyY — Vy X

Teorema 1.20 Dada uma variedade riemanniana (ou pseudo-riemanniana)
(M, g), existe uma tunica conexdo de Levi-Civita em (M,qg) (associada a

métrica g).
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Teorema 1.21 Seja f : M — M uma imersio de wma variedade diferencidvel
M em uma variedade riemanniana (M,V). Suponha que M tem métrica
induzida g pela imersao. Seja V a conexao de (M,g). Dados X,Y campos
locais de vetores em f(M), podemos estender esses campos a M.
Entao:
(Vy X)) =VyX

onde (VyX)T ¢ a parte tangente de Vy X .
Logo:

VyX = VyX + (VyX)* (Férmula de Gauss)

onde (Vy X))+ € a parte normal de Vy X.

1.4
A Segunda Forma Fundamental de uma imersao de codimensao 1

Definicao 1.22 Seja f: M"™ — M uma imersio de codimensio 1.
Dado p € M, considere um vetor unitario N(p) normal a p.

Temos N(p) € T,M, e T,M = T,M + N(p)R.

Dado X € T,M podemos estendé-lo a X e TPM.

O operador de Weingarten é definido por:

A=-VN: T,M — T,M
X = AX)=-VxN

Para todos X,Y € T,M temos (AX,Y) = (AY, X), isto €, o operador de
Weingarten é auto-adjunto. Logo, € possivel determinar uma base ortonormal
€1, ...,en de T,M tal que A(e;) = kie;. Os numeros ky, ..., k, sio chamados
curvaturas principais da imersao no ponto p.

A segunda forma fundamental da imersao (de codimensao 1) é dada por:

II: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — II(X,Y)=(VxY,N)=(-VxN,Y) = (AX,Y)

Definicao 1.23 Uma imersao isométrica f : M — M € dita totalmente

geodésica se II = 0. Nesse caso, dizemos que M € totalmente geodésica.

—n+1

Definicao 1.24 Uma imersao isométrica f : M™ — M ¢ dita totalmente

umbilica se as curvaturas principais sao iguais em todos os pontos.
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Definicao 1.25 Considere novamente a imersao f : M™ — M A curva-
tura média de M em M no ponto p é H(p) = L(ki+...+k,), onde ky, ... ky

sao as curvaturas principais de M em p.

Observacgao 1.26 Em coordenadas locais, a curvatura média € expressa da
sequinte maneira:
1
H = —trago(II1.17")
n

onde I e Il sdo as matrizes da primeira e da sequnda forma fundamental res-
pectivamente.

De fato:

Considere a imersao f : M" — M entre as variedades Riemannianas
(M, g) e (M,g) onde g é a métrica induzida por f. Seja ¥ a hipersuperficie

f(M) C M. Sejam ¥V e V as conexdes riemannianas de M e ¥ respectiva-

mente.

Dada uma parametrizagcao ® : U — X em torno de um ponto p € X, seja
{8%1, ceey %} a base de T,,> associada a ®. Podemos estender localmente os
vetores B%L- a M.

Seja N(p) um vetor normal unitdrio a p. N(p) € T,M.

Temos entao a matriz da primeira forma fundamental, que € uma matriz
o) o) )

Temos também a matriz da sequnda forma fundamental, que € uma

simétrica positiva definida cujas entradas sio (g;;) =
matriz simétrica cujas entradas sao (b;;) = (A (% , ).
i J

Como o vetor A (%) = —V o N estd em T,M, temos
J

9
390]-
0 - 0

A matriz cujas entradas sao (a;;) € a matriz do operador A relativamente

a base {Bixl’ . %} que denotaremos por [A].
Entao:
1 1
H = —trago[A] = —trago[a;;]
n n
Fazendo o produto interno com 8%1_ na equacao ([I=Il), temos:

n

bij = Z @ij Gij

i=1
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que na forma matricial fica:
IT =[A]l.I

= [A]=11.1"

Portanto,
1 1
H = —traco([A]) = —trago(II.I7")
n n

Definicao 1.27 Considere uma imersao f : M™ — M4 hipersuperficie
f(M) de M é chamada minima se a curvatura média de M em M ¢ identica-
mente nula.

A hipersuperficie f(M) é chamada hipersuperficie de curvatura média cons-
tante e denotada por hipersuperficie CMC se a curvatura média de M em M
€ constante. Em geral, dizemos que uma hipersuperficie é CMC' se a curvatura

média € constante e diferente de 0.
Exemplo 1 Uma hipersuperficie totalmente geodésica é minima.

Exemplo 2 Chamamos de superficie de revolucao a superficie obtida quando
giramos uma curva reqular plana o em torno do eixo L ortogonal ao plano da
curva. Tal curva € chamada de curva geratriz e L € o eizo de rotagao.

Seja o« uma curva contida no plano xz que € localmente um grdfico de
uma funcgdao diferencidvel na forma z — F(z). Uma parametrizagdo local para
Qa é:

a: (a,b) — R3

com F(u) >0
u o~ a(u)=(F(u),0,u)

FE uma parametrizagao local para a superficie de revolugao S gerada por

a € dada por:

X: (a,b) x(0,27r) — R3

(u,v) —  (F(u)cosv, F(u)senv, u)

Vamos calcular a curvatura média de S':

Calculando as derivadas parciais:
X, = (F'cosv, F'senw, 1)
X, = (—=Fsenv, F cosv,0)

Logo, a matriz I da primeira forma fundamental é:

F?4+1 0
0 F?
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Calculando as sequndas derivadas parciais:
Xuw = (F" cosv, F" senw, 0)
Xuw = (—F'senv, F' cos v, 0)
Xypw = (—F cosv,—F'senv, 0)

Um vetor normal a imersao em R3 € dado por:

N — X, x X, (—cosv,—senv, F’)

T X, x Xo| it 2

Logo, a matriz Il da sequnda forma fundamental é:

[ _F" 0 ]
VI+E?

0 F
VIiE?
Portanto,
1 1 e ——
H = —tragco(I1.I7") = =trago - (F)?+1
2 2 0 —£ 0 -
1+(F")2 F
LF:; 0 9 o
_ F2(1+(F')2) 2 _ —F'F 414 (F)
— e LR 2F2(1 + (F')?)3
F2(14(F)2)

Se H =0, temos:
FF' =1+ (F)?
F/F// F/

TIr@ER T F
F/F// F/
/ L+ (F)? / F
= S+ (F) = n(F) +¢

= 1+ (F')2? =e¢F=cF

= (F')?=(/F)* -1

Entao:

1
= F(u) = —cosh(c'u)
c

Assim,

1 1
X (u,v) = | = cosh(c'u) cosv, = cosh(c'u) sen v, u
c c
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Essa superficie € chamada de catendide. Ela foi descoberta em 1776 por
Meusnier. A curva geratriz do catenoide chama-se catendria.

O catendide é a unica superficie de revolucao que é minima.

Exemplo 3 O matemdtico C. Delaunay classificou as superficies de revolugao
CMC. Ele demonstrou que existem apenas trés tipos de superficies CMC' ou
minimas de revolucao em R3. Sao elas: o catendide, o onduldide e o noddide.

A curva geratriz do catendide (que € minima) é a trajetoria do foco de
uma pardbola que se desloca sem escorregar ao longo de uma reta.

A curva geratriz do onduloide € a trajetoria do foco de uma elipse que se
desloca sem escorregar ao longo de uma reta.

A curva geratriz do nodoide € a trajetoria do foco de uma hipérbole que
se desloca sem escorregar ao longo de uma reta.

Tais superficies sao chamadas superficies de Delaunay.

1.5
O espaco hiperbdlico

Definicao 1.28 Definimos o espago de Minkowski ou espaco de Lorentz RY,
como o espago R™ com a pseudo-métrica g1 = (,)1, onde g1 € definida da

sequinte maneira:
(X,Y =z + 292 + o+ Tp1Yn1 — Tl
onde X = (x1,...,2,), Y = (y1,...,yn) € R".

Teorema 1.29 A conexao de Levi-Civita de R} é a mesma que a de R™ (a

conexdo plana).

Definicao 1.30 Um vetor X é chamado:
(1) tipo-espago, se (X, X); >0

(1) tipo-tempo,se (X, X); <0

(uii) tipo-luz, se (X, X)1=0com X #0

Definicao 1.31 O espaco hiperbolico H" € definido como:
H' = {X € Ri* /(X, X)) = —1}
Em particular, fazendo n = 2, temos o plano hiperbolico

H? = {X € R} /(X,X); = —1}
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Teorema 1.32 A pseudo-métrica induzida por {,)1 no espago hiperbolico H"
¢ positiva definida.

Portanto, (H", (,)1) € uma variedade Riemanniana.

1.6
As formas espaciais

Definicao 1.33 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M €é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M), uma aplicagio R(X,Y)

definida da sequinte maneira:

R(X,Y): X(M) — X(M)
7 — R(X,)Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixy)Z

Observagao 1.34 Usaremos a notagcao R(X,Y, Z,T) para designar o nimero
real (R(X,Y)Z,T).
E indicaremos por | X AY|| a expressio /|| XY ]2 — (X, Y).

Defini¢ao 1.35 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Dados p € M
e o C T,M um subespago de dimensao 2 de T,M gerado pelos vetores
linearmente independentes X,Y € T,M, definimos a curvatura seccional de

o em p, como sendo o numero real

R(X,Y,X,Y)
X AY2

Observacgao 1.36 A curvatura seccional de o nao depende dos vetores X e
Y.

Definicao 1.37 Considere uma variedade Riemanniana M e seja p € M.
Dizemos que M é completa se uma das sequintes afirmacoes equivalentes é
satisfeita:

(1) M € completa como espago métrico.

(17) Os limitados e fechados de M sdo compactos.

(1i1) Existe uma sucessao de compactos de K,, C M, K, C K,41 e UK, = M,
tais que se g, ¢ K,, entao a distancia entre p e g, tende a infinito.

(iv) O comprimento de uma curva divergente € infinito.

Teorema 1.38 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa e simples-
mente conexa de curvatura seccional constante c. Entao M € isométrica a:
(1) R™ se ¢ = 0.

(1) S™ se ¢ = 1.
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(731) H™ se ¢ = —1.

A seguir, introduzimos alguns fatos sobre hipersuperficies nas formas

espaciais.

Teorema 1.39 Uma hipersuperficie totalmente umbilica de um espaco com

curvatura seccional constante tem curvatura média constante.

Teorema 1.40 Seja f : M™ — R"™ wma imersdo totalmente geodésica.
Entdo, f(M) é um aberto contido em um hiperplano de R"™'. Se f € totalmente
umbilica, mas nao totalmente geodésica, entao f(M) é um aberto contido em

uma hiperesfera de R,

Teorema 1.41 Seja f : M"™ — S""! wma imersdao totalmente geodésica.
Entdo, f(M) é um aberto contido em S™™' N F, onde F é um hiperplano de
R"*2 passando pela origem. Se f é totalmente umbilica, mas nao totalmente
geodésica, entao f(M) é um aberto contido em S"™' N F, onde F é um

hiperplano afim de R™"*2,
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