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A

Equacoes do Equilibrio Aglomerado-gas

A.l
m >0

Das equacoes e 3.3 obtemos as velocidades para duas particulas de

mesma massa, substituindo o valor de r dado pela eq.(3.1]) e considerando o

tempo de duragao da colisao nulo:

onde, a partir da segunda linha, fizemos vy =

ordem (

Q

Q

¥’

Q

1 A vy — v A 1 —v|™
(-4
-4 ] 2T mi
_V+§g—vo ( +m%)v+ <1+m%>v1
—V—i—ég—vo ( m%) V 4+ w1)

Vgl (e )y

—V+§g—vo (+m— —>V

_V—i-gg—vo V + (1+m)A;/Omvl (A1)

—V'. Nas duas ultimas linhas, a

foi eliminada.

g vlg—ovo mvo—i-(l—g vlg—ovo m)U1

B T e
A (e )

vl—gng—(l—i— )gg—vomvl (A.2)
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Usamos acima equagoes basicas da dinamica de colisoes entre particulas.
Assumimos que gy > |vg| =V > |vy| e expandimos o tltimo termo da eq.(31])
da seguinte maneira:

m m

V1 — Vg Vo 1 U1 \% "

U1
— 1+m—). A3
90 9o Vo 90 ( V> ( )

Portanto, a eq.(A.]) e a eq.([A.2)) representam as velocidades da particula 1 do

~

aglomerado e do gas, respectivamente, logo apds a primeira colisao. Com isso,
a particula 1 do aglomerado passa a ser a particula rapida, enquanto a do gés
é, agora, a lenta.

Apbs £ colisoes, a velocidade da particula rapida serd a (-ésima:

m £—1

§ (%%

i=1

A
UZQ—V‘I—gE

v

" A
V+(14+m)—=
9o

2

90

e a (£ — 1)-ésima particula (que sofreu duas colisdes) tera a velocidade:

m m

/A é
,Uffl ~ 'U@ -

2

V

90

V

g0

V—(l—i-m)é Vyp.

2

Depois de colidir N vezes, a particula rdpida alcancara a parede

ineldstica. Sua velocidade, antes de colidir com essa parede, sera:

m m

el

V

4do

A
V+(14+m)—=
90

A
vy =-V+N= 5

2

onde

N

Pl = Zvi

i=1
é o momento total do aglomerado antes de colidir com o gas. Dessa forma, o

momento total dado pelo gas ao aglomerado é:

AlvV|™ AlvV|™
Aaome'rao:_Jv__ V—-—1+m)—=|— el -
Paglomerado, 2 {90 ( ) 2 {90 e
Apés a colisao com a parede ineldstica, temos:
A " AlvV|™
Vi=oi=V-(N+1)=|—| V—->014+m)=|—| @a- (A.4)
2 190 2 |90

O procedimento para os calculos referentes a volta da particula rapida através
do aglomerado é similar ao descrito acima. O resultado final (até a mesma
ordem de aproximagao usada) para a velocidade da particula do gas (antes de

colidir com a parede eléstica) é:
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m

w=v-naY

2 @Zb (A5)

90

AV
Vi+(14+m —‘—
( )5 o

onde

N

//_§ : "
Per = U;

i=1
O momento total recebido pelo aglomerado, devido a essas colisoes, é

entao:

AlVI|™ AlvVI™

A@aglomerad@ = NE % V’_(l_i_m)g‘% ::/l
AlvV|™ Alv ™

= N—|—| V—->O4+4m)=|—| ¢

onde substituimos a eq.([A4) aqui.
Substituindo a eq.(A.4) na eq.(AH), podemos reescrever esta tltima na

forma

m

A
vy =V —(2N+1)—= m

m 1

v
V4+(14+m)=|—
9o

Depois de colidir com a parede elastica, a particula do gas fica com a velocidade

AV "
v =—VHEN+1) S (b2 = pat).

90

" 1%

Assim, o valor absoluto da variacao da velocidade da particula do gas (para

um unico ciclo de colisdo com o aglomerado) é dado por:

AV = "V
A " A "
= —2N+1)=|= 1 i T L
A m
:—@N+U§£ v, (A.6)

onde descartamos termos de ordem O(|g%|2m).
O momento total absorvido pelo aglomerado devido a colisao com o gés

(apds 1 cilco) é, entao
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Apaglomeradowml - Apaglorrze'radol + Apaglomerad@
AlVI™
= —(14+m)—=
9o

5| (9o + 9ect)

m

— —(1+m)A|=| pu (AT)

90

Assumimos que o tempo inicial é grande o bastante para que quantidades
tais como NA|V/go|™ sejam pequenas, e a dissipagao total a cada colisao
aglomerado-gds possa ser uma pequena fracao da energia cinética do gas.

As equagoes (Af) e (A7) sao resultados fundamentais. Podemos
transforma-las em equacoes de taxa com a determinacao da taxa de colisao

aglomerado-gas. O tempo entre duas colisoes sucessivas é dado por
2L
=7

Portanto, utilizando a eq.(A), obtemos a equacdo que governa o

At

comportamento do valor absoluto da velocidade do gas:

. AV
Vo= Ar
A V™ 9
= —@N+1) - oV (A.8)

A equagao para a pressdao do gds (taxa de transferéncia de momento)

também é obtida:

_ Ap(zglomeradomml
Pgas = At

A

m

\%4
%4 Ocl -

go

Para N > 1, podemos usar a eq.(A.§) e reescrever a equagao para a

pressao do gas como:
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A m
as — 1 a7 | V c
Dy (1+m) 2L | 9 el
2V
= (1 .
(L+m) TN+ ¥
1%
- (1+ .
e
(14+m)V .
= — A9
5t (A.9)
A.2
m =0
No caso particular de um coeficiente de restituicao constante, assumimos
que:

Ak = r=1—-—A=1.

Depois de uma colisao com a particula lenta a particula rapida adquire a

velocidade

vV =(1-A)w.

Ao final de uma seqiiéncia de N colisoes, a velocidade da particula rapida

(antes de colidir com a parede ineléstica) sera

VN = (1 — A)N?]o.

O momento trocado com o aglomerado sera

A@aglon’beradol = [(1 - A)N — ].]U().

Apoés colidir com a parede ineldstica, a particula do gas fica com a

velocidade

UN = —(1 — A)NU().

Depois de colidir outras N vezes com as particulas do aglomerado, a

particula do gas tera a velocidade

'UK[ = —(1 — A)2N7)0.

O momento trocado com o aglomerado sera
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Ag‘)akz]lomemolog = _(1 - A)N[(l - A)N - 1]1}0

A mudanca total na velocidade da particula do géas, apds a colisao com

a parede elastica, sera

AV = —[1 — (1 - A*MV. (A.10)
A taxa de com que V varia é dada por
- 1—(1- AN 9
V=- (T Ve (A.11)

O momento total ganho pelo aglomerado apods a colisao é entao

Apaglomeradototal = Apaglomeradol + Apaglomeradoz
= —[(1-4)" -1V (A.12)

A pressao do gas sera dada de forma similar ao caso m > 0:

Pgas = ApaglOZetmdotoml
[(1—A)Y —1]?

= - 5T %68 (A.13)

Podemos ver que a pressao do gas esta relacionada a variagao em sua
velocidade através da equacao
N
Pgas = % V. (A.14)
H& uma clara mudanca de regime na pressao do gas quando passamos do
caso m > 0 para o caso m = 0. Isso faz com que a pressao aplicada pelo gés, no
caso m > 0, seja mais fraca, dado que o fator V na eq.([A.9) estd multiplicado
pelo fator €/V.
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B
Dissipacao da Energia do Aglomerado na
Colisao Aglomerado-gas

B.1
m >0

Para mostrarmos que a energia cinética do aglomerado nao é afetada
pela colisao aglomerado-gds (na ordem de aproximagao considerada),
consideraremos a soma das velocidades depois da primeira passagem da
particula do gas pelo aglomerado, em direcao a parede inelastica. Essa soma é

obtida através da conservacao do momento, Apgqs = APagiomerado, Onde

/
Apgas = Uy — Vo

e
N-1 N
A@aglomerado = Z U;/ - (%%
i=0 i=1
Portanto (lembrando que estamos usando a notagao vy = —V),
N-1 N
vl = Zvi—(vN—vo)
=0 =1
N m m N
A |4 AUO %

= vi— |—=|—| Nvg—(1+m)=—=|— v;
; 2 gl MoV, ; ]
N m m N

A % AUQ |4

= vi+—=|—| N+ (1+m)-—=|— V4
; 2| VTRV g Zl
N m m N

AV A’Uo \%

= vi——=|—| NV—-(1+m)z=|— U;

; 2 |90 ( )QV 90 ;
A, v’"} oAlv|m

= |1-(1+m)==|— vi——|—| NV. B.1

el NP B0

i=1

Nossos calculos sdo levados até a ordem N|V/go|™ no desenvolvimento do

coeficiente de restitui¢ao, conforme a hierarquia (34]). Eliminamos, assim,
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termos menores que N|V/go|™.
Consideremos, agora, a soma das velocidades depois da passagem de volta

da particula do gas,

m

v NV. (B.2)

N N-—1

A Vo A
2 : mo_ 11 _ (1 e A § n__ -
= " [ (1+m) 2V 190 } — Vi

Substituindo a eq.(B.]) na eq.(B.2), temos

al

V™ & A
|3

14
9o

v

N
E : U/-/” _ 1— A UO
: ! 2 v

AUO
2V

Nv}

X

m

v

Vs

go i=1

m A m
NV 4+ — NV

2
b
i=1

= <1—(1+m)A

A

2

v

90

N
=1

v

90

Logo, temos a equacao que da a pressao exercida sobre o aglomerado pelo gas:

Zv”” sz— (1+m)A sz (B.3)
=1

De maneira sumlar, obtemos as somas para os quadrados das velocidades:

N-1

2; Zv —AV z;vl (B.4)
e
N N-—1 Vv m N—1
S =Y+ av Y] S (B.5)
i=1 i=0 go 1=0
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As equagoes (B.l), (B4) e (B.H) mostram que a energia cinética do
aglomerado permanece a mesma,

N

> W")?= Z v; + O |V/gol™). (B.6)

i=1 =1

B.2
m =0

Como visto no apéndice [Al o gds transfere momento para o aglomerado.
Assumiremos que NA < 1. Isso nao é tao restritivo ao nosso argumento, uma
vez que mostraremos que um colapso granular de longo prazo acontecera para
o caso do coeficiente de restituicao quase-elastico independente da velocidade.
Assim, isso certamente ocorrera para o caso em que o produto N A for grande.

Notamos que, a medida que o gas colide com o aglomerado, ele (o gas)
transfere energia mudando as velocidades das particulas em uma quantidade
proporcional a NAV. Apés elevar ao quadrado as velocidades (em ralagao ao
centro de massa do aglomerado) de todas as particulas do aglomerado, somé-
las e subtrair seu valor inicial, obtemos uma taxa de energia, transferida ao
aglomerado, proporcional ao produto Voeé&.

A taxa com que ¢ muda tem duas parcelas principais: uma negativa,
proveniente das colisoes internas, e outra positiva, devida a colisao aglomerado-
gds. Esta tltima pode ser desprezada. Isso ocorre porque, uma vez que |V| >
V€, se assumirmos que |Vé| > "?2, entdo o decaird mais lentamente quando o
termo de transferéncia de energia estiver presente. O termo correspondente
a pressao da parede, na eq.(3.2I), continuard sendo bem menor que o

correspondente a pressao do gas.
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C

Comportamento de Longo Prazo: Solucoes Assintéticas

Vamos agora analisar a validade das solugoes, dadas pelas equacoes

B.23),

Vo~ it o~ t72(Int)2, e~ 1% (Int)*, (C.1)
propostas para o comportamento assintético das variaveis V', o e €, quando
m > 0. Para tanto, partiremos das equagoes (3.19), (320) e ([3:22)):

V= _Vrm (C.2)

. O.2+m

g==— (C.3)
o>V

f= g 4

€= + e (C4)

Comecando por (31, que corresponde a lei de Haff, temos:

av

— _ _y2tm
—%%—CO = —(t—to).
Quando t = ty, temos:
—(1+m

Portanto, com esse valor de Cy, podemos chegar a uma equacao para V' com

uma forma similar a apresentada no capitulo Bl Dessa forma:
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1 1 1
o 1+m V1+m o Vbl—f—m = - (t - tO)
1 1
V1+m = ‘/E)l—&-m + (1 + m) (t - tO)
V1+m —_ VE)H_m
L+ (1+m)(t—t)Vgtm
v o Vo
1+ (1+m) (t —to) Vg™ mm

(C.5)

A eq.(CH) corresponde a eq.(3.23]), com a diferenga apenas em ty. Em nosso
modelo, comegamos a analise do sistema em ty, que foi omitido das equagoes
apresentadas para nao sobrecarregar a notacao. Dessa forma, chegamos ao
primeiro expoente, (31,
—1 1
V o~ t1em = f=———.
14+m

Para os proximos coeficientes, usaremos as seguintes identidades:

d
p (t? (nt)*) = Bt '(Int)* +at’(Int)* ¢!

A N t? (Int)®
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~—

j—; (t” (nt)*) = di{[ngt(lat] (tﬁ(h”)a)}
+

t
- E t(l(:lt) %(tﬁ(lnwa>
b o) S Eth(l(:lt)}
+ (¢ (int)*) ‘g_ %}

_ |2 I nt)®

= |7+ )} (t7 (Int)*)

B a(l+Int)

L_?Jr 2(Int)2 ]

_ |:ﬁ(ﬁ - + (26 - 1)0( + Oé(Oé _)12):| (t,B (lnt)a)

12 t?Int t2(Int
(C.7)
Substituindo a solugao para o, dada em (CJ), na eq.(C.3)), temos:
t’82(2+m) Int a2 (2+m)
o~ — (Int) (C.8)
93 (Int)os
Da identidade (C.6]), temos que:
P2 (Int)>2 %2 (In )2
PO LG L L) (C.9)
t t(Int)
Comparando as equagoes (C.8) e (C9), temos:
tP2(2+m) (I ¢)2(2+m) Bat? (Int)*2  ayt® (Int)*?
t0s (In t)s t t(Int)
— 1 ~ Ba + &)
{03 =02(2+m) (I ¢)os—a2(2+m) t1=P2(Int)=02 ~ 1-F2(Int)l-02
(C.10)

Para que a eq.([CI0) seja consistente, uma das parcelas a direita deve ser
nula. Para fazermos isso, temos que escolher 5 = 0. Se tivéssemos escolhido
as = 0, terfamos eliminado o logaritmo do lado direito da equacao e,

conseqlientemente, esta teria ficado inconsistente. Portanto:

P2 = 0. (C.11)
Com isso, a eq.(CI0) fica
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1 (6]

_ ~ C.12
ths(Int)os—o2(2+m)  ¢(Int)l-o2 ( )

Da eq.(CI12), vemos que ay < 0. Além disso,
B =1. (C.13)

Comparando os expoentes de (Int) nos dois lados da eq.([CI2)), temos

que

063—C¥2(2+m) = 1-0&2
e, dessa forma, obtemos uma relagao entre as e as:

Q= — (;i:) (C.14)

Com os valores de 31, 32 e (33 j& obtidos, usaremos a eq.(C.4) para obter

Qg e as.
Substituindo as solugdes (C.]) na eq.(C4), temos:

$282 (ln t)2a2 B [5s s N .
(i 1 [7 + t(lnt)] (% (Int)*) (C.15)
(ln t)Zaz*aS 1 (ln t)aS

- t C14+m ¢ (C.16)

onde desprezamos o segundo termo entre colchetes na eq.([C.13)), uma vez que
estamos analisando o comportamento assintotico.

A eq.(CI6l) representa o comportamento assintético de &. Como &
representa a aceleracao do aglomerado, e uma vez que nao ha fonte de energia
alimentando o sistema, os termos a direita na eq.(C.16) devem cancelar um ao

outro. Para isso, as duas poténcias de (Int) devem ser iguais. Logo

20[2 — O3 = (3. (Cl7>
Dessa forma, com as equagoes (C.14) e (CI7), encontramos:
! (C.18)
Qg = — — :
? m
€ 1
Qg3 — — —. (C19>

m
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