
Referências Bibliográficas
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A
Equações do Equiĺıbrio Aglomerado-gás

A.1
m > 0

Das equações 3.2 e 3.3, obtemos as velocidades para duas part́ıculas de

mesma massa, substituindo o valor de r dado pela eq.(3.1) e considerando o

tempo de duração da colisão nulo:
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onde, a partir da segunda linha, fizemos v0 = −V . Nas duas últimas linhas, a

ordem (v1

V
)2 foi eliminada.
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Usamos acima equações básicas da dinâmica de colisões entre part́ıculas.

Assumimos que g0 ≥ |v0| = V ≥ |v1| e expandimos o último termo da eq.(3.1)

da seguinte maneira:
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. (A.3)

Portanto, a eq.(A.1) e a eq.(A.2) representam as velocidades da part́ıcula 1 do

aglomerado e do gás, respectivamente, logo após a primeira colisão. Com isso,

a part́ıcula 1 do aglomerado passa a ser a part́ıcula rápida, enquanto a do gás

é, agora, a lenta.

Após ` colisões, a velocidade da part́ıcula rápida será a `-ésima:
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e a (`− 1)-ésima part́ıcula (que sofreu duas colisões) terá a velocidade:
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Depois de colidir N vezes, a part́ıcula rápida alcançará a parede

inelástica. Sua velocidade, antes de colidir com essa parede, será:

v′N = −V + N
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onde

℘cl =
N∑

i=1

vi

é o momento total do aglomerado antes de colidir com o gás. Dessa forma, o

momento total dado pelo gás ao aglomerado é:
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Após a colisão com a parede inelástica, temos:
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A
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O procedimento para os cálculos referentes à volta da part́ıcula rápida através

do aglomerado é similar ao descrito acima. O resultado final (até a mesma

ordem de aproximação usada) para a velocidade da part́ıcula do gás (antes de

colidir com a parede elástica) é:
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onde

℘′′cl =
N∑

i=1

v′′i .

O momento total recebido pelo aglomerado, devido a essas colisões, é

então:
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onde substitúımos a eq.(A.4) aqui.

Substituindo a eq.(A.4) na eq.(A.5), podemos reescrever esta última na

forma
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Depois de colidir com a parede elástica, a part́ıcula do gás fica com a velocidade

v′′′′0 = −V + (2N + 1)
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

V − (1 + m)
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

(℘′′cl − ℘cl).

Assim, o valor absoluto da variação da velocidade da part́ıcula do gás (para

um único ciclo de colisão com o aglomerado) é dado por:

∆V = −v′′′′0 − V
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m

V, (A.6)

onde descartamos termos de ordem O(| V
g0
|2m).

O momento total absorvido pelo aglomerado devido à colisão com o gás

(após 1 cilco) é, então
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∆℘aglomeradototal
= ∆℘aglomerado1 + ∆℘aglomerado2

= −(1 + m)
A
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∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
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Assumimos que o tempo inicial é grande o bastante para que quantidades

tais como NA|V/g0|m sejam pequenas, e a dissipação total a cada colisão

aglomerado-gás possa ser uma pequena fração da energia cinética do gás.

As equações (A.6) e (A.7) são resultados fundamentais. Podemos

transformá-las em equações de taxa com a determinação da taxa de colisão

aglomerado-gás. O tempo entre duas colisões sucessivas é dado por

∆t =
2L

V
.

Portanto, utilizando a eq.(A.6), obtemos a equação que governa o

comportamento do valor absoluto da velocidade do gás:

V̇ =
∆V

∆t

= −(2N + 1)
A

4L

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

V 2. (A.8)

A equação para a pressão do gás (taxa de transferência de momento)

também é obtida:

pgas =
∆℘aglomeradototal

∆t

= −(1 + m)
A

2L

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

V ℘cl.

Para N À 1, podemos usar a eq.(A.8) e reescrever a equação para a

pressão do gás como:
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pgas = −(1 + m)
A

2L

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

V ℘cl

= (1 + m)
2V̇

V (2N + 1)
℘cl

= (1 + m)
V̇

V
(
N + 1

2

) ℘cl

=
(1 + m)

2

V̇

V
ε̇. (A.9)

A.2
m = 0

No caso particular de um coeficiente de restituição constante, assumimos

que:

A ¿ 1 ⇒ r = 1− A ≈ 1.

Depois de uma colisão com a part́ıcula lenta a part́ıcula rápida adquire a

velocidade

v′ = (1− A)v.

Ao final de uma seqüência de N colisões, a velocidade da part́ıcula rápida

(antes de colidir com a parede inelástica) será

vN = (1− A)Nv0.

O momento trocado com o aglomerado será

∆℘aglomerado1 = [(1− A)N − 1]v0.

Após colidir com a parede inelástica, a part́ıcula do gás fica com a

velocidade

vN = −(1− A)Nv0.

Depois de colidir outras N vezes com as part́ıculas do aglomerado, a

part́ıcula do gás terá a velocidade

v′′N = −(1− A)2Nv0.

O momento trocado com o aglomerado será
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∆℘aglomerado2 = −(1− A)N [(1− A)N − 1]v0

A mudança total na velocidade da part́ıcula do gás, após a colisão com

a parede elástica, será

∆V = −[1− (1− A)2N ]V. (A.10)

A taxa de com que V varia é dada por

V̇ = −
(

1− (1− A)2N

2L

)
V 2. (A.11)

O momento total ganho pelo aglomerado após a colisão é então

∆℘aglomeradototal
= ∆℘aglomerado1 + ∆℘aglomerado2

= −[(1− A)N − 1]2V. (A.12)

A pressão do gás será dada de forma similar ao caso m > 0:

pgas =
∆℘aglomeradototal

∆t

= − [(1− A)N − 1]2

2L
V 2. (A.13)

Podemos ver que a pressão do gás está relacionada à variação em sua

velocidade através da equação

pgas =
1− (1− A)N

1 + (1− A)N
V̇ . (A.14)

Há uma clara mudança de regime na pressão do gás quando passamos do

caso m > 0 para o caso m = 0. Isso faz com que a pressão aplicada pelo gás, no

caso m > 0, seja mais fraca, dado que o fator V̇ na eq.(A.9) está multiplicado

pelo fator ε̇/V .
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B
Dissipação da Energia do Aglomerado na
Colisão Aglomerado-gás

B.1
m > 0

Para mostrarmos que a energia cinética do aglomerado não é afetada

pela colisão aglomerado-gás (na ordem de aproximação considerada),

consideraremos a soma das velocidades depois da primeira passagem da

part́ıcula do gás pelo aglomerado, em direção à parede inelástica. Essa soma é

obtida através da conservação do momento, ∆℘gas = ∆℘aglomerado, onde

∆℘gas = v′N − v0

e

∆℘aglomerado =
N−1∑
i=0

v′′i −
N∑

i=1

vi.

Portanto (lembrando que estamos usando a notação v0 = −V ),

N−1∑
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N∑
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vi − (v′N − v0)

=
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2
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V
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∣∣∣∣
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2
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V
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∣∣∣∣
m N∑
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]
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A
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∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m
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A
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V
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V
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∣∣∣∣
m

NV − (1 + m)
A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m N∑
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=

[
1− (1 + m)

A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m] N∑
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vi − A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV. (B.1)

Nossos cálculos são levados até a ordem N |V/g0|m no desenvolvimento do

coeficiente de restituição, conforme a hierarquia (3.4). Eliminamos, assim,
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termos menores que N |V/g0|m.

Consideremos, agora, a soma das velocidades depois da passagem de volta

da part́ıcula do gás,

N∑
i=1

v′′′′i =

[
1− (1 + m)

A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m] N−1∑

i=0

v′′i −
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV. (B.2)

Substituindo a eq.(B.1) na eq.(B.2), temos

N∑
i=1

v′′′′i =

[
1− (1 + m)

A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m]

×
{[

1− (1 + m)
A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m] N∑

i=1

vi − A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV

}

+
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV

=

[
1− (1 + m)

A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m]2 N∑

i=1

vi

−
[
1− (1 + m)

A

2

v0

V

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m]

A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV

+
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV

=

(
1− (1 + m)A

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m) N∑

i=1

vi

− A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV +
A

2

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m

NV

=
N∑

i=1

vi − (1 + m)A

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m N∑

i=1

vi.

Logo, temos a equação que dá a pressão exercida sobre o aglomerado pelo gás:

N∑
i=1

v′′′′i −
N∑

i=1

vi = −(1 + m)A

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m N∑

i=1

vi. (B.3)

De maneira similar, obtemos as somas para os quadrados das velocidades:

N−1∑
i=0

(v′′i )
2 =

N∑
i=1

v2
i − AV

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m N∑

i=1

vi (B.4)

e

N∑
i=1

(v′′′′i )2 =
N−1∑
i=0

(v′′i )
2 + AV

∣∣∣∣
V

g0

∣∣∣∣
m N−1∑

i=0

v′′i (B.5)
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As equações (B.1), (B.4) e (B.5) mostram que a energia cinética do

aglomerado permanece a mesma,

N∑
i=1

(v′′′′i )2 =
N∑

i=1

v2
i +O(σ2|V/g0|2m). (B.6)

B.2
m = 0

Como visto no apêndice A, o gás transfere momento para o aglomerado.

Assumiremos que NA ¿ 1. Isso não é tão restritivo ao nosso argumento, uma

vez que mostraremos que um colapso granular de longo prazo acontecerá para

o caso do coeficiente de restituição quase-elástico independente da velocidade.

Assim, isso certamente ocorrerá para o caso em que o produto NA for grande.

Notamos que, à medida que o gás colide com o aglomerado, ele (o gás)

transfere energia mudando as velocidades das part́ıculas em uma quantidade

proporcional a NAV̇ . Após elevar ao quadrado as velocidades (em ralação ao

centro de massa do aglomerado) de todas as part́ıculas do aglomerado, somá-

las e subtrair seu valor inicial, obtemos uma taxa de energia, transferida ao

aglomerado, proporcional ao produto V̇ e ε̇.

A taxa com que σ muda tem duas parcelas principais: uma negativa,

proveniente das colisões internas, e outra positiva, devida à colisão aglomerado-

gás. Esta última pode ser desprezada. Isso ocorre porque, uma vez que |V̇ | À
|V̇ ε̇|, se assumirmos que |V̇ ε̇| > σ2

ε
, então σ decairá mais lentamente quando o

termo de transferência de energia estiver presente. O termo correspondente

à pressão da parede, na eq.(3.21), continuará sendo bem menor que o

correspondente à pressão do gás.
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C
Comportamento de Longo Prazo: Soluções Assintóticas

Vamos agora analisar a validade das soluçôes, dadas pelas equações

(3.28),

V ∼ tβ1 , σ ∼ tβ2(ln t)α2 , ε ∼ tβ3(ln t)α3 , (C.1)

propostas para o comportamento assintótico das variáveis V , σ e ε, quando

m > 0. Para tanto, partiremos das equações (3.19), (3.20) e (3.22):

V̇ = −V 2+m, (C.2)

σ̇ = − σ2+m

ε
. (C.3)

ε̈ =
σ2

ε
+

V̇

V
ε̇. (C.4)

Começando por β1, que corresponde à lei de Haff, temos:

dV

dt
= −V 2+m

dV

V 2+m
= − dt

− V −(1+m)

1 + m
+ C0 = −(t− t0).

Quando t = t0, temos:

C0 =
V
−(1+m)
0

1 + m
.

Portanto, com esse valor de C0, podemos chegar a uma equação para V com

uma forma similar à apresentada no caṕıtulo 3. Dessa forma:
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−
(

1

1 + m

)[
1

V 1+m
− 1

V 1+m
0

]
= − (t− t0)

1

V 1+m
=

1

V 1+m
0

+ (1 + m) (t− t0)

V 1+m =
V 1+m

0

1 + (1 + m) (t− t0)V
1+m
0

V =
V0

[1 + (1 + m) (t− t0)V
1+m
0 ]

1
1+m

(C.5)

A eq.(C.5) corresponde à eq.(3.23), com a diferença apenas em t0. Em nosso

modelo, começamos a análise do sistema em t0, que foi omitido das equações

apresentadas para não sobrecarregar a notação. Dessa forma, chegamos ao

primeiro expoente, β1,

V ∼ t
− 1

1+m ⇒ β1 = − 1

1 + m
.

Para os próximos coeficientes, usaremos as seguintes identidades:

d

dt

(
tβ (ln t)α

)
= β tβ−1(ln t)α + α tβ(ln t)α−1t−1

= β
tβ

t
(ln t)α + α

tβ

t

(ln t)α

(ln t)

=

[
β

t
+

α

t (ln t)

] (
tβ (ln t)α

)
(C.6)
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d2

dt2
(
tβ (ln t)α

)
=

d

dt

{[
β

t
+

α

t (ln t)

] (
tβ (ln t)α

)}

=

[
β

t
+

α

t (ln t)

]
d

dt

(
tβ (ln t)α

)

+
(
tβ (ln t)α

) d

dt

[
β

t
+

α

t (ln t)

]

=

[
β

t
+

α

t (ln t)

]
d

dt

(
tβ (ln t)α

)

+
(
tβ (ln t)α

) [
− β

t2
− α (1 + ln t)

t2(ln t)2

]

=

[
β

t
+

α

t (ln t)

]2 (
tβ (ln t)α

)

− (
tβ (ln t)α

) [
β

t2
+

α (1 + ln t)

t2(ln t)2

]

=

[
β(β − 1)

t2
+

(2β − 1)α

t2 ln t
+

α(α− 1)

t2(ln t)2

] (
tβ (ln t)α

)

(C.7)

Substituindo a solução para σ, dada em (C.1), na eq.(C.3), temos:

σ̇ ∼ − tβ2(2+m)(ln t)α2(2+m)

tβ3(ln t)α3
(C.8)

Da identidade (C.6), temos que:

σ̇ ∼ β2 tβ2 (ln t)α2

t
+

α2 tβ2 (ln t)α2

t (ln t)
. (C.9)

Comparando as equações (C.8) e (C.9), temos:

− tβ2(2+m)(ln t)α2(2+m)

tβ3(ln t)α3
∼ β2 tβ2 (ln t)α2

t
+

α2 tβ2 (ln t)α2

t (ln t)

− 1

tβ3−β2(2+m)(ln t)α3−α2(2+m)
∼ β2

t1−β2(ln t)−α2
+

α2

t1−β2(ln t)1−α2

(C.10)

Para que a eq.(C.10) seja consistente, uma das parcelas à direita deve ser

nula. Para fazermos isso, temos que escolher β2 = 0. Se tivéssemos escolhido

α2 = 0, teŕıamos eliminado o logaritmo do lado direito da equação e,

conseqüentemente, esta teria ficado inconsistente. Portanto:

β2 = 0. (C.11)

Com isso, a eq.(C.10) fica

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412202/CA
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− 1

tβ3(ln t)α3−α2(2+m)
∼ α2

t(ln t)1−α2
(C.12)

Da eq.(C.12), vemos que α2 < 0. Além disso,

β3 = 1. (C.13)

Comparando os expoentes de (ln t) nos dois lados da eq.(C.12), temos

que

α3 − α2(2 + m) = 1− α2

e, dessa forma, obtemos uma relação entre α2 e α3:

α2 = −
(

1− α3

1 + m

)
. (C.14)

Com os valores de β1, β2 e β3 já obtidos, usaremos a eq.(C.4) para obter

α2 e α3.

Substituindo as soluções (C.1) na eq.(C.4), temos:

ε̈ ∼ t2β2(ln t)2α2

tβ3(ln t)α3
+

β1

t

[
β3

t
+

α3

t (ln t)

] (
tβ3 (ln t)α3

)
(C.15)

∼ (ln t)2α2−α3

t
− 1

1 + m

(ln t)α3

t
(C.16)

onde desprezamos o segundo termo entre colchetes na eq.(C.15), uma vez que

estamos analisando o comportamento assintótico.

A eq.(C.16) representa o comportamento assintótico de ε̈. Como ε̈

representa a aceleração do aglomerado, e uma vez que não há fonte de energia

alimentando o sistema, os termos à direita na eq.(C.16) devem cancelar um ao

outro. Para isso, as duas potências de (ln t) devem ser iguais. Logo

2α2 − α3 = α3. (C.17)

Dessa forma, com as equações (C.14) e (C.17), encontramos:

α2 = − 1

m
(C.18)

e
α3 = − 1

m
. (C.19)
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