PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611773/CA

5
Método dos minimos quadrados de Monte-Carlo

5.1
Introducao

Um método desenvolvido pokdngstaff Schwartz' (2001) permite estimar
o valor de continuagédo da opcao americana usandaegnessaoct 0ss-section”
que utiliza os minimos quadrados. Esse método léecmio como Least Squares

Monte Carlo".

Opcgbes americanas sao mais flexiveis que as easopdina opcao
americana pode ser exercida em qualquer tempo antef vencimento da
opcaq se tornando mais valiosa que a européia. Prodedickwards, em cada
tempo antes da expiracdo, podemos exercer a opb@®.qual é a regra de
decisdo 6tima? Para sabé-la devemos avaliar emeaga duas coisas:

- O valor do exercicio imediato

- O valor de espera, ou seja, o0 valor de continuacao.

Assim, comparando os dois valores, podemos escqllidré a decisdo
Otima. Se o valor de exercicio imediato for maiae ¢ valor de continuacao
estimado, a opcdo deveria ser exercida. Se forso da esperar, deveriamos

avaliar esses valores de novo num tempo anterior.

Na simulacdo, a avaliacdo da opcao é feita do fpwmh o inicio.
Praticamente, os precos no periodo inteiro e ena cida de exercicio séo
simulados. Analisanddbackwards do vencimento até o inicio do periodo,

podemos em cada momento tomar a deciséo 6tima.

A velocidade de convergéncia desse método deperalevatios
parametros: a funcdo usada para realizar a regressachar o valor de
continuacgéo, ou a selecdo dos caminhos usadogmssao por exemplo.

Através de um exemplo simples podemos ver o fuaoc@mto desse
método e o0s melhoramentos que foram implementados programa

computacional.
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5.2
Aprecamento das op¢Oes americanas

O problema quando queremos avaliar uma op¢ao amearié que essa
opcdo pode ser exercida em todos os momentos an@mento. De fato

devemos decidir em cada momento se a opgao é éxencindo.

Podemos agora ver que a precisdo do calculo demlendémero de datas
simuladas para cada caminho. Para simular eficreite a propriedade da opcéo
americana a ser exercida em qualquer momento, aesveano valor do ativo em
cada momento. Mas numericamente no computador, ocegs0 no tempo
continuo deve ser discretizado. Entdo, quanto mepoor o intervalo de

discretizacdo, maior sera a precisdo do calculipgdo americana.

Para tomar a decisdo 6tima no tempo "t-1", o métdde Minimos
Quadrados de Monte-Carlo usa uma regressao dosfpayoopcédo do periodo

"t" descontados no periodo "t-1", sobre os pregogatiodo "t-1".

5.3
Exemplo numérico dos "Minimos Quadrados”

No exemplo consideramos uma opcado de compra (unia @aativo
objeto ndo paga dividendos e tem as seguintestedriicas:

Preco do ativo no inicio S=10
Strike da opgéo k=10.5
Tempo a expiracéo (ano) T=1
Taxa livre de risco r=5%
Volatilidade do ativo v=20%
Dividend Yield =0
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Para entender o funcionamento desse método, o tdmficano da opcao
sera dividido em 3 periodos, sejam cada 4 mes&s.o3numero de datas de
exercicio simuladas no periodo total. Os precossséalados usando o mesmo
método que no capitulo 3 usando um movimento ge@odirowniano escrito na

medida de Martingale. Simulando 10 caminhos:

Caminho t=0 t=1 t=2 t=3 Payoffemt=3
1 10 8,2452 7,7990 8,1615 0
2 10 9,5905 7,6580 8,4797 0
3 10 10,4917  9,3992 7,6605 0
4 10 9,7570 10,4250 10,3200 0
5 10 11,4015 11,3580 10,6652 0,1652
6 10 12,3116 13,2126 12,8167 2,3167
7 10 10,5845 13,4559 12,3357 1,8357
8 10 10,6203 10,9632 13,6547 3,1547
9 10 10,4040  9,4321 10,1360 0
10 10 8,9034 9,0725 9,8078 0

Tabela 9 — Tabela dos precos do ativo nos 3 periade Payoff no tempo 3

Tempo 3

A andlise da decisédo 6tima comeca no tempo fingheRddendo do valor
do ativo, temos na ultima coluna o payoff da opg@eompra com valor de preco
de exercicio de 10.5.

Tempo 2
Agora devemos saber no tempo 2 se o exercicio daoop 6timo. O
exercicio somente ocorre quando a opcao @stdé-money” no tempo 2, e que 0

valor imediato € maior que o valor de esperar.
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Os caminhosih-the-money" ITM, no momento 2 sao os "5-8":

Caminho

© 00 N O O b WO DN P

10

t=0

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

t=1 t=2 Exercicio imediato t = 2
8,2452 7,7990 0
9,5905 7,6580 0
10,4917 9,3992 0
9,7570 10,4250 0
11,4015 11,3580 0,8580
12,3116 13,2126 2,7126
10,5845 13,4559 2,9559
10,6203 10,9632 0,4632
10,4040 9,4321 0
8,9034 9,0725 0

Tabela 10 — Caminhos in-the-money” e exercicio imediato no tempo 2

Para cada caminho ITM temos que calcular o valaraiginuagédo. S6 os

valores dos caminhos ITM sdo selecionados paraulealcos valores de

continuacéo e achar os parametros da regressao.

X representa o vetor dos precos do titulo no nmendo estudo, ou

seja, no periodo 2.

Y representa o vetor dos valores do payoff fut(periodo 3)

descontado ao periodo presente, se a opcao néxeimida.

O desconto é de ("3 ¢ é feito sobre um terco do ano.

0,1652>< e—o.05*(1/3)
23167xe @I
1,8357>< e-o.os*( 1/3)
3’15 A47% e—o.os*(1/3)

11,3580
13,2126
13,4559
10,9632

Tabela 11 — Vetores da primeira regresséo no temg
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O valor de continuacao é estimado por meio de wgeaessao do vetor Y
sobre uma constante, o vetor X e X2 da seguintador E[Y/X]=aX2+b.X +c
(O segundo grau foi usado aqui para simplificaxengplo, mas qualquer grau
maior pode ser usado). Usando o método dos Min@uaslirados de Monte-
Carlo, e os dados acima para estimar os parametins":

E[Y/X]=2,2474X2-549253X +3347113
E finalmente os valores de continuacdo séo caloslashm a formula

acima e o vetor X:

E[Y/ X] Exercicio imediato t = 2 Decisédo 6tima
0,7854 0,8580 Exercer
1,3354 2,7126 Exercer
2,5577 2,9559 Exercer
2,6703 0,4632 Esperar

Tabela 12 — Comparagéo dos valores de exercicio idi@to e de continuagao. Decisdo 6tima

no tempo 2

Os valores do payoff da op¢ao no tempo 2 sao:

Payoffemt =2

0

0

0

0
0,8580
2,7126
2,9559

31547x e 005(1/3)
0
0

Tabela 13 — Payoff da op¢éo no tempo 2
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Payoff opca

Regresséao polindmial "cross-section

—— Payoff descontado do periodo 3
——Regressao polindbmial grau 2

B Valor de continuagdo estimada

0 10,5 11 11,5 12 12,5 13 13,5 14 14,5 15

Valor do ativo

1474
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Da mesma forma devemos escolher os caminhos ITMarmento 1 para

realizar o calculo dos valores estimados.

Caminho =0 t=1
1 10 8,2452
2 10 9,5905
3 10 10,4917
4 10 9,7570
5 10 11,4015
6 10 12,3116
7 10 10,5845
8 10 10,6203
9 10 10,4040
10 10 8,9034

Exercici

oimediatot=1

0

0

0

0
0,9015
1,8116
0,0845
0,6203

0

0

Tabela 14 — Caminhos in-the-money” e exercicio imediato no tempo 1

X representa o vetor dos precos do titulo no momédatestudo, ou seja,

no periodo 1.

Y representa o0 vetor dos valores do payoff futuperipdo 3 e 2)

descontado ao periodo presente, se a opcado naexdocida. O desconto de

e 29%®9 ¢ feito sobre um terco do ano, eal@°>"*"¥ para o caminho 8, porque

o valor deve ser descontado sobre 2 periodos aatinszs:

Y X
0,8580x e %3 11 4015
27126xe 0053 123116
29559x @ 00> W3 105845
315457x e %23 106203

Tabela 15 — Vetores da segunda regressao no tempo 1
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Realizando de novo a estimacéo do valor de Y eépeEé{/X] para uma

regressao polinomial de grau 2:
E[Y/X] = 26911X2-618534X + 3562609

Com os seguintes resultados:

E[Y/ X] Exercicio imediato t = 1 Decisédo 6tima
0,8567 0,9015 Exercer
2,6650 1,8116 Esperar
3,0586 0,0845 Esperar
2,8895 0,6203 Esperar

Tabela 16 — Comparagéo dos valores de exercicio idi@to e de continuagao. Decisdo 6tima
no tempo 1

Os valores do payoff da op¢do no tempo 1, e ontestde exercicio sao:

Payoffat=1 Periodo de exercicio
0 -
0 -
0 -
0 -

0,9015 1
2,7126x e %%%1/¥ 2
2,9559x g %13 2
31547x e—oos*( 2/3) %)

0 -
0 -
Tabela 17 — Payoff da op¢ao no tempo 1
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Payaff opcéo

Regressao polindbmial "cross-section”

—— Payoff descontado do periodo 2 e 3
——Regressao polinémial grau 2

B Valor de continuacgao estimada

10,5 11 11,5 12 12,5 13

Valor do ativo

144
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Finalmente podemos obter o valor da opcdo desatdmtas valores dos
payoff para cada caminho até o instante 0 e calailmédia sobre todos os
caminhos simulados. Nesse exemplo, calculando @andéd valores dos payoffs
da tabela 16:

ValorCall = 23425

Para uma opgdo americana, a precisdo desse mépdod® do niumero
de datas de exercicio simulado, para simular efiereente a possibilidade de
exercer uma opcado americana no qualquer momentourero de caminhos

simulados, como em cada simulacdo de Monte-Cartca em consideracao.

5.4
Analise de sensibilidade

O uso das fungbes polinomiais € muito intuitivo goaproximar com
precisdo uma funcéa priori ndo conhecidaPodemos entender que um grau

muito grande no polindbmio aumenta o tempo de cdlcel a precisdo da

aproximacdo. Os nimeros manipulados s&o do tamE®dbiocom j sendo o grau
escolhido. O melhor compromisso, no conjunto péeciempo computacional, é
obtido com os graus entre 3 e 5.

Para conferir os valores numéricos, uma call sendetidos sera usada.
Sabemos que uma opg¢ao de compra americana senertiosl tem 0 mesmo
valor que uma opcao de compra europé€ia, porquean@riimo o seu exercicio
antecipado. Ao contrario, o valor da opcdo de veardaricana sem dividendos é
maior que a opcao de venda européia.

Usando a definicdo da opcéo (call) e do titulo tobgeguinte e com os

parametros padroes:

Preco do ativo no inicio S=100
Strike da opc¢éao k=105
Tempo a expiracéo (ano) T=1
Taxa livre de risco r=5%
Volatilidade do ativo v=20%
Dividend Yield y=0
Numero de datas de exercicio m=100
Grau polinomial g=2
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5.4.1
Analise de sensibilidade no grau polinomial

O ano de exercicio da opcao foi dividido em 50 sladderentes de
exercicio para o calculo. A média e o desvio-padr@o calculados sobre 10

valores calculados pelo programa computacional:

Call NuUmero de simulagdes 10 100 1000 2000 5000
H 9,9365  8,5305 8,0952 8,0264  8,0121
2 c 3,0217 06224  0,3667 0,2761 0,1266
3 M 10,5401  9,2395 7,9133 7,9442 7,9845
c 2,4399  0,9143 0,2541 0,1223 0,0767
4 H 9,8056  8,8637 8,2256 8,0576 8,0098
9 2,2185 1,0053 0,2519 0,1228 0,0643
. H 10,8438  9,2781 8,0201 7,9595 8,0078
c 2,3660  0,5943 0,2522 0,1365 0,0621

Tabela 18 — Valores das opcdes — Sensibilidade eraigpolinomial

Geralmente, o desvio-padrdo cai com o aumento do pgolinomial da
regressao. Uma regressao polinomial com alto greneata a precisdo do calculo
do valor da opcdo, mas aumenta também o tempo caoipoal.

No retangulo marcado foi encontrado problemas dexapagdo no
calculo. Esses parametros para a simulagcdo nadtperrama regresséo precisa,
as matrizes sdo quase singulares (nimeros aproxénzdordemi0®). O grau 2
pode ser usado assim como o grau 3, sem probleenagrdximacao nem grande
tempo computacional. O grau 2 sera usado nos ogtiwsilos, seguindo ao
método original del’ongstaff Schwartz' (2001).

O preco da opcdo de compra americana obtida peimdméinomial é de

0,80207, e da opcdo de compra européia sem dividendosésmo valor) dado
pela formula deBlack-Scholes € de 0, 80213 a comparar com 0s resultados da

tabela acima.
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5.4.2
Analise de sensibilidade no nimero de simulagdes

O ano foi dividido em 100 datas de exercicio, ga,sem valor do ativo
simulado a cada 3 dias aproximadamente.

A média e desvio-padrao sao calculados sobre Iesmtalculados pelo

programa computacional:

NUamero de Opcao de compra Opcao de venda
simulagtes H o H o
500 7,9957 0,5607 8,8880 0,2495
1000 8,1697 0,3114 8,8533 0,1817
5000 7,9348 0,1859 8,7373 0,0796
10000 7,9865 0,0455 8,7354 0,0332
20000 8,0187 0,0104 8,7397 0,0123

Tabela 19 — Valores das opcdes — Sensibilidade eefacdo ao nimero de simulacdes

Com 100 datas de exercicios simuladas, a discgétizascolhida permite
aproximar com precisdo a caracteristica da opcéarieama de ser exercida em
qualquer momento. Assim, em meédia, o valor calaulxch proximo do valor
real.

Aumentando o nimero de simulacdes, o desvio-padagotornando a
simulacdo mais precisa, até encontrar o valordeécom 20 000 simulacdes.
Usando um computador com grande capacidade delaadsse algoritmo pode
ser usado com 50000 simulacbes e 365 datas dei@asrproporcionando um
resultado muito preciso.

O grafico pode ser visto no anexo 3.4.
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54.3
Analise de sensibilidade no nimero de datas de exer  cicio

Efetuando 5000 simulacdes para conservar a pregsaalculo, podemos
estudar a convergéncia da simulacdo com o nimedatds de exercicio variando
de 10 a 150. A média e desvio-padréo sao estimsatne 10 valores calculados
pelo programa:

NGmero de datas Opcéo de compra Opcéo de venda
de exercicio U o U o
10 17,3912 0,1946 8,5059 0,0648
20 17,7398 0,1552 8,6237 0,0319
50 7,9418 0,1623 8,6936 0,0698
100 7,9855 0,1476 8,7022 0,0556
150 8,0254 0,1245 8,7276 0,0678

Tabela 20 — Valores das opcdes — Sensibilidade eetacdo ao nimero de datas de exercicio
simuladas

Variando somente o numero de datas de exerciciderpos ver a
convergéncia da simulagédo para o valor teéricop@@ americana. Usando um
namero de datas de exercicio bai¥0.e 20, os valores da opcdo de compra e de
venda sdo subestimado& caracteristica da opcdo de poder ser exercida em
qualquer momento é mal simulada. Logo, a opcamasisnulada se torna menos
valiosa. Aumentando esse numero, a simulacdo sxia@ em média do valor
real da opcado americana, o exercicio antecipadmé@alo de uma forma mais
proxima da realidade.

Os parametros basicos que funcionam sem aproxinuk;éalculo e que
realizam uma boa estimacao do valor da opgéao $80600 simulacdes, 150 datas
de exercicios, grau 2" pafa 1, seja um ano. Quanto maior for o nimero de
simulacdes e o numero de datas de exercicio, re@iara precisdo do resultado.

O grafico pode ser visto no anexo 3.5.
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