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Método de Monte-Carlo

3.1
Introducao

Os métodos numeéricos sdo sempre mais usados camamndémtas na
resolucdo de problemas que ndo possuem solucBégicasa Inicialmente
inventada para a simulagédo dos eventos fisicos¢toda de Monte-Carlo, ou a
simulacdo de Monte-Carlo, foi introduzida em firempor Boyle (1977).
A simulacdo de modelos estocasticos necessita @eisaimeros aleatorios, e €
conhecida com o nome genérico de método de Monte-@Gkevido aos jogos de

cassino).

Varios problemas numéricaspriori sem relacdo aos numeros aleatorios,
como a avaliacdo de uma integral ou a resolucaordsistema linear, podem ser
traduzidos em termos estocasticos, fazendo os oetdd Monte-Carlo uma
ferramenta geral, ndo exclusivamente para modslaventos aleatérios. Usado
como método de célculo do preco das opcdes, estaagde risco, esse metodo
tem como caracteristica uma grande flexibilidadeimagracdo de mudltiplas
variaveis, tornando-se uma solugdo préatica paralversvarios problemas. O
aumento da capacidade de calculo dos processadoeesios computadores
pessoais facilitou o acesso e democratizou essmlmébmo ferramenta basica de
resolucao dos problemas financeiros.

A idéia principal é simular um grande nimero den&y® que tém uma
parte aleatéria. O valor médio dos resultados daslacdes pode dar uma boa
percepcéo do resultado esperado desses eventtisiatea

A Lei dos Grandes Numeros explica que quando o miirde eventos
simulados tende ao infinito, o resultado médio siasulacdes converge para a
média matematica esperada. Usando esse valor,apanantar a precisdo do
calculo € necessario somente aumentar o numero cdodrios possiveis

simulados.
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3.2
Monte-Carlo, Quase Monte-Carlo

A implementacdo do método de Monte-Carlo necessitgeracdo de
nameros aleatorios que devem seguir uma distribugg@lquer. A qualidade e as
caracteristicas do gerador de numeros aleatoribeitia a precisdo do célculo
e, portanto, a viabilidade desse método. Existeradgees de niameros aleatérios
de natureza diferentes: o gerador aleatorio pumgpéssivel a prever. Extratos de
fendbmenos naturais, as sequencias aleatorias pémaslisponiveis em listas e
assim dificilmente implementadas nos programass E# usadas no método de
Monte-Carlo classico. O gerador pseudo-aleatérgowms algoritmo simples para
simular a aleatoriedade da sequéncia. Eles sdmsisams computadores para
calculos basicos. O gerador guase-aleatorio usalgoritmo simples igual ao
gerador pseudo-aleatério, mas com condi¢cdes Peasrifpara aproximar com
precisdo a distribuicdo simulada. De melhor qudkdgue o pseudo-aleatorio, ele

é utilizado no método de quase Monte-Carlo desgmmhesta dissertacao.

3.3
Técnicas de reducéo de variancia

Mesmo usando geradores avancados de numeros aigap@demos com
técnicas simples aumentar a eficiéncia do métoddage-Carlo, sem aumentar

o tempo computacional. Vejamos algumas técnicasedgso:

331
Variaveis antitéticas

Sendo um numero aleatori@pds"” dado para um gerador quase-aleatorio
que segue uma distribuicdo normal padronizada N(@,Jnumero aleatério "-
eps

simulacdo. Esse método permite dobrar a quantid@deniumeros aleatorios

segue a mesma distribuicdo, e assim pode serougach gerar outra

gerados pelo programa, sem aumentar o tempo cooqmah Esse meétodo
garante que a média dos numeros gerados é exataigeat a 0. Esse método
esta incluido em todos os programas de célcularssertacao.
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3.3.2
Variavel de controle

O funcionamento desse método é:

Querendo estimar o valor cE[f (S)], podemos escrever:
E[f ()] = E[f(S) -h(s)]+ E[n(9)].

Podendo calcular cE[h(S)] de forma explicita, estimaE[f(S)] € igual a

estimarE[f (S) —h(S)]. Para ser eficiente, evidentemente devemos ter que
Var (f (S) - h(S)) <Var(f(9))

Encontrar e escolher uma variavel de controle tadagpara cada caso
pode ser complicado, fazendo desse método umanfenta nem sempre muito
facil de ser programada.

ﬁ/igtodo de Monte-Carlo para opg¢des financeiras

Para as opcdes financeiras, o valor simulado €gopio ativo objeto, que
segueum movimento geométrico browniano (MGB). Em cadausacdo, um
preco diferente do ativo objeto sera gerado dewadoprocesso estocastico
envolvido nesse MGB.

Para uma opcgdo européia, por exemplo, serdo sionllgdecos ao
vencimento da opcdo. Para todos os precos simuldépendendo do valor de
exercicio, sera tomada uma decisdo diferente, @uealeterminar opayoff da
opcdo. A média desses payoffs descontados pararemnto inicial proporciona
uma estimativa do prego da opgao.

Assim, a precisdo do célculo depende em grande plrtnimero de
simulacdes realizadas, e sera mais preciso quaaitw for esse numero. A Unica
limitacdo sera o tempo computacional que aumentacoaumero de simulagdes
realizadas. O problema entdo é simular com pre@saweariacdes do preco do
ativo objeto.

A simulacdo de Monte-Carlo é muito usada para agpgfie sao path-

dependent”, ou seja op¢des cujo valor ndo depende sO dmpieal do ativo
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objeto, mas também da sua variagdo no tempo. Estzéo das opcdes exoticas,
como as Asiaticad,ookback ouBarrier.

g'ifrsnula(;éo dos precos

Para avaliar o preco de uma op¢ao devemos simwiaracao dos precos
no tempo.

Esses precos tém que seguir um modelo definido mcemgente para
poder ser implementado. O movimento geométrico biamo (MGB) aplicado
aos precos do ativo objeto consegue de uma formz ga@r uma representacao
viavel da evolucdo dos precos no mundo real, eet@mmnpara cada simulacdo um
caminho diferente. Assim, o MGB usado em simulag@edMonte-Carlo com
muitas iteragdes proporciona uma boa aproximacédrdgetorias dos precos, e

consequentemente uma avaliagdo precisa do pregeraativo.

3.5.1
Exemplo

Nesse contexto de neutralidade ao risco, usanmsditre de risco, nesse

movimento geomeétrico browniano escrito na medid®ddingale equivalente.

Sendo:
Feveieeeeenn, taxa livre de risco
Ve, volatilidade do titulo
dt.......... incremento de tempo
daz ......... incremento de Wiener (dZ segue a lei Njp,d

Assumindo que o titul® segue um movimento geométrico browniano:

dS=r.Sdt+0.Sdz (2)
podemos escrever:
d(In(S)) = d—SS =r.dt+o0.dz (2)

Para um derivativoF(S,t) =In(S) seguindo um processo de It6 podemos

demonstrar:
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0.2
dF(Sit) = (r —7}dt +0.dZ (3)
Terminando o calculo ondeefis” € uma variavel aleatéria cuja distribuicao é
normal com media zero e desvio-padréao 1: N(0,1)

AF(S,1) :AInS:(r —%szt+0'.epS.\/E (4)

0.2
r—— At+a.eps.\/E

Sy = Soe( i (5)

Podemos simular o pre¢s,, para um ativo qualquer, de prego inic&|,

volatilidadeo, taxa livre de risca e para um tempo de intervalg .

Na formula com dividend yield", ou seja quando o ativo objeto paga
dividendos constantes, troca-se o r por "r Pdgando dividendos continuos, a
taxa de crescimento do preco do ativo "r" na sig@daesta diminuida de "y".

Trocando "r" por "r - y" na equacao (1) e fazendikeulo de novo, obtemos:

0.2
5 At+0.epsA/At

r-y
Su = Soe( (6)

A formula (6) sera implementada nos calculos deditsertacdo e
fornecera a base numérica para a simulacdo darsggii®s precos no tempos

detalhes dos calculos estao disponiveis no aneXéalculo Estocastico".

3.5.2

Exemplo numérico
Preco do ativo no inicio S=100
Strike da opc¢éao k=100
Tempo a expiracéo T=1
Taxa livre de risco r=5%
Volatilidade do ativo v=20%
Dividend Yield =0
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Figura 5 — Exemplo numérico de simulacéo dos precos

Tabela dos valores simulados para o ano, divid® grariodos de tempo iguais,

dando 10 valores diferentes:

Numero da 1 2 3 4 5
simulacao

Preco simulado 100 101,89 99,74 96,76 97,39
Numero da 6 7 8 9 10
simulacao

Preco simulado 105,74 90,43 94,12 88,57 94,31

Tabela 1 — Valores numéricos de simulagéo dos prexo

Outros exemplos estao disponiveis no anexo 1: UtakEstocastico”.
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