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Apéndice 1

Calculo Estocastico

Para um titulo S que segue um movimento geométriaaniano:

dS= u.Sdt+0.SdZ (1)

M. taxa ajustada ao risco do titulo

volatilidade do titulo
dt: incremento de tempo
dZ: incremento de Wiener (dZ segue N(0,dt))

e trocandou porr ataxa livre de risco na equacéo (1),

dS=r.Sdt+0.SdzZ (2)

assim podemos escrever:

d(n(s)) = %S =r.dt+0dz 3)

Para um derivativd-(S,t) =In(S ¥eguindo um processo d'ltd temos:

2
dF(s,t):g—st+a—th+10 F

ds? 4
ot 2 0S? “)
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Analise do incremento de WienerdZ :

Os termosdt' com i > 1 sdo considerados nulos, considerando as expressdes

truncadas na ordem 1 somente.

dt' =0 parai >1  (5)

Calcular (dS)*:
(dS)? = (r.Sdt+0.5d2)* =r>.S*.dt* + 2r.0.5°.dt.dZ + 0°.5°.dZ* (6)
Distribuicdo dedZ :

dZ segue por definicdo uma distribuicdo normal, m&de varianciadt: seja
N (O,dt).

Distribuicéo dedZ?:

Sabendo a distribuicdo acima, podemos escrever:
Var(dz) = E|{dz?]- (E[dz])? = E[dz?]-0=dt (7)
Entao

Eldz?|=dt (8)
Var(dz?) = E[(dz?)?| - (Eldz?]] = €laz*]- (E|az2]f = 3at? - at? = 2412
Var(dz?) =0 (9)

Entdo com (8) e (912> segue a distribuicadl(dt,O , beja € deterministico.

dzz=dt  (10)

Finalmente usando (5) e (10), (6) da:
(d9)? = o*.S% dt (11)
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Calculo das derivadas deF (S;t) =In(S) :

OF(St) _a(ns) _ds

0S S S
?F(St) _9%(In9) :i(d_sj __1ds’
9S? 0s* sl s 2 g2
OF(S) _ans) _
at at

Substituindo as expressoes, temos finalmente autar(@) que define o

movimento do derivativo F, e sendo 0 movimento g&oeo browniano do ativo:

dF(S,t) = (r —%ZJ.dt +0dz (12)

Terminando o calculo onde "eps" esta uma varideek@ria tirada da
distribuicdo N(0,1):

2
AF(S,t) =AInS= (r —%)At +a.eps\/E
_ S [, o /AL
AInS—InSt—InSO—Ing— r—7 At + o.epsy At

% = ex;{(r —%2)At +0eps/t j

0.2
r-=— |At+o.epsy At

= Soe( i (13)

Assim podemos simular o pre para um ativo qualquer, de preco iniSp,

volatilidades e para um tempo futuro distante de.

101
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102

Dividindo o tempo total da simulagédo T em variagivalos de tempodt" todos

iguais, cadaS,, pode ser calculado usando o termo precedente glange

maneira:

Shat =

n.

d

S(n—l).dt

0.2
—— dt+o.epsy/dt

(14)

iniciando comS;, o prego da a¢do no instante inicial.

A férmula com dividend yield esta quase igual, trocanda cacima parat —y"

ondey representa a taxa de dividendos continua da agao:

Shat =

S(n—l).dte

0.2
r—y—szHJ.eps\/a

n. (15)
Exemplo 1:
Precgos do ativo no inicio S=100
Strike da opgéo k=100
Tempo a expiracéo T=1
Taxa livre de risco r=5%
Volatilidade do ativo v=20%

Dividend Yield

y=0
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A simulacéo dos precos foi feita sobre 100 divisgeais do tempo de um ano da
opgao.
O "precos 1" representa o caminho normal, e "pr@as caminho "antitético"

correspondente.

115+ i Pregos 1
Pregos 2

Strike
10
I
| | 'VWL\/ ¥ \/\
895

84t .

a 20 a0 B0 a0 100
Termpo

Fregos
=
=

Podemos ver que ao longo do tempo, a tendénciaahadm preco esta de
aumentar. A simulacdo dos precos com esses pacartetn um drift" como

visto no modelo que explica a variagdo da vari@r(S,t) em funcéo dalt e de

dZ . O 'drift" esta a tendéncia que ocorre no tempo, seja oneard fator dedt :

2 2
dF(St) = (r - y—%).dH odz Drift = (r - y—%]

_ . o’ 0.2°
Nesse exemplo: Drift = r—y—7 =| 005- 5 = 003=3%
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Exemplo 2: Sem drift
o? o’
Usando parametros ajustado tais dorét = (r - y+7j =0, sejar =7 com

y =0, a média dos dois caminhos antitéticos sera exati@nigual a zero.

Precos do ativo no inicio S=100
Strike da opc¢éao k=100
Tempo a expiragéo T=1
Taxa livre de risco r=2%
Volatilidade do ativo v=20%
Dividend Yield y=0

o’ _ 02°

Assim,r=2%e 5T =2%. Segue o grafico abaixo onde as duas curvas

sao perfeitamente simétricas para o valor inicéal d0:

TMEF y T . . =

Pregos 1
Pregos 2
110 ¢ . Strike

105 y

Fregos

94+ .

90+ .

84t 1

104
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Exemplo 3: Volatilidade baixa

Precos do ativo no inicio S=100
Strike da opgéo k=100
Tempo a expiragéo T=1
Taxa livre de risco r=5%
Volatilidade do ativo v=0.1%
Dividend Yield y=0
Mot
Pregos 1
Pregos 2
Strike
105
=
[ ]
o
(W
100 15
o5k L ! . . ! ! L
a0 100 1580 200 250 300 350
Termpo

Com volatilidade fraca, os valores simulados ficaais perto do valor esperado,
seguindo 0 aumento classicai® da taxa livre de risco, para atingd5em 1

ano.

o’ 00722

Drift = (r - y—7j = 005- = 5%

O valor esperado da simulagéo, com val@o no instante inicial, e um drift de
5% é: E[Precod =100(1+ 005) =105

105
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Apéndice 2

Demonstracéo Black-Scholes

O objetivo € de provar a formula de Black-Scholesaprecificacdo de opc¢oes,

ou seja:
w=xN(d)- Ce"™. N d)
Com
In(%)+(r+v2)(r ~t) ln(%)+(r_v2)(r ~t)
d, = 2 e d, = 2
VAT -t VAT -t
Onde
w valor da opc¢éao
X valor do ativo objeto
C preco de exercicio da op¢ao
t data atual
T data de exercicio da opgéo
r taxa livre de risco

\ volatilidade do ativo

106
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Queremos achar uma formula paséx, t) em qualquer instante de tempo. Mas
sabemos que no vencimen(@ Et):
w(x T) =max(x - C,0) (1)
Para encontramow( x, t), podemos trazer a expresséfx, T) a valor presente,
de forma que sendo neutro ao risco:

w(x t)= €T Hmax(x - C0] (2)

Considerando que a variagdo do pre¢o das opc¢@esisignovimento geométrico
browniano MGB:
dx=r.xdt+o.xdZ 3)

Onde o incremento de Wiener  dZ ~ N(O, dt)

Seja f = f(X) uma funcdo apenas da variavel estocasticBo lema de It6,
teremos:

2
a9 = gxe 29 F
16)4

dx
2 0%x

Usando f (x) =In(X), e aplicando o lema de Ito:

2
dIn(x)=% dx+1% d%

din(x) =§ dx+§1(—?1j d%

dx’

_1 . _dx
dIn(x)—;dx ¥ (6)

Do MGB, na equacéa@t) temos:
(dX)? = (r.xdt+o.xd2)? = F.X.df+ 2.10 .¥ .dtdZ o ?*.X.dZ
e finalmente:

(dX)? = o? X dt (7)  (ver anexo 1 p2 para detalho)
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Substituindd4) e (7) em(6):

din(x) =§(r.xdt+ X dz)—% ¢ % ¢

2
dIn(x)=(r—VE).dt+v.dz 9)
Integrando a expressao aci@xdet aT:
2 T

T T
'[d In(x) = J-(r—vz).dt+J. v.dz (a segunda parte € uma integral estocéstica que
t t t

sabemos resolver)

In(xT)—ln(x)=(r—V7)(T—t)+v(zT— ?) (10) (onde(z -3z)~ NO, T- )
In(x;) =In(x) +(r=2)(T =9 +u( - 2 (11)
Sejay; a fungdo definida para:  y; =(r —V—22)(T -t)+v(z - 2) (12)

Como (z; - z) é a Unica parcela estocastica com distribuigg0, T — t), y;

também tera distribuicdo normal com parametros:

Media:
V2
E[%]=(r=2)T =9+ E[v(3 - 7]
2
E[v]= (r—VE)(T -1) devido & distribuicdo da variavel estocastica
Variancia:
Var[y,|=Var[ v(z - 2]

Var[y ] = V.Var( z - 2
Var[y,| = V.(T- 9

y; tem a distribuicadN ((r —V—22)(T -1),V.(T-1) (13)
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Ainda sobrey; , da expressad.1).
In(%) =y, X =x.&  (14)

Pela teoria das probabilidades temos para quaisgogiesg e h:
- dx;
9(y) = h(>9)-‘ dx{‘

Mas temos 2_Xr = x;.€" que € sempre positivo, entdo
X

g(yr).dy = H%). dx (15)

Voltando na definicdo dev(x, t) (2) que queremos calcular:
w(x t)= €T g max(x - C,0]j

Da definicao de valor esperado temos:
w(x )= €TV [ max(x - C,0).f (x ).d(x )

Considerando que a integral é nula para C pela definicdo da fungéo

max(x, —C,0): W(x, t) = e'r”_t).J' (%= 0. f(x). A x)

E usandd15):
wx =€ (x.¢ - Q. d y) 4 )

Ondeu € o novo limite inferior para a integral emy, ) de forma que:

u=|n(%).

Finalmente

+o00

wx =€ [ (x.¢-0.dy). 4y
In(%4)
wix t)=x.1,-Ce ™™ = x.e", T &.dy). dy- CE™ T
In(G4) In(G4,)
(16)

0:y. €y
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Calcular 1;:

Como y; tem distribuigdo normal com parametros dados peessaql13).

V2 ?
+oo 1 —(f—z)ﬂ'—t)
|, =e"(™, e = ex

—_ T d 2
&) \J2mve (T -1) 2 V(T 1) 4

=

+
8
(BN

-y
I, = j eyT.;.ex -r. -ty ——= 2

w2 2 VA/(T-1)

(17)

Abrindo a expressdo do expoente de e na integregr@n)os:

| ¥ = (=)=

A=-r(T-t)+y _E V\/ﬂ
Am___ L Y _(r_V_z) (T-1) 2+(—2)(yr—r(r—t))\/°‘ (T-9)
oV T -t 2" A '
A 1 yT—(r+V2).(T—t) 18
T2 VA/(T—1) (18)
Observagéo:

usando uma distribuigdo normal com mégiae varianciao,’, temos:

= { e mdx

fazendoZ :ﬂ, dx=o0,.dZ. Parax=Db, temos: Z by
o, o,

X X

110
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Hb

+ +

1 7 1,42 ¢ %
Izﬁbi&exp[—g(z)}dx e |=b_jﬂXN(2).dz=j N( 2. dz

—00

Onde N(Z) é a funcéo de densidade de probabilidad®&l{ia 1), funcao
simétrica.

De forma analoga erh, temos com esses parametros:

I =In(%) p=(r+ )0 g, = V:.(T-1)

(%) +(r +2).(T -1)
I, =N " 2 (19)

JVA(T-1)

onde N é a funcdo cumulativa da densidade de probabéidadmal N .

B In(%)+(r +V2).(T -t)
NG

I, =N (d,) onde d,

Calcular 1,:

2

e =(r =) =)

VA J(T-1) W

+00 1

¥r

= [ e —
In(;q) \21VE (T - t)

1
exXp ——
2

Da mesma forma e usando os parametros seguintes:

I =In(%) = =200 - g, = V:.(T-1)

V2
N In(XQ)+(r =) =1)

|
' MN(T-19

(20)
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JLCARIGROYGRD

=N (d, d d,
N(c:) o WA(T-1)

Usando(16), (19) e (20):

A férmula de Black-Scholes

w(x )= x.N(d)- Ce™™ N d)
Onde
AR

JVA(T-1)

G (=T -0

JVA(T=1)

dl

d2
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Apéndice 3

Graficos de sensibilidade

Opcao européia

Sensibilidade em relagdo ao numero de simulacdes

Evolucdo do erro com o aumento do numero de sirdetagem comparacao no

valor tedrico da formula de Black e Scholes.

Erro % . N
Erro na simulagédo dos precos

Erro no Call
= = Errono Put

10

T T
100 1000 10000

Numero de simula¢bes

100000
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Sensibilidade em relagéo a mudancgas na volatilidade

Preco da opgéo

Sensibilidade: volatilidade

14

13

12

11

10

15 17 19

21

23 25 27 29
Volatilidade(%)

llustrando a linearidade com a volatilidade v, usgressao linear mostra que:

PrecoCall = 0,3951.v + 0.107

PrecoPut = 0,3953.v - 0,0167

114


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611773/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611773/CA

A.3.3

Sensibilidade em relagédo a mudancgas na taxa le/resco

Valor da opgéo
Sensibilidade: Taxa livre de risco

12

114

10 4

Call
- = Put

T T T T T
0 2 4 6 8 10
Taxa livre de risco (%)

12

Usando uma regressao quadratica para aproximainass¢ obtemos:

PrecoCalk0,007.F +0,3921.r+5,8922
R? =1

PrecoPut0,0121.f -0,6591.r+10,897
R? =1
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Opcao americana

Sensibilidade em mudancga no numero de simulac¢oes

Desvio-padrdo
0,6

Convergéncia em numero de simulagdes: desvio-padréo para 10 valores

0,5

0,4

0,3

= = Desvio-padrdo put
Desvio-padréo call

0,1

5000 10000

Numero de simulagdes

15000

20000

A precisdo no método de Monte-Carlo € obtida asavaéumento dos eventos

possiveis simulados.
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Sensibilidade em mudang¢a no numero de datas dei@resimuladas

9,00

8,80

8,60

8,40

8,20

8,00

7,80

7,60

7,40

7,20

7,00

Sensibilidade: Datas de exercicio

Valor da opgéo

------
B
.
call
- - Put
0 50 100 150

Numero de datas de exercicio simulados

Com o aumento de datas de exercicio simuladagegegpaumentam junto com a

flexibilidade de poder exercer em qualguer momento.
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Opcaoasset-or-nothing

Sensibilidade em relacédo a mudanca no preco de stri

Valor da opgao Sensibilidade: Strike
100,00 4

80,00 4

60,00

40,00

20,00 4 .

0,00

T T T T T T T T T |
75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125
Preco do Strike

As curvas sao simétricas, consequentemen@ali+ Put=C, comC uma

constante. (aquC =100 nesse exemplo).

Os limites sao:

Strike -~ 0: Call - 100 porque sempre vai ficam*the-moneYy, sendo o
preco do ativo maior que o strike
Put- 0 porque sempreout-of-the-monéy pela mesma

razao.

Strike— +o0: Call -~ 0 O preco do ativo tem maior probabilidade de ficar
menor que o strike.

Put - 100 pela mesma razao.
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Sensibilidade em relagéo a mudanga na volatilidade

Preco da opgéo L -
Sensibilidade: volatilidade

100

90 -
80 1 \
70

60

Call

- - - Put
50

40 A

30

20 ‘

10 A

50
Volatilidade
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Sensibilidade em relagdo a mudanca na taxa livresde

Valor da opgéo e . .
Sensibilidade: Taxa livre de risco

75

70 -

65

60

55 4

50

Call
= = Put

45 A

40 S~

35

30 4 -

25

0 2 4 Taxa livrésde risco 8

12

Usando uma regressao linear, obtemos as equagjiestss:

PrecoCa=1,8287.#-54,37.
R2=0,9993 R?=0,9992

PrecoPu=-1,8286.# 45,62+
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Opcaocash-or-nothing

Sensibilidade em relacédo a mudanca no preco de stri

Valor da opgdo Sensibilidade: Strike
40,00 -
30,00 T
-
20,00 ==
s Call
L - - Put
10,00 e
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
75 80 85 % 95 100 105 110 115 120 125
Preco do Strike

Da mesma forma que para a ope&set-or-nothingas curvas sao simétricas e as

mesmas conclusdes podem ser tiradas quando asslidais curvas eie em

+00
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na volatilidade

100

Preco da opgéo . .
Sensibilidade: volatilidade
40
30 4
20
. Call
- - = Put
L
L’
.
.
10
.
.
.
0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Volatilidade
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na taxa livresce

Valor da opgéo

29

Sensibilidade: Taxa livre de risco

14

247 /
19 ]

Call
= =Put

T
6
Taxa livre de risco

12

Usando uma regressao linear, obtemos as equagjiestss:

PrecoCa=0,5137.#18,62:
R*=0,9969

PrecoPu=-0,8905.# 21,32¢
R? =0,9986
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Opcao Lookback fixed strike

Sensibilidade em relacédo a mudanca no preco de stri

29

Valor da opcéo

Sensibilidade: Strike

24

19

14

Call
= = =Put

85

90 95 . 100 105 110
Preco do Strike

Usando uma regressao quadratica, obtemos as equsagientes:

PrecoCall=0,0083.K - 2,5413.k+189,66
R? =0,9998

PregoPut= 0,0122.K* -1,5959.k+ 49,449
R? =0,9996
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na volatilidade

Valor da opgéo - .
Sensibilidade: Volatilidade
40
30
- call
PR - = Put
20 A -
10 PR
0 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Volatilidade (%)

|
50

Usando uma regressao linear, obtemos as equagjiestss:

PrecoCa=0,8493.++1,869¢
R?=0,9987

PrecoPu=0,6325.-1,012¢
R?=0,9993
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na taxa livresce

22

20

18

16

14

12

10

Valor da opgéo

Sensibilidade: Taxa livre de risco

Call

- - Put

Taxa livre de risco (%)

12

Usando uma regressao linear, obtemos as equagfiestss:

PrecoCa=0,4591.#16,21°¢ PrecoPu-0,4675.+14,25!
R?=0,9975 R*=0,9969
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Opcao Lookback floating strike

Sensibilidade em relagéo a mudanga na volatilidade

Valor da opgéo

40

Sensibilidade: Volatilidade

30 -

20 -

104

call
- - -Put

20 25 30 35 40 45 50

Volatilidade (%)

Usando uma regressao linear, obtemos as equagfiestss:

PrecoCa=0,633.\+ 3,855’

R?=0,999

R*=0,9989

PrecoPu-0,8482.-2,973

127


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611773/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611773/CA

A.3.16

Sensibilidade em relagdo a mudanca na taxa livresde

Valor da opgéo

20

Sensibilidade: Taxa livre de risco

18

) /

..
14 =
~

Call
= = Put

12

10

6 8 10 12
Taxa livre de risco (%)

Usando uma regressao linear, obtemos as equagfiestss:

PrecoCa=0,4704.#14,37¢
R?=0,9971

PrecoPu-0,4761.+16,04¢
R?=0,9974
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A.3.17
Opcéo Asiatica

Sensibilidade em relacédo a mudanca no preco de stri

115

Preco da opcéo . .
Sensibilidade: strike
A
12 A N
D
-
“

10

38 |

6 Call aritmético ~

N = = Call geométrico
N Put aritmético
>N Put geométrico
4
S
- -
2 ]
/‘
0 T T T T T
85 90 95 100 105 110
Preco do strike

Usando uma regressao quadratica, obtemos as equsagientes:

PregoCall=0,0141.K -1,5959.k+ 49,449
R?=0,9998

PrecoPut= 0,0144.K° - 2,4689.k+105,93
R? =0,9998
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na volatilidade

Usando uma regressao linear, obtemos as equagfiestss:

Valor da opgdo

12

Sensibilidade: Volatilidade

10 A

Call aritmético
= = Call geométrico
Put aritmético

Put geométrico

Aritmético Geométrico
PrecoCa=0,2163.+1,468: PrecoCa=0,1901.+1,733!
R?=0,9963 R?=0,9967

PrecoPu=0,2156.-0,933:
R?=0,9983

PrecoPu=-0,23.\-1,046¢
R? =0,9987
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Sensibilidade em relagdo a mudanca na taxa livresde

Valor da opgéo

Sensibilidade: Taxa livre de risco

8

Call aritmético
= = Call geométrico
Put aritmético

° / - B Put geométrico |
4

3

—
? 0 2 4 6 8 16 12
Taxa livre de risco
Usando uma regressao linear, obtemos as equagfiestss:
Aritmético Geomeétrico

PrecoCa=0,2533.# 4,549
R?=0,9972
PrecoPu=-0,209. +4,469¢
R?=0,9943

PrecoCa=0,2309.+4,421¢
R?=0,9974
PrecoPu=-0,2244.# 4,644+
R?=0,9952
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Opcao Chooser

Sensibilidade em relacdo a mudanca no tempo déasco

Valor da opgéo Sensibilidade: Tempo de escolha

16

15

14

134

Preco simulado

10 -

Tempo de escolha

= = Prego exacto
12
ol /
0 0,15 0,3 0,45 0,6 0,75 0,9
Expiracdo

O prec¢o da opcéo aumenta com o tempo de escdlieeréeza sobre o valor final

do ativo sendo reduzida.
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Sensibilidade em relacédo a mudanca no preco de stri

Preco da opgao Sensibilidade: strike

24 4

221

Preco simulado
= = Preco exacto

20 4
18 -
16

A

12

75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125
Preco do strike

O minimo do valor do preco da opcéo dependérifoda simulacdo, entdo dos
parametros do ativo.
O precgo da opcéo aumenta com strike baixo, e coke stlto, a op¢cachooser

sendo um call e um put no mesmo tempo até o temgsablher.
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Sensibilidade em relacdo a mudanca na volatilidade

Valor da opgéo

29

24

Sensibilidade: Volatilidade

e

19

14 A

Preco simulado
= = Preco exacto

10

15 20

25 30
Volatilidade

35

40 45

50

Uma relacgédo linear existe para valores maioresl§ée

PrecoChoer=0,5588.+11,818¢

R? =0,9984
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Sensibilidade em relagdo a mudanca na taxa livresde

145

14

13

12,5

12

Valor da opgéo

15 4

Sensibilidade: Taxa livre de risco

13,54

Prego simulado
= = Prego exacto

6
Taxa livre de risco

12

Para o preco tedrico existe uma relacdo quadratica:

PrecoChooser = 0,0231.r° -0,0315.r+12.292

R?=0,9998

O preco simulado converge para todos os valorégxddivre de risco.
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Apéndice 4

Apresentacao dos programas

Para iniciar um calculo de opcao, abhfdtlab" e iniciar o programa:
"maingui.ni (RUN).
A janela seguinte aparece:

MAIN PROGRAM CONTROL
aption type selection

Europeat optian

lamerican option least-square method
|Bsian aption

Cash-or-naothing option
Aszet-or-nothing option

Lookback option fixed strike
ILookhack option floating strike
Chooser option

Earrier aption

Goto calculste

Selecionar o tipo de opcao desejado, e apagartd calculaté para entrar no
programa particular da opcao.

Para cada tipo de opc¢ao, a janela que aparecegdimte:
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European option

2 imceuropean

-

VO/ELLTTIO0 oN [eNBIQ oededyniad - o1y-ONd
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American option Least-square method

Monte-Carlo Simulation: Least-Square Method American Option

— Parameters

Stock price
Strike price
-'.[.'li'ne to matu-r'rt',-'
Risk-free rate (%)
‘-.-"Dlat_'i!it_y-'(%'}..
Dividerid yield (%)
Murnber of simulations
Mumber of exercising dates

‘Regression degres: 1,234
Default: use 2

— alue
Calculate.
Call price §.22592
Putt price 3.7178
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Asian option

VO/ELLTTIO0 oN [eNBIQ oededyniad - o1y-ONd
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Asset-or-nothing option

# jassetornothing
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Cash-or-nothing option

} cashornothing,

_ Parameters
Stock price 100 |
Strike: pti&e 100 |

T
Rizk-free rate (%) 5 |

walatility (%) 20 |
Dividend rate (%) 0 |
Fremium 40 |

Monte-Carlo Simulation: European Cash-or-nothing Option

— Walue -
Calculate
Call price 21.31
Put price 167362
Exact call price. 21293
Exactputprice 167562
Errar call (3%)

Error pit (%)

141


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611773/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611773/CA

A.4.7

L ookback option: fixed strike

-} fixedsirikelookback

— Farameters

Stock price
Strike ﬁri&:e
Time to maturity
Risk-free rate (%)
wolatility: (%)
Diviclend 'fisldl (35)

Mumber of simulations

Murmkier of exercising dates

—m————

10000 |

—-

365

Monte-Carlo Simulation: Fixed Strike Lookback Option

— alue
Calculate
Call price 185412
Pt price 11,8536
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Lookback option: floating strike

) |floatingstrikelookhack

Monte-Carlo Simulation: Floating Strike Lookback Option o

— Parameters _ Malue

Stock price 100 | Calculate

Time to aturity |—1——|
Risk-free rate %) Fl
Woltiity (%) T
Dividend Yield %) Ijl
Maa et o S o000 |
Numiet of exercisig dates | 355 |

Call price: 167375

Put price 13.6329



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611773/CA


144

A.4.9

Chooser option

+ chooser

e - ikt =
=

VO/ELLTTIO0 oN [eNbIg oededyniad

- 0l4-ONd


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611773/CA


145

A.4.10

Barrier option

# isimplebarrien

VO/ELLTTIO0 oN [eNBIQ oededyniad - o1y-ONd
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Apéndice 5

Método de Monte-Carlo

Cdbdigo "Matlab" dos programas

Variaveis padrbes dos programas:

Y.

ST dAx9

Preco inicial
Strike

Tempo

Taxa livre de risco
Volatilidade
Dividend yield

NumSim: Numero de simulacdes
DivTemp: Numero de datas de exercicio

grau: Grau da regressao

premium: Prémio

b:

Barrier

type: Tipo de opcadarrier
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Opcao européia

function [call,put] =
mceuropeanoption(price,strike,time,riskfreeratatility,dividendyield,NumSim)

X=price;
k=strike;
r=riskfreerate;
v=volatility;
n=NumsSim;
t=time;
y=dividendyield;

%lnitializacao e calculo das variaveis intermedsr
F =(r-y-v"2/2)*t;

FF=v*sqrt(t);

call_vector =0;

call_vector_inv=0;

put_vector =0;

put_vector_inv=0;

for i=1:n/2
%Optimizar por "antithetic"
eps =random('Normal',0,1);
eps_inv=-eps;

%Calculo do valor da opcao para cada simulacao

call_vector =max( x*exp(F+FF*eps)-k,0)+call_vector;

call_vector_inv =max( x*exp(F+FF*eps_inv)-k83all_vector_inv;

put_vector =max(-x*exp(F+FF*eps)+k,0¢+put_vector;

put_vector_inv =max(-x*exp(F+FF*eps_inv)+k;f)ut_vector_inv;
end

%Calculo da media do valor do payoff
c=(1/n)*(call_vector + call_vector_inv);
p=(1/n)*( put_vector + put_vector_inv);

%Valor da opcao
call=exp(-r*t)*c;
put=exp(-r<t)*p;
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Opcéo americana: Método dos minimos quadrados de Mbe-
Carlo

function [ put_value,call_value ] = minquadoptigk(%,r,v,y,NumSim,DivTemp,grau)

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempbdiidido pelo numero de datas de
exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulacao dos pregos
prices=zeros(NumSim,DivTemp);
%lInicializacao da primeira coluna da simulacaotegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulacao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,j) =prices(i JEBXpP( (r-y-v/A2/2)*dt + v¥eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2,jté&xp( (r-y-v"2/2)*dt - v*eps*sqrt(dt)
);
end
end

%Calculo do Put
%Criacao da matriz de calculo do preco da opcaexeccicio imediato em cada tempo.
option = max( k-prices , 0);
%Inicialisagédo do valor de continuacéo ao tempal feja o preco da opcao.
continue_value=option(:,DivTemp);
%Metodo do MQ para calculo da opcao
for j=DivTemp-1:-1:2
temp=regression( exp(-r¥dt)*continue_valueices(:,j) , option(:,j) , grau);
%Condicao de exercicio da opcao (exercicio iatex> valor esperado).
for i=1:NumSim
if (option(i,j) > temp(i))
continue_value(i)=option(i,));
else
continue_value(i)=exp(-r*dt)*continueluve(i);
end
end
end
put_value=sum(continue_value)/NumSim;

%Calculo do Call
%Criacao da matriz de calculo do preco da opcaexeccicio imediato em cada tempo.
option = max( prices-k , 0);
%lInicialisacédo do valor de continuacdo ao tempal feja o preco da opcéao.
continue_value=option(:,DivTemp);
%Metodo do MQ para calculo da opgéo
for j=DivTemp-1:-1:2
temp=regression( exp(-r*dt)*continue_valueices(:,j) , option(:,j) , grau);
%Condicao de exercicio da opcao (exercicio iatex> valor esperado).
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for i=1:NumSim
if (option(i,j) > temp(i))
continue_value(i)=option(i,));
else
continue_value(i)=exp(-r*dt)*continualuve(i);
end
end
end
call_value=sum(continue_value)/NumSim;

Funcado de regressao

function [vector]=regression(A,B,C,grau)

%Funcao de calculo dos parametros da regrecawal@ode continuacao da opcao.

%Vetor de valor de continuacao

Y=[I;

Y=A,

%Vetor de valor dos precos

X=[1;

X=B;

%Vetor de valor da opcao corespondante
Z=[];

Z=C,;

%Vetor marcando os caminhos "ITM"
W=,

n=length(Y);

YY=[];

XX=[I;

%Selecao dos precos "in-the-money" e do vetor dosrthos "in-the-money"
%A linha tem o valor "1" se "ITM", "0" se "out-of&-money"
i=1;
for j=1:n
if Z(j)==
W(j,1)=0;
else
YY(i,1)=Y();
XX(1,1)=X();
W(j,1) =1;
i=i+1;
end
end

%Calculo da matriz dos valores de (XX"0,XX,XX"2,XX%\) para o calculo dos
%coeficientes da regressao, So com 0s caminhtgeimoney".
%Dependendo do grau desejado:
if (grau==1) %regsas linear
matrixx=[ones(size(XX)) XX];
matrix=[ones(size(X)) X];
elseif (grau==2) %regas quadratica
matrixx=[ones(size(XX)) XX XX.*XX];
matrix=[ones(size(X)) X X.*X];
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elseif (grau==3) Y%regas grau 3
matrixx=[ones(size(XX)) XX XX.*XX XX.*XX.*XX];
matrix=[ones(size(X)) X X.*X X.*X.*X];

elseif (grau==4) Y%rega@s grau 4

matrixx=[ones(size(XX)) XX XX.*XX XX *XX.*XX XX FXXF*XX.*XX];

matrix=[ones(size(X)) X X.*X X.*X.*X X *X*X.*X];
elseif (grau==>5) Y%rega@s grau 5
matrixx=[ones(size(XX)) XX XX.*XX XX *XX.*XX XX FXX.*XX.*XX
XXFXXAIXXFXX*XX];
matrix=[ones(size(X)) X X.*X XXX X XXX XXX *X*X];
end
%Calculo dos coeficientes da regressao
coef = matrixx\YY;
%Calculo dos precos esperados
vector = (matrix*coef).*W;

Opcéo asset-or-nothing
function [call,put] = assetornothingoption(s,k,¥,y,NumSim)

%Inicializacao das variaveis usadas
eps =0;

price =0;

price_inv=0;

valuecall=0;

valueput =0;

call =0;

put =0;

%Simulagéo dos precgos do ativo basico e calculatlyr do payoff em cada

tempo
for i=1:NumSim/2
eps =normrnd(0,1);
price =s*exp( (r-y-v2/2)*T + v*eps*sqrt(T);
price_inv=s*exp( (r-y-v2/2)*T - v*eps*sqrt(T);
%Calculo do payoff do call
if(price>k)
valuecall =valuecall + price;
end
if(price_inv>k)
valuecall =valuecall + price_inv;
end
%Calculo do payoff do put
if(k>price)
valueput =valueput + price;
end
if(k>price_inv)
valueput =valueput + price_inv;
end
end
call=exp(-r*T)*(valuecall/NumSim);
put=exp(-r*T)* (valueput /NumSim);
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Opcao cash-or-nothing

function [call,put] = cashornothingoption(s,k, T,gypremium,NumsSim)

%lnicializacao das variaveis usadas
eps =0;

price =0;

price_inv=0;

valuecall=0;

valueput =0;

call =0;

put  =0;

%Simulacéo dos precos do ativo basico e calculatlr do payoff em cada
%tempo
for i=1:NumSim/2

eps =normrnd(0,1);

price  =s*exp( (r-y-v"2/2)*T + v*eps*sqrt(T);

price_inv=s*exp( (r-y-v2/2)*T - v*eps*sqrt(T);

%Calculo do payoff do call
if(price>k)

valuecall =valuecall + premium;
end

if(price_inv>k)

valuecall =valuecall + premium;
end

%Calculo do payoff do put
if(k>price)
valueput =valueput + premium;
end
if(k>price_inv)
valueput =valueput + premium;
end

end

call=exp(-r*T)*(valuecall/NumSim);
put=exp(-r*T)* (valueput /NumSim);

%Funcéo de calculo exacto:
function [call,put] =

exactcashornothingoption(s,k, T,r,v,y,premiu

m)

%Reiner e Rubinstein 1991 solucao

d=(log(s/k)+(r-y-v*2/2)*T)/(v*sqrt(T));
call=exp(-r*T)*normcdf(d) *premium;
put =exp(-r*T)*normcdf(-d)*premium;
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Opcao lookback:fixed strike

function [call,put] = fixedstrikelookbackoption(sTkr,v,y,NumSim,DivTemp)

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempodisidido pelo numero de
datas de exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulacao dos precos
prices=zeros(NumSim,DivTemp);
%lnicializacao da primeira coluna da simulacao plegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulacao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,)) =prices(i JEEXP( (r-y-v/2/2)*dt + v*eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2 jE&xp( (r-y-v"2/2)*dt -
v*eps*sqrt(dt) );
end
end

%Pesquisando o minimo e 0 maximo para cada caminho
for i=1:NumSim

callpayoff(i,1)=max( max(prices(i,:))-k ,0);

putpayoff (i,1)=max( k-min(prices(i,:)) ,0);
end

call=exp(-r*T)*(sum(callpayoff)/NumSim);
put =exp(-r*T)*(sum(putpayoff) /NumSim);
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Opcéo lookback:floating strike

function [call,put] = floatingstrikelookbackoptiaT,r,v,y,NumSim,DivTemp)

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempodividido pelo numero de
datas de exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulagao dos precos
prices=zeros(NumsSim,DivTemp);
%lInicializacao da primeira coluna da simulacao plegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulagao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,)) =prices(i JEEXP( (r-y-vA2/2)*dt + v*eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2, jE&xp( (r-y-v"2/2)*dt -
v*eps*sqrt(dt) );
end
end

%Pesquisando o minimo e 0 maximo para cada caminho
for i=1:NumSim
callpayoff(i,1)=max( prices(i,DivTemp)-min(p&s(i,:)) ,0);
putpayoff (i,1)=max( max(prices(i,:))-price§iyTemp) ,0);
end

call=exp(-r*T)*(sum(callpayoff)/NumSim);
put =exp(-r*T)*(sum(putpayoff) /NumSim);
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Opcéo asiatica: método geomeétrico

function [call,put] =
geometricasianoptionmontecarlo(s,k,T,r,v,y,NumSiwJ@mp)

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempodividido pelo numero de
datas de exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulagao dos precos
prices=zeros(NumSim,DivTemp);
%lnicializacao da primeira coluna da simulacao plegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulacao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,)) =prices(i JEEXP( (r-y-vA2/2)*dt + v*eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2 jE&xp( (r-y-v"2/2)*dt -
v*eps*sqrt(dt) );
end
end
%lnicializacao do vetor coluna recebendo o prodai® precos
for i=1:NumSim
payoff(i,1)=1;
end
%Calculo do producto dos precos e da raiz "(1/Bmp)"
for j=1.DivTemp
payoff(:,1) = payoff(:,1).*(prices(:,j).*(1/Divemp));
end
%Calculo do payoff final de cada simulacao
callpayoff(:,1)= max(payoff(:,1)-k,0);
putpayoff(:,1) = max(k-payoff(:,1),0);

call=sum(callpayoff(:,1))/NumSim;
call=call*exp(-r*T);

put=sum(putpayoff(:,1))/NumSim;
put=put*exp(-r*T);

%Funcéo de calculo exacto:

function [ call,put] =
geometricasianoption(s,k, T,r,v,y)

%Modificacdo dos parametros: volatilidade e
dividend yield

va = v/sqrt(3);

ya = (r-y-v"2/6)/2;

[call,put]=blsprice(s,k,r,T,va,ya);
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Opcéo asiatica: método aritmético

function [call,put] =
arithmeticasianoptionmontecarlo(s,k, T,r,v,y,Num®naTemp)

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempodisidido pelo numero de
datas de exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulagao dos precos
prices=zeros(NumsSim,DivTemp);
%lInicializacao da primeira coluna da simulacao plegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulagao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,)) =prices(i JEEXP( (r-y-vA2/2)*dt + v*eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2, jE&xp( (r-y-v"2/2)*dt -
v*eps*sqrt(dt) );
end
end

%lnicializacao do vetor coluna recebendo a somaoags
for i=1:NumSim

payoff(i,1)=0;
end

%Calculo da soma dos precos
for j=1:DivTemp

payoff(:,1) = payoff(:,1)+prices(:,j);
end

%Calculo da media do payoff em cada simulagao
payoff(:,1)=payoff(;,1)./DivTemp;

%Calculo do payoff final de cada simulacao
callpayoff(:,1)= max(payoff(:,1)-k,0);
putpayoff(:,1) = max(k-payoff(:,1),0);

call=sum(callpayoff(:,1))/NumSim;
call=call*exp(-r*T);

put=sum(putpayoff(:,1))/NumSim;
put=put*exp(-r*T);
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Opcao chooser
function [chooservalue | = chooseroption(s,k, Miy,NumSim)

price=0;
price_inv=0;
valuecall=0;
valueput =0;
numbercall=0;
numberput=0;
unpriceablepaths=0;

%Simulacao dos precos do ativo basico e calculattr do payoff em cada

tempo

for i=1:NumSim/2
eps =normrnd(0,1);
epss=normrnd(0,1);

%Simulacao do preco dependendo do calloopud escolhido no tempo t

price =s *exp( (r-y-v"2/2)*t + v*eps*sqrt(t) );
pricee =price*exp( (r-y-v*2/2T{) + v*epss*sqrt(T-t) );
[blscall,blsput] =blsprice(price,k,r, T-W;

if (blscall>blsput)

valuecall =valuecall + max(peece0);

numbercall =numbercall+1;

elseif (blsput>blscall)

valueput =valueput + max(kepe,0);

numberput =numberput+1;

else

unpriceablepaths =unpriceablepaths+1;

end

price_inv =s *exp( (r-y-v2ft - v¥eps*sart(t) );
price_invv =price_inv*exp( (r-y-v'2¥(T-t) - v*epss*sqrt(T-t) );

[blscalltemp,blsputtemp] =blsprice(priaev,k,r, T-t,v,y);

if (blscalltemp>blsputtemp)

valuecall =valuecall + max(pricavy-k,0);
numbercall =numbercall+1;

elseif (blsputtemp>blscalltemp)

valueput =valueput + max(k-prige/,0);
numberput =numberput+1;

else

unpriceablepaths=unpriceablepaths+1;

end

end

average=(valuecall+valueput)/(numbercall+numberput)
chooservalue=average*exp(-r<T);
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Opcéaobarrier

function [call,put] = simplebarrieroption(s,k,b, Vjy,NumSim,DivTemp,type)

%valor do "type":
% 1: up and out

% 2: up and in

% 3: down and out
% 4: down and in

%Ilnicialisagao das variaveis
valuecall =0;
valueput =0;
optionactive=0;

%Divisdo de tempo usada pela simulacéo, (tempodiidido pelo numero de
datas de exercicios)
dt = T/DivTemp;
%Simulagao dos precos
prices=zeros(NumsSim,DivTemp);
%lnicializacao da primeira coluna da simulacao plegos
for i=1:NumSim
prices(i,1)=s;
end
%Simulagao dos precos do ativo basico
for j=2:DivTemp
for i=1:NumSim/2
eps=normrnd(0,1);
prices(i,)) =prices(i JEEXP( (r-y-vA2/2)*dt + v*eps*sqrt(dt) );
prices(i+NumSim/2,j)=prices(i+NumSim/2, jE&xp( (r-y-v"2/2)*dt -
v*eps*sqrt(dt) );
end
end

%type=1: up and out
if (type==1)
for i=1:NumSim
optionactive=b-max(prices(i,:));
%Opcao esta ativa se optionactive positivo
if (optionactive>0)
valuecall=max(prices(i,DivTemp)-k,0)+tweacall;
valueput =max(k-prices(i,DivTemp),0)veput ;
end
end
call=exp(-r*T)*valuecall/NumSim;
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put =exp(-r*T)*valueput /NumSim;
end

%type=2: up and in
if (type==2)
for i=1:NumSim
optionactive=max(prices(i,:))-b;
%O0Opcao esta ativa se optionactive positivo
if (optionactive>0)
valuecall=max(prices(i,DivTemp)-k,0)+twecall;
valueput =max(k-prices(i,DivTemp),0)veput ;
end
end
call=exp(-r*T)*valuecall/NumSim;
put =exp(-r*T)*valueput /NumSim;
end

%type=3: down and out
if (type==3)
for i=1:NumSim
optionactive=min(prices(i,:))-b;
%O0Opcao esta ativa se optionactive positivo
if (optionactive>0)
valuecall=max(prices(i,DivTemp)-k,0)+tweacall;
valueput =max(k-prices(i,DivTemp),0)veput ;
end
end
call=exp(-r*T)*valuecall/NumSim;
put =exp(-r*T)*valueput /NumSim;
end

%type=4: down and in
if (type==4)
for i=1:NumSim
optionactive=b-min(prices(i,:));
%Opcao esta ativa se optionactive positivo
if (optionactive>0)
valuecall=max(prices(i,DivTemp)-k,0)+twecall;
valueput =max(k-prices(i,DivTemp),0)veput ;
end
end
call=exp(-r*T)*valuecall/NumSim;
put =exp(-r*T)*valueput /NumSim;
end
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Apéndice 6

Opcao americana sem dividendos

Modelo de Coxx-Ross-Rubinstein

Nesse modelo, r a taxa livre de risco é considezadatante.

SejaS, o valor do ativo no instante:

. . . St -
Assim existe duas constantase b tais que:-1l<a<b e queSLl sO pode

n

pegar os valores(l+a ")ou “(L+b)” no instante(n+ 1) com probabilidades

“p”e“(p-1 " respectivamente:

Instante n

Instante (n+1)

S..=S,.(1+a)

Sn+1 = Sn'(1+ b)

Valor S, com probabilidadep

Valor Sy com probabilidadép— 1

Usando a definicdo da opcao de venda seguinte:

Precos do ativo no inicio
Strike da opc¢éo

Tempo a expiragéo (ano)
Taxa livre de risco
Volatilidade do ativo
Dividend Yield

S=100
k=100
T=1
R=5%
v=20%

y=0
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Para avaliar as op¢cfes americanas nesse contexdan€o o método binomial

devemos escolher os parametros assim:

- N Numero de simulacbes

- r=— A taxa livre de risco no periodo.
- l+a)=(Q1+ r).e_g' N Definicdo do parametra
T

- L+b) = L+r)e ' Definicdo do parametrb

- p= E;r Definicdo da probabilidade neutra ao risco
-a

Foi provado que com esses parametros o modelo @hoonverge, porN
grande, no valor da op¢&o americana sem dividendos.

Obtemos um algoritmo rapido e deterministico pavaliar uma opcao
americana sem dividendos e onde o Unico parammifportante é N ” que
deve ser alto para ter precisdo no calculo. O tewguoputacional para

N =5000 esta de 1 minuto aproximadamente.

Os resultados da convergéncia sao:

Numero de simulacdes Valor da opc¢éo de venda
10 6.1842
50 6.0917
100 6.0945
500 6.0915
1000 6.0898
5000 6.0904

A precisdo do calculo esta rapidamente boa, pacqoeN = 10000 erro € so de

001% em comparacdo ao valor teorico, obtido com 985
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O preco da opcao européia de venda com os meswéegieos 5. 5735valor

menor que a opgao americana.
O preco da opcdo de compra americana sem divideéndosiesmo que a opgao
européia, porque foi provado que o exercicio apéelm nunca € 6timo. Esse

preco tedrico é dado pela formula de Black-Sch@les.anexo 2).

Os resultados da convergéncia séo:

Numero de Valor Black-
) Valor do Call Erro (%)
simulacdes Scholes
10 10.6085 151
50 10.4423 0.08
100 10.4586 0.07
10.4506
500 10.4515 0.009
1000 10.4493 0.008
5000 10.4506 0
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<) [coxxamericain

Coxx-Ross Binomial Model

— Parameters — e

Stock price: [EI Calculate
Strike price |
Tirre tocraturity
Risk-free rate (%) | 5 ]
alatiity (%) [ oa |

Murmber of simulstions | 500

Call price 104515

Pt price. B.09157

Cdédigo Matlab do programa:

function [call,put] =
coxxamericainoption(price,strike,time,riskfreeratdatility, NumSim)

%Definicdo das constantes no calculo

s=price; k=strike; t=time; R=riskfreerate; v=vol@yi, n=NumSim;
%Taxa ajustada no periodo

r=R*t/n;

A=(1+r)*exp(-v*sqrt(t/n));
B=(1+r)*exp(v*sqrt(t/n));

p=((B-1)-r) / ((B-1)-(A-1)); 9®robabilidade neutra ao risco de queda
q=1-p; %Probabilidade neutra ao risco de subida
m=zeros(n+1,n+1);

%Calculo da opcéo call
for j=1:n+1
for i=1;]
m(i,j)= max ( s*(B)"(i-1)*(A)"(-i)-k 0);
end
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end

for j=n+1:-1:2
for i=j:-1:2
m(i-1,-1)= max ( (q*m(i,j)+p*m(i-1,)j(1+r) , m(i-1,j-1) );
end
end
call =m(1,1);

%Calculo da opcao put
for j=1:n+1
for i=1j
m(i,j)= max ( k-s*(B)"(i-1)*(A)*(-i), 0);
end
end

for j=n+1:-1:2
for i=j:-1:2
m(i-1,-1)= max ( (g*m(i,j)+p*m(i-1,j){1+r) , m(i-1,j-1) );
end
end
put = m(1,1);
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