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Apéndice A:
Tensor de estrutura do gradiente

Este apéndice introduz o chamado tensor de estrutura do gradiente, bem
como formas de extrair informacdes a partir dele.

Considere uma imagem, isto é, um campo escalar real definido sobre um
conjunto de pixels (2D) ou voxels (3D). O vetor gradiente informa a diregéo de
maior crescimento do campo. Se, localmente, o campo tiver uma estrutura linear
ou planar (0o campo é constante ao longo de uma linha ou de um plano), o
gradiente sera perpendicular a estrutura. Esse é o caso dos horizontes em dados
sismicos, ao longo dos quais a variagao do sinal € pequena. Devido a presenca
de ruido, € necessario calcular de alguma forma a orientacdo média da imagem
na vizinhangca de cada ponto. Entretanto, este célculo ndo pode ser feito
simplesmente somando todos os vetores de uma regiédo e dividindo pelo numero
de elementos (observe, por exemplo, que em torno de um ponto de maximo ou
de minimo, a soma dos vetores gradiente resulta em um vetor nulo).

Assim, o problema em questdo pode ser colocado da seguinte forma:
dados os vetores vy,...,vx, em N dimensdes, estimar a orientagdo média quando
o sinal de cada v; é ignorado. Essa forma de abordar o problema se baseia no
trabalho de Rao et al. (1991).

Seja u o vetor unitario ao longo da orientagdo média a ser estimada.
A estimacgéao é feita de forma que o vetor u maximize a soma do quadrado das
projecdes J:

J=

 (vTuf
=1

i

A expressao acima pode ser reescrita como:
k k k
J=Y viuvju=>u'vyvu= ZuT(v,v,T)J =u’
i=1 i=1 i=1

A matrizT

vv)

1M~
N—
[=]

k
T=>vyv/ (A1)

i=1
€ simétrica; assim, pelo teorema de decomposicao espectral (ver livros textos de
algebra linear como, por exemplo, Strang (1998)) T pode ser decomposta como:
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Tensor de estrutura do gradiente

T=QAQ'= QAQ’
onde A é uma matriz real diagonal e Q € uma matriz ortogonal formada pelos
autovetores de T. Voltando a projegéo J, tem-se, entado, que:
J=u"Tu=u"QAQ"u=(u"QANQ" u)=(Q"u)'A(Q"u) =y AYy.
Observe que y € também um vetor unitario, obtido pela mudanca de base
definida pela matriz de rotagéo Q. Logo, para J ser maximo, o vetor u deve estar
alinhado com a direcao de maior autovalor de T.

O tensor T é conhecido como tensor de estrutura e pode ser usado como
ferramenta de andlise local de estruturas lineares. Véarias implementacdes e
aplicag6es diferentes do tensor de estrutura sdo encontradas na literatura, sendo
as mais antigas descritas nos trabalhos de Kass et al. (1987), Rao et al. (1991) e
Haglund (1992).

Observe que o tensor de estrutura T € semelhante a matriz de covariancia,

diferindo apenas pela auséncia do desconto da média dos vetores v :
k _
C=> (v,-v)(v,—-v)
i=1

Entretanto, como se deseja apenas estimar a diregdo média, pode-se pensar

que, a cada vetor v; incluido, também se inclui o seu simétrico —v;, de forma que

ao final tem-se v=0.

Por sua vez, o chamado tensor de estrutura do gradiente (TEG) é definido
utilizando-se o gradiente g como vetor de orientacdo. Como estimativas de
derivadas de dados ndo suavizados s&o muito ruidosas, a estimativa do
gradiente é feita pela convolugdo da imagem /(x) com derivadas parciais de
primeira ordem da Gaussiana de desvio padrédo o, O filtro Gaussiano é
escolhido por ser invariante por rotacées e separavel. Para uma imagem N-
dimensional as componentes do gradiente sao:

g = I(x) ®iG(x;ag),ie {1,...., N}
ox

O tensor de estrutura do gradiente é definido como
T-gg
onde () indica algum tipo de média ponderada local. Novamente o ntcleo
Gaussiano é utilizado para calcular as médias dos elementos do tensor:
ﬁ- =T; ® G(x;07).

Observe que duas escalas foram introduzidas na definigdo do tensor: a escala
envolvida na diferenciagdo (escala local) e a escala envolvida no processo de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421002/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421002/CA

Apéndice A: 197

Tensor de estrutura do gradiente

suavizacdo dos elementos do tensor (escala de integracdo). Esta segunda
escala esta relacionada com o tamanho das estruturas que se deseja detectar, e
normalmente é escolhida de forma a ser entre trés e dez vezes maior do que a
escala local: 304 < 07 < 10 04 (Bakker, 2002).

A riqueza da andlise pelo tensor de estrutura torna-se aparente com o
estudo de seus autovalores. Em trés dimensdes, os autovalores, A; = Ay = A3,
podem ser utilizados para distinguir, dentre quatro diferentes casos, qual a
estrutura presente localmente nos dados (Bakker, 2002):

A | A2 | A3 Descricao

0 | 0 | O | Energia zero, sem contraste. Intensidade constante sem qualquer

estrutura mensuravel.

>0 | 0 | O [ Estrutura planar.

>0 | >0 | O | Estrutura linear. Se A=A,, entdo a secéo transversal a estrutura

linear é isotropica, isto é, cilindrica.

>0 | >0 | >0 | A estrutura subjacente desvia do modelo de estrutura linear. Se
A=A=A3, entdo a estrutura é isotrépica.

Tabela 7: Estruturas locais identificadas pelos autovalores do tensor de estrutura do

gradiente.

Na pratica, os autovalores nao devem ser comparados com zero, mas sim
contra limiares determinados pelo ruido e pela energia do sinal. A energia total
do gradiente é dada pelo traco de TEG:

3
E,=Tr(T) =) 4.
i=1
Kempen et al. (1999) propuseram medidas independentes da confianga da

classificagao da estrutura local como planar ou linear:

_Ah-4
Cp/ano - 11 + /12
A=A

Clinha =
Ao+ 4

Com uso das medidas de confianga, a classificacdo das estruturas pode ser

reescrita como:
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Tipo Autovalores | Cpano | Ciinha

isotropico | A, = 4, = A4 =~ =0

planar | 4, >> 1, =4, | =1 =0

linear =>4 | =0 | =1

Tabela 8: Estruturas locais identificadas pelas medidas de confianga derivadas dos

autovalores do tensor de estrutura do gradiente.
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Geradores para probabilidades discretas nao-uniformes

Este apéndice faz uma rapida apresentagcdo de alguns algoritmos de
geragcao de numeros aleatérios para probabilidades discretas ndo-uniformes. A
apresentagao se baseia no livro de Devroye (1986).

A geracdo de numeros aleatdrios tem intrigado cientistas ha vérias
décadas. Um grande esfor¢o tem sido empenhado na criagdo de aleatoriedade
em maquinas deterministicas (ndo aleatérias), isto €, no projeto de algoritmos
computacionais chamados de geradores que sejam capazes de produzir
seqliéncias de numeros “aleatérios”. Todos os geradores tém defeitos porque
todos constroem o n-ésimo nuimero de uma sequéncia em fungdo dos n-—1
numeros anteriores, inicializados com uma semente nao-aleatéria. Além disso,
para cada gerador, € sempre possivel encontrar um teste estatistico de uma
propriedade que faz o gerador falhar (Devroye, 1986).

Uma variavel aleatéria discreta € uma variavel aleatéria que toma valores
com probabilidade diferente de zero sobre um conjunto de pontos finito ou infinito
contavel. Sem perda de generalidade pode-se considerar tal conjunto como o
conjunto dos inteiros ndo-negativos. A distribuicdo de uma variavel aleatéria X é
determinada pelo vetor de probabilidade py,py,...:

P(X =1i)=p, (i=012,...).
O vetor de probabilidade, em geral, pode ser obtido de varias maneiras; por
exemplo, a partir de uma expressao analitica ou de um subprograma que
permite calcular p; para cada i (modelo caixa-preta). No caso de interesse desta
tese, entretanto, a variavel aleatéria toma valores apenas sobre um conjunto
finito com K elementos e o vetor de probabilidades corresponde a uma tabela de
valores pPo,P1,...,Pk-

Os algoritmos de geracdo de seqiéncias de numeros com uma dada
distribuicdo nao-uniforme se baseiam na hipbétese de que se dispde de um
gerador perfeito de numeros aleatérios uniformes. Existem varios algoritmos
para geracdo de numeros aleatérios discretos. Neste documento séo
apresentados alguns algoritmos pertencentes a classe dos métodos de

inversao. Para uma visdo mais completa, ver Devroye (1986).
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Os métodos de inversdao sao baseados na observagdo de que as
probabilidades acumuladas continuas se distribuem uniformemente sobre o
intervalo [0,1]. Se U é uma variavel aleatéria com distribuicdo uniforme sobre o
intervalo [0,1], entdo uma variavel aleatéria X com uma distribuicdo acumulada
continua F pode ser obtida usando X=F "'(U). No caso em que X é uma variavel
aleatoria discreta, esse fato pode ser reescrito como:

FIX-10)=>p<U<> p =F(X).

i<X i<X
Assim, a varidvel aleatoria X divide o intervalo [0,1] em intervalos (F(X-1),F(X)],
cada um com probabilidade P(X =i)= F(i)— F(i—1)=p;,. Uma solugéo exata
das desigualdades de inversao pode ser sempre obtida em tempo finito.
Existem varias técnicas possiveis para resolver as desigualdades de

inversdo. A mais simples é a inversao por pesquisa sequencial:
Algoritmo de Inversao por pesquisa seqtiencial

Gerar U a partir da distribuicao uniforme em [0,1]
X—0; S—py
ENQUANTO U > SFACA
X—X+1; S—S+px
RETORNE X

O numero de comparacgdes € igual a X+1, onde X é o valor da variavel aleatéria
gerado. Uma otimizagao 6bvia para a pesquisa seqlencial € permutar os inteiros
de forma a se ter as probabilidades ordenadas decrescentemente.

Outras reorganizagcoes sao possiveis. Por exemplo, pode-se trocar a
pesquisa sequlencial por pesquisa em arvore binaria. Nesse caso, cada né folha
possui um numero inteiro entre 0 e K. Cada n6 interno possui um numero real
igual a soma das probabilidades de todos os nés folha encontrados antes do né

em um percurso em ordem simétrica (inorder traversal).
Algoritmo de Inversao por pesquisa binaria 1

Gerar U a partir da distribuicao uniforme em [0,1]
Ptr — Raiz da arvore
ENQUANTO Ptr# Folha FACA

SE Valor(Ptr) > U ENTAO
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Ptr — FilhoAEsquerda(Ptr)
SENAO
Ptr — FilhoADireita(Ptr)
RETORNE X « Valor(Ptr)

No caso de uma arvore completa com 2K+1 nés, a arvore tem uma altura de

L =1+]log,(2K +1) |
e a busca sempre executa L comparagdes. A cada comparagdo metade dos
valores sao eliminados.

Uma variagdo da pesquisa em d&rvore binaria atribui a todos os nés
(inclusive os nés folha) um valor real de probabilidade: cada né folha possui a
probabilidade associada ao seu numero inteiro, enquanto que cada né interno
tem, como probabilidade, a soma de seus dois filhos. Essa variagéo € utilizada,
por exemplo, em Gydalyahu et al. (2001). Para gerar um namero inteiro aleatério
entre 0 e K, se percorre-se a arvore a partir da raiz até alcancar o né folha
resultante. A cada né interno, é feita uma selecao uniforme de um namero entre
0 e o valor do né. Caso o valor seja menor do que o valor do filho da esquerda,
varre-se a subarvore da esquerda. Caso contrario, varre-se a subarvore da

direita.
Algoritmo de Inversao por pesquisa binaria 2

Ptr — Raiz da arvore
ENQUANTO Ptr# Folha FACA
Gerar U a partir da distribuicdo uniforme em [0,Valor(Ptr)]
SE Valor(FilhoAEsquerda(Ptr)) > U ENTAO
Ptr — FilhoAEsquerda(Ptr)
SENAO
Ptr — FilhoADireita(Ptr)
RETORNE X « Valor(Ptr)

Nesta variagao, a construgao da arvore € mais simples, mas cada comparacao é
precedida de uma sele¢do sobre uma distribuigdo uniforme.
O numero esperado de comparagdes em uma arvore de pesquisa binaria €

K
igual a Zp,-D,- , onde D; é a profundidade da i-ésima folha. A arvore de pesquisa
i=0
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binaria étima em relagdo ao numero de comparagdes é a arvore de Huffman.
Esta é construida deixando os nés de menor probabilidade mais afastados do né
raiz. A necessidade de ordenacéao pelos valores de probabilidade torna o tempo
de construcdo da arvore de Huffman da ordem de O(K logK).

O algoritmo conhecido como método de tabelas-guia (method of guide
tables) proposto por Chen e Asau (1974) se baseia em técnicas de hashing para
executar a inversdo. As probabilidades acumuladas sé&o definidas por

q,-:ipj (0 <i<K).
j=0
Os métodos de inversdo por pesquisa seqlencial ou por pesquisa em arvore
binaria se baseiam em identificar o intervalo (g:1,q] a partir de uma selecao
uniforme sobre [0,1] com a variavel aleatéria U. O método de tabelas-guia, por
outro lado, explora a divisdo em intervalos equi-espagados, tais como
g1 i
K+1 K+1
esta automaticamente definido. Para achar o valor correspondente de X é

(

], 1<i<(K+1). Com isso, dado um valor numérico de U, o intervalo

utilizado um conjunto de valores auxiliares g;que formam a tabela guia:
g;= max j
i

9<kA

O algoritmo pode ser escrito como:
Método de tabelas-guia

Gerar U a partir da distribuicao uniforme em [0,1]
X |[(K+1)U+1]
X< gy +1
ENQUANTO qx.1 > U FAGA
X« X-1
RETORNE X

E possivel mostrar que o nimero esperado de comparacdes E(C) no
método das tabelas-guia € menor ou igual a 2 (ver Devroye, 1986). Além disso,
coma utilizacdo de tabelas de tamanho a(K+1) elementos, onde a € um nimero

inteiro maior ou igual a 1, tem-se que

E(C) <1+
o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421002/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421002/CA

Apéndice B: 203

Geradores para probabilidades discretas nao-uniformes

Dentre os métodos discutidos, o método das tabelas-guia é o que obtém
melhores resultados em termos de velocidade.

Nesta tese foram implementados o algoritmo de inversdo por pesquisa
binaria 2 e o0 método de tabelas-guia. Como era esperado, este Ultimo método

teve um desempenho superior.
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