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Apêndice A:  
Tensor de estrutura do gradiente 

Este apêndice introduz o chamado tensor de estrutura do gradiente, bem 

como formas de extrair informações a partir dele. 

Considere uma imagem, isto é, um campo escalar real definido sobre um 

conjunto de pixels (2D) ou voxels (3D). O vetor gradiente informa a direção de 

maior crescimento do campo. Se, localmente, o campo tiver uma estrutura linear 

ou planar (o campo é constante ao longo de uma linha ou de um plano), o 

gradiente será perpendicular à estrutura. Esse é o caso dos horizontes em dados 

sísmicos, ao longo dos quais a variação do sinal é pequena. Devido à presença 

de ruído, é necessário calcular de alguma forma a orientação média da imagem 

na vizinhança de cada ponto. Entretanto, este cálculo não pode ser feito 

simplesmente somando todos os vetores de uma região e dividindo pelo número 

de elementos (observe, por exemplo, que em torno de um ponto de máximo ou 

de mínimo, a soma dos vetores gradiente resulta em um vetor nulo).  

Assim, o problema em questão pode ser colocado da seguinte forma: 

dados os vetores v1,...,vk, em N dimensões, estimar a orientação média quando 

o sinal de cada vi  é ignorado. Essa forma de abordar o problema se baseia no 

trabalho de Rao et al. (1991). 

Seja u o vetor unitário ao longo da orientação média a ser estimada.  

A estimação é feita de forma que o vetor u maximize a soma do quadrado das 

projeções J : 

( )∑
=

=
k

i

T
iJ

1

2
uv  

A expressão acima pode ser reescrita como: 

( ) uvvuuvvuuvvuuuvv 
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A matriz T 

∑
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i

T
ii

1

vvT            (A.1) 

é simétrica; assim, pelo teorema de decomposição espectral (ver livros textos de 

álgebra linear como, por exemplo, Strang (1998)) T  pode ser decomposta como: 
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T=QΛQ-1= QΛQT 

onde Λ é uma matriz real diagonal e Q é uma matriz ortogonal formada pelos 

autovetores de T. Voltando à projeção J, tem-se, então, que: 

J  = uT T u = uT QΛQT u = (uT Q)Λ(QT u) = (QT u) T 
Λ (QT u) = y T 

Λ y. 

Observe que y é também um vetor unitário, obtido pela mudança de base 

definida pela matriz de rotação Q. Logo, para J ser máximo, o vetor u deve estar 

alinhado com a direção de maior autovalor de T. 

O tensor T é conhecido como tensor de estrutura e pode ser usado como 

ferramenta de análise local de estruturas lineares. Várias implementações e 

aplicações diferentes do tensor de estrutura são encontradas na literatura, sendo 

as mais antigas descritas nos trabalhos de Kass et al. (1987), Rao et al. (1991) e 

Haglund (1992). 

Observe que o tensor de estrutura T é semelhante à matriz de covariância, 

diferindo apenas pela ausência do desconto da média dos vetores v : 

∑
=

−−=
k

i

T
ii

1

))(( vvvvC . 

Entretanto, como se deseja apenas estimar a direção média, pode-se pensar 

que, a cada vetor vi incluído, também se inclui o seu simétrico –vi, de forma que 

ao final tem-se 0=v . 

Por sua vez, o chamado tensor de estrutura do gradiente (TEG) é definido 

utilizando-se o gradiente g como vetor de orientação. Como estimativas de 

derivadas de dados não suavizados são muito ruidosas, a estimativa do 

gradiente é feita pela convolução da imagem I(x) com derivadas parciais de 

primeira ordem da Gaussiana de desvio padrão σg. O filtro Gaussiano é 

escolhido por ser invariante por rotações e separável. Para uma imagem N-

dimensional as componentes do gradiente são: 

},...,1{),;()( NixG
x

Ig g

i

i ∈
∂

∂
⊗= σx  

O tensor de estrutura do gradiente é definido como  

TggT =  

onde ( )  indica algum tipo de média ponderada local. Novamente o núcleo 

Gaussiano é utilizado para calcular as médias dos elementos do tensor: 

);( Tijij xGTT σ⊗= . 

Observe que duas escalas foram introduzidas na definição do tensor: a escala 

envolvida na diferenciação (escala local) e a escala envolvida no processo de 
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suavização dos elementos do tensor (escala de integração). Esta segunda 

escala está relacionada com o tamanho das estruturas que se deseja detectar, e 

normalmente é escolhida de forma a ser entre três e dez vezes maior do que a 

escala local: 3σg < σT  < 10 σg (Bakker, 2002). 

A riqueza da análise pelo tensor de estrutura torna-se aparente com o 

estudo de seus autovalores. Em três dimensões, os autovalores, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3, 

podem ser utilizados para distinguir, dentre quatro diferentes casos, qual a 

estrutura presente localmente nos dados (Bakker, 2002): 

 

λ1 λ2 λ3 Descrição 

0 0 0 Energia zero, sem contraste. Intensidade constante sem qualquer 

estrutura mensurável. 

>0 0 0 Estrutura planar. 

>0 >0 0 Estrutura linear. Se λ1=λ2, então a seção transversal à estrutura 

linear é isotrópica, isto é, cilíndrica. 

>0 >0 >0 A estrutura subjacente desvia do modelo de estrutura linear. Se 

λ1=λ2=λ3, então a estrutura é isotrópica. 

Tabela 7: Estruturas locais identificadas pelos autovalores do tensor de estrutura do 

gradiente. 

 

Na prática, os autovalores não devem ser comparados com zero, mas sim 

contra limiares determinados pelo ruído e pela energia do sinal. A energia total 

do gradiente é dada pelo traço de TEG: 

∑
=

==
3

1

)(
i

ig TrE λT . 

Kempen et al. (1999) propuseram medidas independentes da confiança da 

classificação da estrutura local como planar ou linear: 

21

21

λλ

λλ

+

−
=planoC  

32

32

λλ

λλ

+

−
=linhaC  

Com uso das medidas de confiança, a classificação das estruturas pode ser 

reescrita como: 
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Tipo Autovalores Cplano Clinha 

isotrópico 321 λλλ ≈≈  ≈ 0 ≈ 0 

planar 321 λλλ ≈>>  ≈ 1 ≈ 0 

linear 321 λλλ >>≈  ≈ 0 ≈ 1 

Tabela 8: Estruturas locais identificadas pelas medidas de confiança derivadas dos 

autovalores do tensor de estrutura do gradiente. 
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Apêndice B:  
Geradores para probabilidades discretas não-uniformes 

Este apêndice faz uma rápida apresentação de alguns algoritmos de 

geração de números aleatórios para probabilidades discretas não-uniformes. A 

apresentação se baseia no livro de Devroye (1986).  

A geração de números aleatórios tem intrigado cientistas há várias 

décadas. Um grande esforço tem sido empenhado na criação de aleatoriedade 

em máquinas determinísticas (não aleatórias), isto é, no projeto de algoritmos 

computacionais chamados de geradores que sejam capazes de produzir 

seqüências de números “aleatórios”. Todos os geradores têm defeitos porque 

todos constroem o n-ésimo número de uma seqüência em função dos 1−n  

números anteriores, inicializados com uma semente não-aleatória. Além disso, 

para cada gerador, é sempre possível encontrar um teste estatístico de uma 

propriedade que faz o gerador falhar (Devroye, 1986). 

Uma variável aleatória discreta é uma variável aleatória que toma valores 

com probabilidade diferente de zero sobre um conjunto de pontos finito ou infinito 

contável. Sem perda de generalidade pode-se considerar tal conjunto como o 

conjunto dos inteiros não-negativos. A distribuição de uma variável aleatória X é 

determinada pelo vetor de probabilidade p0,p1,...: 

,...).2,1,0()( === ipiXP i  

O vetor de probabilidade, em geral, pode ser obtido de várias maneiras; por 

exemplo, a partir de uma expressão analítica ou de um subprograma que 

permite calcular pi para cada i (modelo caixa-preta). No caso de interesse desta 

tese, entretanto, a variável aleatória toma valores apenas sobre um conjunto 

finito com K elementos e o vetor de probabilidades corresponde a uma tabela de 

valores p0,p1,...,pK. 

Os algoritmos de geração de seqüências de números com uma dada 

distribuição não-uniforme se baseiam na hipótese de que se dispõe de um 

gerador perfeito de números aleatórios uniformes. Existem vários algoritmos 

para geração de números aleatórios discretos. Neste documento são 

apresentados alguns algoritmos pertencentes à classe dos métodos de 

inversão. Para uma visão mais completa, ver Devroye (1986). 
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Os métodos de inversão são baseados na observação de que as 

probabilidades acumuladas contínuas se distribuem uniformemente sobre o 

intervalo [0,1]. Se U é uma variável aleatória com distribuição uniforme sobre o 

intervalo [0,1], então uma variável aleatória X com uma distribuição acumulada 

contínua F pode ser obtida usando X=F -1(U). No caso em que X é uma variável 

aleatória discreta, esse fato pode ser reescrito como: 

)()1( XFpUpXF
Xi

i

Xi

i =≤<=− ∑∑
≤<

. 

Assim, a variável aleatória X divide o intervalo [0,1] em intervalos (F(X-1),F(X)], 

cada um com probabilidade ipiFiFiXP =−−== )1()()( . Uma solução exata 

das desigualdades de inversão pode ser sempre obtida em tempo finito.  

Existem várias técnicas possíveis para resolver as desigualdades de 

inversão. A mais simples é a inversão por pesquisa seqüencial: 

 

 Algoritmo de Inversão por pesquisa seqüencial 

 

 Gerar U a partir da distribuição uniforme em [0,1] 

 X←0; S←p0 

 ENQUANTO U > S FAÇA 

  X←X+1; S←S+pX 

 RETORNE X 

 

O número de comparações é igual a X+1, onde X é o valor da variável aleatória 

gerado. Uma otimização óbvia para a pesquisa seqüencial é permutar os inteiros 

de forma a se ter as probabilidades ordenadas decrescentemente. 

Outras reorganizações são possíveis. Por exemplo, pode-se trocar a 

pesquisa seqüencial por pesquisa em árvore binária. Nesse caso, cada nó folha 

possui um número inteiro entre 0 e K.  Cada nó interno possui um número real 

igual à soma das probabilidades de todos os nós folha encontrados antes do nó 

em um percurso em ordem simétrica (inorder traversal). 

 

Algoritmo de Inversão por pesquisa binária 1 

 

Gerar U a partir da distribuição uniforme em [0,1] 

Ptr ← Raiz da árvore 

ENQUANTO Ptr ≠ Folha FAÇA 

 SE Valor(Ptr) > U ENTÃO 
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  Ptr ← FilhoAEsquerda(Ptr) 

 SENÃO 

  Ptr ← FilhoADireita(Ptr) 

RETORNE X  ← Valor(Ptr) 

 

No caso de uma árvore completa com 2K+1 nós, a árvore tem uma altura de  

 )12(log1 2 ++= KL  

e a busca sempre executa L comparações. A cada comparação metade dos 

valores são eliminados. 

Uma variação da pesquisa em árvore binária atribui a todos os nós 

(inclusive os nós folha) um valor real de probabilidade: cada nó folha possui a 

probabilidade associada ao seu número inteiro, enquanto que cada nó interno 

tem, como probabilidade, a soma de seus dois filhos. Essa variação é utilizada, 

por exemplo, em Gydalyahu et al. (2001). Para gerar um número inteiro aleatório 

entre 0 e K, se percorre-se a árvore a partir da raiz até alcançar o nó folha 

resultante. A cada nó interno, é feita uma seleção uniforme de um número entre 

0 e o valor do nó. Caso o valor seja menor do que o valor do filho da esquerda, 

varre-se a subárvore da esquerda. Caso contrário, varre-se a subárvore da 

direita. 

 

Algoritmo de Inversão por pesquisa binária 2 

 

Ptr ← Raiz da árvore 

ENQUANTO Ptr ≠ Folha FAÇA 

 Gerar U a partir da distribuição uniforme em [0,Valor(Ptr)] 

 SE Valor(FilhoAEsquerda(Ptr)) > U ENTÃO 

  Ptr ← FilhoAEsquerda(Ptr) 

 SENÃO 

  Ptr ← FilhoADireita(Ptr) 

RETORNE X  ← Valor(Ptr) 

 

Nesta variação, a construção da árvore é mais simples, mas cada comparação é 

precedida de uma seleção sobre uma distribuição uniforme.  

O número esperado de comparações em uma árvore de pesquisa binária é 

igual a ∑
=

K

i

iiDp
0

, onde Di é a profundidade da i-ésima folha. A árvore de pesquisa 
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binária ótima em relação ao número de comparações é a árvore de Huffman. 

Esta é construída deixando os nós de menor probabilidade mais afastados do nó 

raiz. A necessidade de ordenação pelos valores de probabilidade torna o tempo 

de construção da árvore de Huffman da ordem de O(K logK). 

O algoritmo conhecido como método de tabelas-guia (method of guide 

tables) proposto por Chen e Asau (1974) se baseia em técnicas de hashing para 

executar a inversão. As probabilidades acumuladas são definidas por  

∑
=

≤≤=
i

j

ji Kipq
0

).0(  

Os métodos de inversão por pesquisa seqüencial ou por pesquisa em árvore 

binária se baseiam em identificar o intervalo (qi-1,qi]  a partir de uma seleção 

uniforme sobre [0,1] com a variável aleatória U. O método de tabelas-guia, por 

outro lado, explora a divisão em intervalos equi-espaçados, tais como 

).1(1],
1

,
1
1

( +≤≤
++

−
Ki

K

i

K

i
 Com isso, dado um valor numérico de U, o intervalo 

está automaticamente definido. Para achar o valor correspondente de X é 

utilizado um conjunto de valores auxiliares gi que formam a tabela guia: 

jg

K

i
q

i

j 1

max

+
<

=  

O algoritmo pode ser escrito como: 

 

Método de tabelas-guia 

 

 Gerar U a partir da distribuição uniforme em [0,1] 

  1)1( ++← UKX  

1+← XgX  

 ENQUANTO qX-1 > U FAÇA 

  1−← XX  

 RETORNE X 

 

É possível mostrar que o número esperado de comparações E(C) no 

método das tabelas-guia é menor ou igual a 2 (ver Devroye, 1986). Além disso, 

coma utilização de tabelas de tamanho α(K+1) elementos, onde α é um número 

inteiro maior ou igual a 1, tem-se que  

α

1
1)( +≤CE . 
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Dentre os métodos discutidos, o método das tabelas-guia é o que obtém 

melhores resultados em termos de velocidade. 

Nesta tese foram implementados o algoritmo de inversão por pesquisa 

binária 2 e o método de tabelas-guia. Como era esperado, este último método 

teve um desempenho superior. 
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