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Turbomáquinas. Centro de Ensino Sul/Sudeste, PETROBRAS,

volume II, Rio de Janeiro, março 1994.

[5] AVITABILE, P. Experimental Modal Analysis. Journal of Sound

and Vibration, p. 1–11, January 2001.

[6] BERGER, S., BONNEAU, O., FRÊNE, J. Influence of Axial
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Departamento de Engenharia Mecânica, PUC-Rio, Rio de Janeiro, RJ,

Brasil, 2006.

[26] RODRIGUEZ, P.. Effect of Tilting Pad Thrust Bearing on Rotor

Stability and Forced Response. PhD Thesis, School of Engineering

and Applied Science, University of Virginia, USA, 2000.

[27] LECKAR H., SAMPAIO R . Aspectos Matemáticos de Vibrações.
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Anexos

A.1

Energia Cinética Devido à Rotação

A.1.1

Velocidade Angular

Figura A.1: Sistemas de Referências

Sistemas de Referências.

(X0, Y0, Z0) −→ sistema inercial;

(X1, Y1, Z1) −→ sistema vinculado ao referencial 1 (rotação β̇);

(X2, Y2, Z3) −→ sistema vinculado ao referencial 2 (rotação α̇);

(X2, Y2, Z3) −→ sistema vinculado ao referencial 3 (rotação θ̇);
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Matrizes de Transformação. Transformação do referencial inercial para

o referencial 1.

1T0






cos(β) sen(β) 0

−sen(β) cos(β) 0

0 0 1




 . (A-1)

Transformação do referencial 1 para o referencial 2.

2T1






cos(α) 0 −sen(α)

0 1 0

sen(α) 0 cos(α)




 . (A-2)

Transformação do referencial 2 para o referencial 3.

3T2






1 0 0

0 cos(θ) sen(θ)

0 −sen(θ) cos(θ)




 . (A-3)

Velocidades Angulares. Velocidade do referencial 1 em relação a 0, no

sistema de coordenadas 1.

1(1ω0) =






0

0

β̇




 . (A-4)

Velocidade do referencial 2 em relação ao 1, no sistema de coordenadas

2.

2(2ω1) =






0

α̇

0




 . (A-5)

Velocidade do referencial 3 em relação 2, no sistema de coordenadas

3.

3(3ω2) =






θ̇

0

0




 . (A-6)

Velocidade angular do corpo em relação ao referencial inercial, escrito

no sistema de coordenadas 3:

3(3ω0) =3 (2ω1) +3 (3ω2) +3 (ω3) (A-7)
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3(3ω0) = (3T2)(2T1)
1(1ω0) + (3T2)

2(2ω1) +3 (2ω3) . (A-8)

Utilizando-se do MATLABr para o cálculo, pode-se escrever:

3(3ω0) =






θ̇ − sen(α)β̇

sen(θ)cos(α)β̇ + cos(θ)α̇

cos(θ)cos(α)β̇ − sen(θ)α̇




 . (A-9)

A.1.2

Energia Cinética

Considere-se o referencial vinculado ao corpo, isto é o rotor (referencial

3), de maneiras que o eixo coincida com os eixos principais devido à simetria

do rotor, então:

[Inertia] =






Ip 0 0

0 I 0

0 0 I




 . (A-10)

Onde Ip é o momento polar de inércia do rotor e I momento diametral

de inercia.

T =3 (3ω0)
T [Inertia] 3(3ω0) . (A-11)

Utilizando-se do MATLABr para calcular:

T =
1

2
Ip(β̇

2
− β̇2cos(α)2

− 2sen(α)β̇θ̇ + θ̇2) +
1

2
I(cos(α)2β̇2 + α̇2) . (A-12)

Simplificam-se as equação acima pressupondo-se pequenas rotações: α

e β ⇒ sen(α) ∼ α, sen(β) ∼ β, cos(α) ∼ 1, e cos(β) ∼ 1.

A energia cinética então pode ser escrita como:

T =
1

2
Ip(θ̇

2
− 2θ̇αβ̇) +

1

2
I(β̇2 + α̇2) . (A-13)
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A.2

Funções de Forma - Modelo da Viga de Timoshenko

Formulação da viga de Timoshenko:

GAKs(−θ′(x) − w′′(x)) = 0 ,

GAKs(θ(x) + w′(x)) − EIθ′′(x) = 0 . (A-14)

Os graus de liberdade são vistos na figura A.2.

Figura A.2: Graus de liberdade de um elemento de viga

Observar que o ângulo de cizalhamento é γ = θ−dw/dx. Neste modelo

a seção ransversal de área permanece plana, mas não necessariamente

pendicular a linha neutra. Considerando-se o material homogêneo-isotrópico

com densidade ρ, módulo de elasticidade E, modulo de cizalhamento G,

fator de cizalhamento ks; e a viga com propriedades geométricas A (área

de seção transversal) e I (momento de inércia). O deslocamento vertical é

dado por w e f é a força externa.

A relação entre as coordenadas do elemento e as coordenadas é dada

por: ξ = x/l, onde l é o tamanho do elemento. A equação será escrita em

coordenadas do elemento, desta forma as derivadas devem ser calculadas da

seguinte maneira:

dw(x)

dx
=

dw(ξ)

dξ

dξ

dx
= w′(ξ)

1

l
(A-15)

and
d2w(x)

dx2
=

d

dx

(
dw(x)

dx

)

. (A-16)
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Utilizando-se o resultado da primeira derivada, tém-se:

d2w(x)

dx2
= w′(ξ)

d

dx

(
1

l

)

︸ ︷︷ ︸

=0

+

(
d2w(ξ)

dξ2

dξ

dx

)(
1

l

)

= w′′(ξ)
1

l2
. (A-17)

O mesmo ocorre para θ(x):
dθ(x)

dx
= θ′(ξ)

1

l
e

d2θ(x)

dx2
= θ′′(ξ)

1

l2
.

Então a Eq. (A-14) pode ser reescrita como:

GAKs(−lθ′(ξ) − w′′(ξ))

l2
= 0 ,

GAKs(lθ(ξ) + w′(ξ))

l
−

EIθ′′(ξ)

l2
= 0 . (A-18)

w e θ serão representados como:

(

w

θ

)

=

(

h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

)









w1

θ1

w2

θ2









. (A-19)

As condições de contorno podem serescritas como:

w(0) = w1 w(1) = w2 θ(0) = θ1 θ(1) = θ2 . (A-20)

Introduzindo a Eq. (A-20) na Eq. (A-18), e usando-se o MATLABr

para os cáculos:

w(ξ) =
1

12EI + GAksl2
[
(12EI − 12EIξ + GAksl

2
− 3GAksξ

2l2 + 2GAksξ
3l2)w1

(12EIξ + 3GAksξ
2l2 + 2GAksξ

3l2)w2

(−6EIξl + 6EIξ2l − GAksξl
3 + 2GAksξ

2l3 − GAksξ
3l3)θ1

(6EIξl − 6EIξ2l + GAksξ
2l3 − GAksξ

3l3)θ2

]
, (A-21)

θ(ξ) =
1

12EI + GAksl2
[
(GAksξl − GAksξ

2l)w1 + (−GAksξl + GAksξ
2l)w2
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(12EI − 12EIξ + GAksl
2
− GAksξl

2 + 3GAksξ
2l2)θ1 (A-22)

(12EIξ − 2GAksξl
2 + 3GAksξ

2l2)θ2

]
. (A-23)

Definindo-se:

ϕ =
12EI

GAksl2
. (A-24)

Então:

12EI

12EI + GAksl2
=

ϕ

1 + ϕ
e

GAksl
2

12EI + GAksl2
=

1

1 + ϕ
. (A-25)

As funções de forma são dadas por:

h11 =
1

1 + ϕ

(
1 − 3ξ2 + 2ξ3 + ϕ (1 − ξ)

)
, (A-26)

h12 =
l

1 + ϕ

(

−ξ + 2ξ2
− ξ3 +

ϕ

2

(
ξ + ξ2

))

, (A-27)

h13 =
1

1 + ϕ

(
3ξ2

− 2ξ3 + ϕξ
)

, (A-28)

h14 =
l

1 + ϕ

(

ξ2
− ξ3 +

ϕ

2

(
ξ − ξ2

))

, (A-29)

h21 =
1

(1 + ϕ)l

(
6ξ − 6ξ2

)
, (A-30)

h22 =
1

1 + ϕ

(
1 − 4ξ + 3ξ2 + ϕ (1 − ξ)

)
, (A-31)

h23 =
1

(1 + ϕ)l

(
−6ξ + 6ξ2

)
, (A-32)

h24 =
1

1 + ϕ

(
−2ξ + 3ξ2 + ϕξ

)
. (A-33)

Observar que se ϕ = 0, as funções h11, h12, h13 e h14 serão funções

de Hermite, então os elementos da matriz serão os mesmos para o modelo

de Euler-Bernoulli. Esta função de forma são mostradas na Fig. A.3 para

ϕ = 10−4.
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Figura A.3: Funções de forma para um elemento de viga de Timoshenko.
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A.3

Modelo Simplificado de Rotor

O problema industrial descrito no caṕıtulo 2 deve ser analisado de uma

forma que se aplique um modelo numérico que possa modelar o problema

industrial do compressor bp, figura 2.10. Considere-se o caso mais simples

de simulação numérica, que é o modelo do rotor de Laval, sobre o que se

discorrerá.

O modelo de rotor estudado, chamado de Laval em homenagem ao brilhante

engenheiro sueco que o propôs ao fim do século XIX, é de um rotor

bi-apoiado, com as seguintes caracteŕısticas:

– Massa concentrada no impelidor;

– Eixo de massa despreźıvel, mas dotado de elasticidade, suposta linear,

caracterizado pela rigidez k, que gira a uma rotação de ω em na direção

z.

– Impelidor gira sobre seu próprio centro (Ω) e orbita em relação à linha

de centro dos apoios (mancais).

– O centro de massa G não coincide como centro geométrico do disco O

(desbalanceamento).

– A excentricidade e é o módulo do vetor
−→
OG.

– x e y são as coordenadas do centro do disco O em relação ao sistema

fixo, x − y, com eixo z passando pelo centro dos mancais .

Figura A.4: Referencial Móvel ξ × η

Considere-se inicialmente o rotor ŕıgido, com o eixo z perpendicular

ao impelidor (sem considerar o efeito giroscópico), ou seja, o movimento

com apenas dois graus de liberdade.
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As coordenadas do centro de massa G são:

{

x + e cos Ωt

y + e sin Ωt

Aplicando a Lei de Newton ao movimento, para
dφ

dt
= Ω, obtém-se:

{ md2(x+e cosΩt)
dt2

+ kx = 0

md2(y+e sinΩt)
dt2

+ ky = 0

Jφ̈ = 0

(A-34)

Observa-se da equação A-34 que as equações não são acopladas e não

dependem da coordenada angular φ se φ̇ = Ω é constante. A euqação do

movimento A-34 pode ser deduzida das equações de energia, utilizando-se

a equação de Lagrange.

A Equação de Lagrange do movimento A-35 é dada de forma

mais geral por:

d

dt

(
∂T

∂q̇k

)

−
∂T

∂qk

= Qk, k = 1, 2, ..., n (A-35)

e observa-se que Qk corresponde a forças generalizadas tanto conservativas

quanto não-conservativas.

É comum se distinguir entre forças conservativas e não-conservativas, ou,

Qk = Qkc + Qknc, k = 1, 2, ..., n (A-36)

Relembrando-se que a energia potencial depende apenas das

coordenadas, pode-se escrever:

δWc = −δV = −

n∑

k=1

∂V

∂qk

δqk =
n∑

k=1

= Qkcδqk (A-37)

de maneiras que as forças conservativas generalizadas tem a seguinte forma

Qkc = −
∂V

∂qk

, k = 1, 2, ..., n (A-38)

Introduzindo-se a equação A-36 e a equação A-38 na equação A-35 obtém-se

d

dt

(
∂T

∂q̇k

)

−
∂T

∂qk

+
∂V

∂qk

= Qknc, k = 1, 2, ..., n (A-39)
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e finalmente como as a energia potencial não depende das velocidades a

equação A-39 pode ser escrita na forma:

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)

−
∂L

∂qk

= Qknc, k = 1, 2, ..., n (A-40)

onde L = T − V é o Lagrangiano.

Considerando-se as premissas de que no movimento não se consideram forças

não-conservativas, a equação de Lagrange aplicada ao movimento do rotor

de Laval A.3 ŕıgido é dada considerando-se:

– Energia Cinética e Potencial associadas ao movimento, em relação às

coordenadas do referencial estacionário, sendo ω a rotação do centro

do impelidor em relação ao sistema fixo x − y − z:







T = 1
2
m

[

d (x+e cosΩt)
dt

]2

+ 1
2
m

[
d(y+e sinΩt)

d

]2

+ 1
2
Jω2

V = 1
2
kx2 + 1

2
ky2

Aplicando-se a Equação de Lagrange para x, y e φ chega-se a (para

φ̇ = Ω):

{ d
dt

[ ∂
∂ẋ

(T − V )] −
∂
∂x

(T − V ) = md2(x+e cosΩt)
dt2

+ kx = 0
d
dt

[ ∂
∂ẏ

(T − V )] −
∂
∂y

(T − V ) = md2(y+e sin Ωt)
dt2

+ ky = 0
d
dt

[ ∂

∂φ̇
(T − V )] −

∂
∂φ

(T − V ) = d
dt

[Jω] = 0

(A-41)

As primeiras equações de A-34 e A-41 são idênticas, equanto as últimas

simplesmente implica que ω = Ω, a velocidade de rotação constante. Desta

forma o movimento radial do disco independe do movimento em relação ao

eixo z, sob as premissas assumidas.

Representação Polar e Precessão

Multiplicando-se a segunda equação de A-34 por ı = (−1)
1

2 e

adicionando-a à segunda, obtém-se:

m(ẍ + ıÿ) + k(x + ıy) = meΩ2eiΩt (A-42)

Introduzindo-se r = x + ıy, pode-se escrever:

mr̈ + kr = meΩ2eiΩt (A-43)
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Figura A.5: Sistema de coordenadas estacionário e móvel

Para se entender o significado f́ısico da quantidade r considera-se um

sistema de coordenadas (x, ıy) no plano do disco com sua origem no centro

do disco na posição de equiĺıbrio estático. Se o centro do disco é deslocado

da posição de equiĺıbrio de x e y, r = x + ıy, o raio r representa o vetor
−−→

OO′ da figura A.3, se se considera o pano x − ıy como o plano complexo.

Uma vantagem da equação A-43 é que o número de equações que descreve

o movemento é dividida por dois, mas, em contrapartida opera-se com

números complexos.

Considere-se o sistema móvel (η, ξ), figura A.3, que gira a uma rotação

constante ω = Ω em relação a O. Seja o numero complexo ζ a distância entre
−−→

OO′ medida no referencial móvel, dada pelas seguintes coordenadas:

ζ = η + ıξ (A-44)

Entre r e ζ existe a seguinte relação:

r = ζeıΩt (A-45)

ζ = re−ıΩt (A-46)

Sendo R o comprimento do vetor
−−→

OO′ suas coordenadas polares em
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Figura A.6: Simulação do Rotor de Laval

ambos sistemas de coordenadas são:

r = Reıφ1 , ζ = Reıφ2 (A-47)
r

ζ
= eı(φ1−φ2) = eıΩt. (A-48)

Em termos do sistema móvel de coordenadas, a equação A-43 pode

ser escrita como:

m(ζ̈ + 2ıΩζ̇ − Ω2ζ)eıΩt + kζeıΩt = meΩ2eıΩt (A-49)

Sabendo-se que
√

k
m

= ωn, a primeira freqüência natural do sistema, e

dividindo-se a equação A-49 por meıΩt, obtém-se a equação do movimento

no sistema de coordenadas móveis:

ζ̈ + 2ıΩζ̇ + (ω2
n − Ω2)ζ = eΩ2 (A-50)

Dinâmica do rotor de ”de Laval”, sem dissipação de energia, na figura

A.3 é um mero sistema massa-mola com dois graus de liberdade.
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Limitações do Modelo de Laval

– O modelo ”de Laval”nem sequer representa os esforços axiais sobre

mancais axial (de escora) do compressor.

– O modelo não considera a massa do eixo na dinâmica do rotor nem

as variações geométricas e f́ısicas das secções transversais ao longo do

rotor.

– O modelo separa rigidez de massa;

– O problema observado não poderia sequer ser abordado no modelo

simplificado ”de Laval”, uma vez que a posição do defeito se localizava

num ponto sem massa, nem considerada na formulação do modelo.
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