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4
Analise Modal

4.1
Introducao

Este Capitulo tem como objetivos: basicamente representar a dinamica
de modelos mecanicos lineares e ajudar a desenvolver um entendimento
das técnicas de andlise modal, onde a resposta total do sistema pode ser
construida pela combinacao de modos individuais de vibragao.

Dados os tres sistemas de complexidade crescente a seguir:

[M]u(t) + [KTu(t) = 0(¢) (4-1)
[M]u(t) + [Glu(t) + [K]u(t) = 0(2) (4-2)
[Mu(t) + [C + Glu(t) + [K]u(t) = 0(t). (4-3)

apresenta-se a analise modal de cada um deles.

No caso do problema industrial apresentado nesta Dissertacao, a analise
modal, e a dinamica do sistema com forcamento, serd baseada na equacao
4-2.

A natureza do amortecimento num sistema determinara a forma de sua
representacao. Em estruturas levemente amortecidas, onde o amortecimento
vem de perdas em juntas, por exemplo, pode-se utilizar a andlise modal,
permitindo-se reconstruir o problema em termos de modos individuais de
vibragao, com um tipo particular de amortecimento, dito proporcional. Para
sistemas fortemente amortecidos, o tipo mais geral com amortecimento
nao-proporcional, tem-se que utilizar as equacoes diferenciais acopladas para
solugao do problema.

O diagrama da figura 4.1 mostra a metodologia para analisar uma
estrutura levemente amortecida usando modos normais. A solucdao comeca

por se obterem as equacoes de movimento nao-amortecido em coordenadas
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fisicas. O préximo passo ¢ solucionar o problema de autovalor, gerando
autovalores (freqiiéncias naturais) e autovetores (modos de vibrar). Esta é
a parte mais intuitiva do problema e permite aprofundar-se na dinamica da
estrutura pelo reconhecimento de seus modos e freqiiéncias naturais.

Para se obterem as respostas em freqiiéncia e no dominio do tempo faz-se
necessario transformar-se o modelo das coordenadas fisicas originais para
um novo sistema, o modal ou sistema de coordenadas principais, operando
as equacoes originais com a matriz de autovetores. Na matriz de coordenadas
modais as equagoes nao-amortecidas originais acopladas de movimento
sao transformadas para um mesmo numero de equacoes nao-acopladas de
equacgoes. Cada equacao desacoplada representa um modo particular de
vibragao do sistema. E neste momento em que o amortecimento proporcional
é aplicado. E trivial resolverem-se estas equagoes desacopladas para a
resposta dos modos de vibracao para fungoes de forcamento ou condigoes
iniciais, uma vez que cada equacao representa um sistema com um grau
de liberdade. A resposta desejada é entao trazida para o sistema de
coordenadas fisicas, de novo, utilizando-se a matriz de autovetores para
conversao, resultando na solucao em coordenadas fisicas.

A seqiiéncia da Anélise Modal de um dado sistema ”complicado”é:
1. transformar o sistema num sistema de coordenadas mais simples;
2. solucionar o sistema no sistema mais simples de coordenadas;

3. retornar ao sistema de coordenadas original (analogamente ao se
utilizar das Transformadas de Laplace para solucao de sistemas de

equagoes diferenciais).

Coordenadas Transformacao ao Sistema
Equacoes de Movimento Acopladas Problema de Autovalores ‘ de Coordenadas Modais
Condigoes Iniciais AAutovalores ‘ Autovalores
Forcas utovetores Autovetores

Transformacao da Solugao

Forma Espago e Estado em Coordenadas Fisicas
Dominio do Tempo

Dominio da Freqiiéncia
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4.1.1
Funcoes de Transferéncia

Sistema com um grau de liberdade

Sistemas lineares de multiplos graus de liberdade comportam-se como
multiplos sistemas de um grau de liberdade. Portanto um simples exemplo
de um sistema de um grau de liberdade, amortecido, pode ser extrapolado
para um sistema de multiplos graus como se vé a seguir.

A equacao deste sistema é dada por:

mi +ct + kx = f (4-4)

Tomando-se a transformada de Laplace para solucionar uma equagao

diferencial de segunda ordem, dadas condigoes iniciais:

dx(0)
ds

L{i(t)} = s*X(s) — s2(0) — (4-5)

onde z(0) e dz(0)

respectivamente e Xds é a transformada de Laplace de .

sao as condicoes de posicao e velocidade iniciais,

L{F(1) = s2X(s) (4-6)

A transformada de Laplace para uma equacao de um grau de

liberdade, equacao 4-4, é dada por:

ms?X (s) + csX (s) + kX (s) = F(s) (4-7)

A fungao de transferéncia é dada por:

X 1 -
(s) _ _ n (4-8)
F(s) ms*+tes+khk 2+ s+ 2

m

A fungao 4-8 pode ser reescrita definindo-se:

1. w, = %, onde w, ¢ a freqiiéncia natural do sistema conservativo

associado, medida em radianos/segundo;

2. Cer = 2V km, onde c.,. é o valor do amortecimento ”critico”;

3. ( é o coeficiente do amortecimento proporcional, dado como c ;
cr
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Reescrevendo a equacao 4-8 com as substituicoes devidas chega-se a:

X(s) _ m
F(s) 824 2Cw,s + w2 (4-9)

bRab)

Substituindo-se ”s”por ”jw” para se calcular a resposta em freqiiéncia,

onde ”j”é o operador imaginario, a equagao 4-9 torna-se:

1
X(w) m _
FQjw)  (w)? + 2w (jw) +wp
1 1
m _ mw? _
—(w)2 4 2Cw,wi + w? 2w,j  w?
(W)? + 2wnwj +wn 2 J
w w
1 1
~ mw? mw? (4-10)

@y Kl (R -1 25

Observa-se que a equacao 4-10 da resposta em freqiiéncia mostra como
varia al em funcao da freqiiéncia, w. A razao é um nimero complexo como
. . . w
propriedades interessantes em diferentes valores de —-.

w
A baixas freqiiéncias relativas a freqiiéncia de ressonancia, w? > ww, > w?,

a funcao de transferéncia é dada por:

1
. — 1
1L 1 1
2w) _ m__ o~ mo_ - == (4-11)
Fjw)  —(W)?+2wuwj +w? w2 mw?  m(E) ok

Uma vez que o valor resposta em freqiiéncia em qualquer freqiiéncia é

um numero complexo, pode-se obter a magnitude e fase.

‘Xo’w) 1
F(jw) k

X(w) )
TG =" (4-12)

< . N 1 .
Entao o ganho a baixa freqiiéncia é constante (%), ou o inverso da

rigidez. A fase é 0°, porque o sinal é positivo.
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A altas freqiiéncias, w? > ww, > w?.

1
X(w) " -
Fjw) —(w)?+2(wpwj+w?2 —w? mw?

|

0
3=

I
—~
=
—
w
~—

X(@w)| | -1] 1
F(jw)|  |mw?|  muw?
X(jw)
— = —180° 4-14
F(jw) #14)
. , 1 ,
A altas freqiiéncias o ganho é dado por e a fase é 180°, porque o
(mw?)

sinal é negativo.

A freqiiéncia de ressonancia w = w,, a funcao de transferéncia é dada

por:

1
X(jw) m
F(jw) —(w)?+ 2(w,wj + w2
1 1 —j
= 1 1 = -
2Qww,mg B0k 2¢5 2€
Magnitude e fase de ressonancia:
’Xow) _|F
F(jw) 20| 2
X(jw)
L—"—==-=90° 4-16
F(jw) (10

A magnitude da ressonancia é o ganho a baixa freqiiéncia, %,
dividida por 2(. Desde que ¢ é um nimero normalmente pequeno, 1% do
amortecimento critico ou 0.01, a magnitude na ressonancia é amplificada.
O angulo de fase na ressonancia é —90°, como na figura 4.1

A relagdo entre a magnitude do angulo de fase, variando-se o
coeficiente de amortecimento de 0.1 a 1.0 com passo de 0.1 é mostrado
na figura 4.2.
O programa para tracagem dos graficos das figuras 4.1 e 4.2 é desenvolvido
em MATLAB®, sdofxfer.m, obtidos com a referéncia [12].

Considerando-se que m = k = 1.0. Estes m e k resultam num w,, de valor
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SDOF magnitudes de resposta em freqliéncia para { = 0.1 a 1.0 em passo 0.1

10 , ——— , : ,

10 ; ; R S S S S ; ; ;

10°
freqiiéncia em rad/s

Figura 4.1: Magnitude versus Freqiiéncia

1.0 rad/seg.

O pico de vibracao na figura 4.1 ocorre na freqiiéncia de 1.0 rad/seg. A

: : a1 0 :
magnitude da baixa freqiiéncia ¢ — = 10° = 1, como pode ser visto na
figura 4.1. Todas as curvas dos valores de amortecimento sao préximos de
1.0 a baixas freqiiéncias.

A altas freqiiéncias a magnitude é dada por e, desde que m = 1,

(mw?)”

obtém-se a magnitude como % Confirmando-se na figura 4.1 a freqiiéncia
a 10 rad/seg, a magnitude é ﬁ ou 0.01.

Observar que a curvatura das assintotas a baixa freqliiéncia é zero,
significando que ela ndao muda com a freqiiéncia. No entanto a curvatura
das assintotas a alta freqiiéncia é ”—2”, significando que para cada
incremento decimal a magnitude a altas freqiiéncias decai em duas ordem
de magnitude devido ao termo w? no denominador. A curvatura ” —2"num

grafico log-magnitude versus log-freqiiéncia vem da equacao 4-17

1
log |alta frequencia| log(—2) = —2logw (4-17)
w
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Da figura 4.2 observa-se que na ressonancia (w,, = 1.0 rad/seg) a fase
para todos os valores de amortecimento é —90°. A baixas frequiéncias, a fase

se aproxima de 0° e a altas freqiiéncias a fase se aproxima de —180°.

SDOF fases de resposta em freqiiéncia para{=0.1a 1.0 em passo 0.1

0 T T T T T T T T T T

-120

-140 -

-160 -

180 i i R S S S S i i

10 10°
freqUiéncia em rad/s

Figura 4.2: Fase versus Freqiiéencia para Diferentes Coeficientes de
Amortecimento

Locus das Raizes

’

E interessante obterem-se valores de polos e zeros de uma
maneira sistemética. Utilizando-se 0 MATLAB®, para diversos valores de
amortecimento pode-se calcular pélos e zeros, utilizando-se o programa
tdofpz3x3rlocus.m baseado em [12].

Traca-se o grafico para varios valores de amortecimento de cl e c2.
Valores de amortecimento nulo fornecem poélos e zeros no eixo imaginario.
Os podlos sao localizados a 0, 0, 15, £1.7325. Os zeros sao localizados
a +£0.625 e £1.625. Na medida em que se incrementa o amortecimento a

partir do zero, os pélos e zeros (exceto os dois pélos da origem) partem para
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a esquerda, longe do eixo imaginario. Pélos e zeros movem-se a diferentes
taxas a medida que o coeficiente de amortecimento varia. Os pélos a +175 e
zeros £0.627 movem-se a esquerda menos que os polos a +£1.7327 e os zeros
a +1.627.

Polos e Zeros de X11

2 T T I I I I I
; * *
1 * O O
L : . Q... P S
1.5 :*O :
* O
1 N g )oKk
*OO ** ‘
* O
OBF - - *@ ,,,,,,,,,,,,,,,, @QDI)ZD ,,,,,,
% *
OF P SRR
E %
—05F * @ """ """ o Qo Do
* -0 : . :
* O : :
T ... o ***** ,,,,,,
* Q
O
_15— """""""" R 'S Sl
: O
* £ Se)
-2 i i i i i | |
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
Real

Figura 4.3: Locus de Raizes de Pdlos e Zeros para Fungao de Transferéncia

4.1.2
Sistema com Trés Graus de Liberdade

Para um sistema com trés graus de liberdade, sistema massa -mola
na horizontal, restringindo-se cada um dos outros dois graus de liberdade,
montam-se as matrizes de massa, rigidez e amortecimento.

Apds montarem-se as equacoes de movimento, passa-se do dominio do
tempo para o dominio da freqiiéncia, utilizando-se da transformada de
Laplace nas equagoes de movimento.

O sistema de trés graus de liberdade em forma matricial é escrito na forma:

m1 0 0 T c1 —c1 0 T1
0 mo 0 T2 —cC1 (Cl + 02) —cC2 To
0 0 ms I3

0 —c2 co

+ +

z3
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k1 —k1 0 1 Fi
—k1 (kl +k2) —ko T2 P
0 —ko ko T3 F3

Aplicandos-se a transformada de Laplace, assumindo as condicoes iniciais

de deslocamento e velocidade nulos, representa-se a equagao matricial de

movimento representadas pelos deslocamentos originais X;, X5 e Xj:

my 0 O s2 X, c —cp 0 s X,
0 me O 32Xy |+ | —a1 (1 +c) —c sXs | +
0 0 mg 52 X5 0 —Cy Co s X3
k1 —ky 0 X F
ke (it k) —ke || X | =] B
0 —ko ko X3 F;

Rearranjando-se os termos na forma de Laplace, obtém-se:

(mys% + cis + ky) (—c1s — ky) 0 X, F
(—015 — kl) (m282 +c18 + k’l + kQ) (—028 - ]{72) XQ = F2
0 (cos — ko) (m3s® + ca5 + ko) X5 F,

Desenvolvendo-se a equacao no dominio da freqiiéncia apds a aplicacao da

transformada de Laplace chegam-se as seguintes funcoes de transferéncia:

X1 { 34(m2m3) + 53(m3C1 + mscCo + mQCQ) + 82(0162 -+ mgk’g + m3k1 -+ m3k2)+

b/pen

Fl S(Clkz + Cgkl) + kle

Xl 3 2

5 {s*(mac1) + s*(cica + maky) + s(cika + coky) + kika}/Den

X, ,

7= {s%(cic2) + s(ciky + coky) + kika}/Den

X2 3 2

2 {s%(macr) + s*(cica + mski) + s(cika + cokn) + kika}/Den
1

¥ st(mims) + s3(micy + mscy)

72 = { +8*(maks + cre2 + msky) }/Den
2

‘I‘S(Clk’g + Cgl{fl) + ]{?1]{52
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= {s*(mica) + 5°(mika + c13) + s(crka + cak1) + kika}/Den
= {82(0162) -+ S(Cle + CZkl) + klk?}/Den

= {s3(macy) + s2(miks + c1c0)s(crka + coky) + kika} /Den

+52(m2k1 + mlkg + 0162)

st(mimy) + s3(micy + macy)
{ }/Den
+S(Clk2 + Cgk’l) + k’lk'g

Enquanto Den é:

st(mimamg) + s*(mamsey + mymacy + mymace + mymscs)

D 2{ +s2(mymaky + mamgks + macica + macica + mycicy + kymams)
en=s

+8(m3€1k’2 + mQCQk’l) + m102k1 + mlclk’g + m302k1 + mzclk’g)
+(m1k71k‘2 + m2k1k2 + mgk‘lk‘z)

O denominador, Den, comum a todas funcoes de transferéncia, gera

a equagao caracteristica, Den = 0.

Simplificando-se o sistema tem-se:

mp = Mg = M3z =M
Cl =Cy =2¢C

kl == k‘g = ]{Z (4—18)

X
X1 = =5 = (m%s* + 3mes® + (2 + 3mk)s® + 2cks + k?)/Denl  (4-19)

Fy
X
Xpp = Fl = (mes® + (¢* + mk)s® + 2cks + k*)/Denl (4-20)
2
X 2.2 2
Xi3 = — = (¢"s” 4+ 2cks + k°)/Denl (4-21)

Fy

X
Xo1 = 72 = (mes® + (¢* + mk)s* + 2cks + k*)/Denl (4-22)
1
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X
Xpp = ?2 = (m?s* 4+ 2mcs® + (¢ + 2mk)s® + 2cks + k?)/Denl (4-23)
>
Xy 3 2 2 2
Xo3 = 7= (mes® + (¢* + mk)s” + 2cks + k°)/ Denl (4-24)
3
X—&—(“ 2cks + k?)/Denl 4-25
5= g = (" + 2cks + &%)/ Den (4-25)
X3 3., (.2 2 2
Xs3p = o = (mes® + (¢ + mk)s® + 2cks + k) /Denl (4-26)
2
X
Xag = ?3 = (m?s* 4 2mes® + (¢ + 2mk)s® + 2cks + k?)/Denl (4-27)
3

onde:

Denl = {m®s* + 4m?cs® + (4m*k + 3mc?)s* + 6mcks + 3mk®}s? (4-28)

4.2
Andlise Modal de um Sistema de Multiplos Graus de Liberdade
Nao-Amortecido

A analise modal de um sistema dinamico de multiplos graus de
liberdade é uma extensao natural de um sistema de um grau de
liberdade. Para muitos sistemas mecanicos e estruturas mecanicas, mais
de uma coordenada é necessario para descrever seu movimento e vibracao
suficientemente. O resultado é um sistema de multiplos graus de liberdade.

Tal modelo é caracterizado pelas matrizes de massa e rigidez.

4.2.1
Modos Normais de Um Sistema de Miiltiplos Graus de Liberdade
Nao-amortecido

A equacao de movimento livre para um sistema de multiplos graus de

liberdade leva ao seguinte problema de autovalor:

([K] = N [M])¥ =0 (4-29)
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Ambas matrizes [M]| e [K] sdo simétricas. A matriz de massa é
positivo-definida e a de rigidez pode ser positiva semi-definida se o sistema
possui modo de vibracao de corpo rigido.

A solugao da equagao 4-29 é composta de 'n’ autovalores w? e de n’
autovetores W,.(r = 1,2,...,n). A raiz quadrada destes autovalores sao as
frequéncias naturais do sistema e os autovetores, seus modos de vibrar. E
claro que os modos de vibragao nao sao unicos uma vez que os multiplos
de VU, também satisfazem a equacao 4-29. Os modos de vibrar V¥, sao ditos
modos principais ou modos normais do sistema. Eles também sao chamados
os modos nao amortecidos por razoes dbvias.

Sabe-se da Algebra Linear que se as freqiiéncias naturais sao nao-nulas
e distintas, entao todos os modos de vibrar sao independentes. Desta forma,
'n’ modos de vibrar formam uma base do espaco vetorial de dimensao
'n’. Caso algumas freqiiéncias naturais coincidam , a independéncia dos
correspondentes modos de vibrar se perde.

Seja um sistema massa-mola com 4 massas.

1000
0100
M] = K 4-30
[M] 0010 l5Y (4-30)
000 1
e
2000 —1000 0 0
1000 2000 —1000 O
(K] = N/m (4-31)
0  —1000 2000 —1000
0 0  —1000 2000

Uma solucao da equagao 4-29 produz os seguintes autovalores e
autovetores os quais mostram as freqiiéncias naturais e os modos de vibrar

do sistema;

A = 381.987(rad/s)* A3 = 1381.97(rad/s)*
A3 = 2618.03(rad/s)* \] = 3618.03(rad/s)*
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0.37363 )

0.60455
0.60455

0.37363 |
—0.44721

0.27639
0.27639

w
I

—0.44721 )

(—0.36180 )
—0.22361
0.22361
0.36180

[ —0.82706 )
1.33821
~1.33821
0.82706

99

(4-32)

Normalmente em analise modal representam-se os autovalores e

autovetores em forma de matrizes de maneira que:

(rad/s)?

381.966
1381.97
7]
2618.03
3618.03
e
0.37363 0.60455 0.60455 0.37363
0] = —0.36180 —0.22361 0.22361 0.36180
—0.44721 0.27639 0.27639 —0.44721
—0.82706 1.33821 —1.33821 0.82706
Ou seja
_wf _
w3
A2 W | (rad/s)y?
I wy |
e
[‘I’]: Uy Wy Uy v,

[\2] é dita de matriz espectral e [¥] é dita matriz modal.

(4-33)

(4-34)

(4-35)

(4-36)

Com as equacoes 4-35 e 4-36, a equagao 4-29 pode ser escrita na forma:

(4-37)
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Verifica-se o seguinte do exemplo numérico:

2000 —1000 0 0 0.37363  0.60455
~1000 2000 —1000 0 —0.36180 —0.22361
(K] = N/m x
0 —1000 2000 —1000 —0.44721  0.27639
0 0 —1000 2000 —0.82706  1.33821
0.37363  0.60455  0.60455  0.37363 381.966
—0.36180 —0.22361  0.22361  0.36180 1381.97

—0.44721  0.27639 0.27639  —0.44721
—0.82706  1.33821  —1.33821  0.82706

SO O O =
oS O = O
o = O O
= O O O

60
0.60455  0.37363
0.22361  0.36180 |
0.27639  —0.44721 |
—1.33821  0.82706
d/s)4-38
2618.03 (rad/s){4-38)

Ortogonalidade de um Sistema Nao-amortecido de Muiltiplos Graus de

Liberdade

As propriedades de ortogonalidade de um sistema nao-amortecido de

multiplos graus de liberdade sao manifestas entre o seu modelo espacial e o

esimo esimo

seu modelo modal. Considere o r es modo do sistema. A equacao

4-29 torna-se:

(K] —w

=

=
I
o

s

Premultiplicando-se 4-40 por U7 da:

(K] - W M), =0

S

Transponde-se a equacao 4-39 e pés-multiplicando-a por ¥y, da:

U ([K] = w;[M]) s = 0
Subtraindo-se as equacgoes 4-41 e 4-42 obtém-se:
(W = w) Ty [M]T, =0

Desde que w? # w?, a equagao 4-43 mostra que, para r # s

UMW, =0

Substituindo-se a equagao 4-44 na equagao 4-42, da, para r # s:

UKW, =0

(4-39)

(4-40)

(4-41)

(4-42)

(4-43)

(4-44)

(4-45)

Com as equacoes 4-44 e 4-45 significa que os modos de vibrar sao

3618.03
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ortogonais entre si com respeito as matrizes [M] e [K]. Pre-multiplicando-se

a equagao 4-39 por U1 obtém-se:

VKU, = VKW, (r=1,2,...,n) (4-46)
Sejam:
Uy (M]P, =m, (4-47)
VK]0, =k, (4-48)
ky
w? = . (r=1,2,...,n) (4-49)

Chamam-se m, e k, de massa modal e rigidez modal, ou massa generalizada

€M% modo, porém nao tém as mesmas unidades

e rigidez generalizada do, r
de massa e rigidez.

O resultado das equacoes 4-39 a 4-48 dizem que os modos de vibrar de um
sistema nao-amortecido de multiplos graus de liberdade com freqiiéncias
naturais distintas sao ortogonais entre si com respeito a matriz de massa e
a matriz de rigidez. Isto é conhecido como principio da ortogonalidade.

Na forma matricial este principio pode ser escrito mais sucintamente na

forma:
my 0 0

VM =)= | T (4-50)
ki O 0

UKW = [k] = 0 & ... 0 (4-51)

e [wr] = [l [ma] ™! (4-52)

A matriz [m;] é referida como a matriz de massa modal, [k;] como a matriz
de rigidez modal. Nelas, os elementos diagonais [m;] sao as massas do %"
modo e [k;] a rigidez modal deste modo.

Desde que 'n” modos de vibrar de um sistema de multiplos graus de
liberdade nao-amortecido conjuntamente formam a base para um espaco
vetorial de dimensao 'n’, pode-se afirmar que a vibracao livre do sistema

consiste na combinagao linear de todos os modos. A equacao de movimento
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do sistema converte-se num problema de autovalor.
([K] = N[M])X =0 (4-53)
Assim tem-se:

X = [0y (4-54)

A equagao 4-53 se torna:

([K] = N [M][¥]Y =0 (4-55)

T

Premultiplicando-se a equagao 4-55 por [U]' e usando-se o principio

da ortogonalidade, a equacao se transforma em:

([ki] = X[ma))Y =0 (4-56)

Desta forma, descobre-se que os modos de vibracao podem
diagonalizar a equagao matricial de movimento e desacoplar as 'n’ equacao
acopladas em 'n’ equacgoes independentes. Isto significa que um sistema de
mulitplos graus de liberdade agora efetivamente se transforma num conjunto
de sistemas de um grau de liberdade.

O desacoplamento nao sé permite uma conveniente andlise numérica,

como também oferece a interpretacao fisica de seu comportamento modal.

4.2.2
Resposta em Freqiiéncia de Um Sistema Nao-amortecido com
Muiltiplos Graus de Liberdade

Matriz de Rigidez Dindmica e Matriz de Receptancia

O sistema de miltiplos graus de liberdade com forcamento tem a

seguinte equacao de movimento:

[M]i(t) + [Ka(t) = f(t) (4-57)

Na equagao 4-57 f(t) é um vetor de forga n x 1 de 'n’ forcas externas. Se

estas forgas sdo harmonicas, com a mesma freqiiéncia e fase (assume-se fase
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zero), entao:

Fy
Fy
ft)=1 ... | sinwt (4-58)

F,
Na equagao 4-58 F, (r = 1,2,...,n) s@o as amplitudes das forgas
harmonicas. Estas sao grandezas reais.
Seja uma barra engastada exccitada por um conjunto de forgas externas.
O sistema vibrara harmonicamente. Os vetores de aceleracao e deslocamento

podem ser expressos como:

;

X
X
xz(t) =4 ... psinwt= Xsinwt (4-59)

i(t) = —w?{ ... psinwt = —w?Xsinwt (4-60)

\Xn)

Susbstituindo-se as equacoes 4-59 e 4-60 na equagao 4-58, tem-se:

—w?[M]X sinwt + [K]X sinwt = F sinwt (4-61)

ou

([K] —w*[M)X = F (4-62)

A matriz ([K] —w?[M]) é conhecida como matriz de rigidez dindmica de um
sistema de multiplos graus de liberdade nao-amortecido (e possui unidades

de rigidez), e é denotada por [Z(w)], isto é:
[Z(w)] = [K] - w?*[M] (4-63)
e z;j(w) = kij — w?m;;. Entao a equagao 4-62 pode ser escrita como:

[Z(W)]X = F (4-64)
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Caso a matriz [Z(w)] seja nao-singular (o que é verdade a menos que
w seja igual a uma das freqiiéncias naturais), entao a amplitude da resposta

do sistema pode ser escrita como:
X =[Z(w)]'F (4-65)

O inverso da matriz [Z(w)] é chamada de matriz de receptancia FRF

do sistema e é denotada por [a(w)], isto é:

ajp(w) apw) ... ap(w)
()] = (1K) w2y = | 0 ol el g
a1 (W) apa(w) ... apn(w)
A equacao 4-65 pode ser escrita como:
X = [a(w)]F (4-67)

A matriz de receptancia é simétrica, porque a matriz de rigidez
dindmica é simétrica. A propriedade de simetria manisfesta a natureza
reciproca de um sistema de multiplos graus de liberdade em relacao
as suas respostas de vibracao. Assim, uma resposta na coordenada i’
devido a uma forca aplicada na coordenada ’j’ é a mesma resposta na
coordenada ’j’ devido a forca aplicada na coordenada 2. Quando a resposta
e excitagdo coincidem num mesmo ponto (i = j), a Funcdo Resposta
em Freqiiéncia (FRF) é referida como um ponto FRF. De outra forma é
chamada transferéncia em FRF.

E importante saber que, embora derivada da vibracao de um forcamento, as
receptancias FRF refletem a propriedade de vibracao linear de um sistema,
similar aos das freqiiéncias naturais e dos modos de vibragao do sistema.
Por isto, elas nao dependem das forcas externas. Esta dependéncia sé6 ocorre

se o sistema for nao-linear.

Interpretacao Fisica da Receptancia FRF

O principal significado da receptancia FRF num sistema de multiplos
graus de liberdade nao é tao ébvio como num sistema de um grau de

liberdade. No entanto, ela existe para cada funcao de receptancia na matriz

[(w)].
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Seja a amplitude de resposta na coordenada ’i’, a equacao 4-67 pode

ser reduzida a:

Xi = Oz(wﬂ)Fl + a(wiz)FQ + ...+ a(wm)Fn (4—68)

Caso apenas uma forca seja aplicada ao sistema, por exemplo F}, entao

a equagao 4-68 se reduz a:

Xi
F

J

a(w;j) = (F,=0,r=1,2,....,ner #j) (4-69)

esimo

Isto sugere que o ij elemento na matriz [a(w)] é a funcao resposta

em freqiiéncia quando o sistema tem apenas uma forca de entrada aplicada
a coordenada ’j’ e a resposta é medida na coordenada ’i’. Esta é a
interpretacao fisica da receptancia FRF para um sistema com multiplos
graus de liberdade.

Se houver uma forga adicional, (por exemplo F,. e r # j), aplicada ao
sistema, entao a razao Fz nao dard aa receptancia FRF a(w);;, pois, neste

caso:

F

Fj (4-70)

- = oz(w)ij + Oz(w)”

As FRF de mobilidade e acelerancia de um sistema de multiplos graus de
liberdade derivam-se da receptancia. Entao, se a matriz FRF de acelerancia

é denotada por [A(w)] e mobilidade por [Y(w)], entao se tem:

Y (w)] = —jwla(w)] (4-71)
[AW)] = —w’[a(w)] (4-72)

4.2.3
Grafico de FRF para Sistema de Miultiplos Graus de Liberdade
Nao-amortecido

A FRF de um sistema de multiplos graus de liberdade nao-amortecido
pode ser mostrado de diferentes formas. Uma selecao apropriada de gréaficos
pode dar énfase em alguns aspectos que se queiram chamar a atencao na
FRF. Grafico de magnitude, graficos de magnitude log-log e da inversa da
FRF sao varias formas usuais de se mostrar uma FRF.

O grafico de magnitude de uma FRF pode mostrar magnitude de uma FRF
contra a freqiiéncia em escala linear. Por exemplo pode-se mostrar a;; de um

sistema de 4 graus de liberdade. A magnitude do grafico mostra claramente
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as ressonancias. No entanto detalhes da curva sao ofuscados por causa da
proeminéncia dos picos de ressonancia. Em particular, caracteristicas como
anti-ressonancias sao visiveis.

Mudar a escala do grafico de linear para logaritmica é uma possibilidade
de melhor visualizar caracteristicas do grafico de FRF. Na pratica é mais
conveniente utilizar decibéis que qnado se refere a uma quantidade unitaria
de FRF. No entanto a receptancia de um sistema de 4 graus de liberdade
se tracado em escala dB, torna-se uma curva mostrada em grafico. A
comparagao entre as curvas de receptancia em escala linear e em dB
mostra que a vantagem de se usar a escala dB onde se vé claramente as
anti-ressonancias. No grafico log-log também se vém anti-ressonancias e se
revelam as propriedades assintoticas de uma FREF.

Uma FRF pode também ser representada em forma inversa, em escala linear
e em dB. Aparentemente a inversa de uma FRF ajuda a expor as vizinhangas
das anti-ressonancias e a minima de uma FRF. No entano seu real significado

recai sobre a extracao dos dados modais.

4.2.4
Modos de Massa-normalizada e Modelo Modal de um Sistema de
Muiltiplos Graus de Liberdade Nao-amortecido

Modos de vibrar de um sistema sao tinicos desde que multiplos dos
mesmo sejam igualmente validos. Modos de vibrar nomalizados pela massa
sao representacgoes particulares dos modos de vibrar. Eles sao importantes no
desenvolvimento subseqiiente de uma teoria de anélise modal, especialmente
quando aplicado a analise modal experimental.

Um modo de vibar massa-normalizado é um modo normaizado usando a
massa modal. Desde que U [M]|¥, =m, (r = 1,2,...,n) os modos de vibrar
¥, podem ser normalizados da seguinte forma:
¢r = L U, (r=1,2,..,n) (4-73)
N

Na equacao 4-73 ¢, é chamado de modo de vibrar massa-normalizado

do sistema. A equacao 4-73 também pode ser escrita na forma:

(@] = [¥][mi]= (4-74)

Desta forma pode-se verificar que usando-se os modos de vibrar
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massa-normalizados, as equacgoes 4-40 e 4-41 se tornam:

@] [M][®] = [1] (4-75)

(2] [K][@] = [w7] (4-76)

Matrizes de modo de vibrar massa-normalizadas [®] sdo nicas
para um sistema de multipos graus de liberdade. A importancia dos
modo de vibrar massa-normalizados recai no entanto no fato que na
funcao resposta em freqiiéncia de um sistema de multiplos graus de
liberdade nao-amortecido pode ser expressa em termos de modos de vibrar
massa-normalizados e das freqiiéncias naturais. Tal expressao de uma FRF
expressa a esséncia da analise modal.

As matrizes [w?] e [®] de um sistema com multilos graus de
liberdadeconstitue seu modelo modaldo deste sistema. Este modelo pode ser
derivado de um modelo espacial de um sistema o qual possui é aracterizado

por matrizes [M] e [K]. O modelo de resposta do sistema contém suas FRF.

4.2.5
Funcoes de Resposta em Freqiiéncia e o Modelo Modal

Decomposicao FRF Usando-se Dados Modais

Apesar da matriz de receptancia FRF estar definida na equacao 4-66,
a derivacao da matriz por esta equacao pode ser uma tarefa demorada uma
vez que para cada freqiiéncia, uma matriz de rgidez dinamica n x n tem
que ser invertida. No entanto, valendo-se do principio da ortogonalidade de
um sistema de multplos graus de liberdade, a matriz de receptancia pode
ser derivada muito mais facilmente das matrizes de freqiiéncias naturais e

de modos de vibrar. Comecando-se com a equacao 4-66, leva-se a:

(@] [K] — w?[M][®] = [@]" [a(w)] "} [@] (4-77)
[(w? = w?)] = [®][a(w)] (] (4-78)

isto é
[a(w)] = [@][(w? — w?)]H[D]" (4-79)

Pode-se observar que [a(w)] é simétrica, o que indica um principio de
reciprocidade.
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Para a receptancia de um grau de liberdade FRF oj;(w), a equagao 4-79

também pode ser escrita como:

1
?
Pj19 Pj2¢ Pjn¢ :
1Pk 2Pk2 in®k :
ajp(w) = w%]_ w2+w§_ 2 +# = j1phik Gjadka - Gjndin W3 —w
1
w2 —
(4-80)

A equagao 4-80 é a esséncia da andlise modal. Expressando-se a FRF pelos

dados modais, torna-se clara a contribui¢ao de cada modo na FRF.

4.3
Andlise Modal de Um Sistema com Miiltiplos Graus de Liberdade
Amortecido

A teoria da analise modal para sistemas nao amortecidos se aplica
quando se considera que o amortecimento é negligenciavel. A presenca
de amortecimento nao muda o aspecto da teoria aplicada no caso
nao-amortecido, no entanto um tratamento matematico diferenciado deve
ser feito para se extender a andlise modal ao caso de sistemas amortecidos.
Os dois principais modelos de analise modal em sistemas de multiplos
raus de liberdade sao o modelo do amortecimento viscoso e o modelo do
amortecimento estrutural. A distribuicao do amortecimento é um aspecto
importante do modelo assim como a sua magnitude.

As equacoes acopladas de movimento para um sistema nao-amortecido
podem ser desacopladas usando-se o principio da ortogonalidade. No
entanto analisar individualmente cada modo é conveniente. Quando o
amortecimento é considerado no modelo, hd uma maior dificuldade em
desacoplar as equagoes ou até mesmo pode ser impossivel fazé-lo. Por isso
o modelo de sistemas de multiplos graus de liberdade com amortecimento
necessita de um tratamento matematico diferente.

Lidar com sistemas dinamicos com multiplos graus de liberdade amortecidos
ajuda a delinear uma comparacao entre seu tratamento e tratamento

dispensado a sistemas de um grau de liberade.
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43.1
Modelos de Amortecimento Proporcional

Um modelo de amortecimento proporcional e o primeiro modelo
analitico usado para estudar o amortecimento para um sistema de mulitplos
graus de liberdade. A menos das propriedades de massa e de rigidez,
o amortecimento normalmente nao pode ser modelado, o que gera uma
grande dificuldade na analise de sistemas de multiplos graus de liberdade
amortecido. A proposicao do amortecimento proporcional permite levar
adiante a analise.

O amortecimento proporcional encontra significativas aplicagoes em andlise
por elementos finitos onde o amorecimento é necessario a ser incorporado
a fim de representar o sistema de forma mais préxima a realidade e
predizer seu comportamento. Na teoria da analise modal, a importancia
do amortecimento proporcional permite modos de vibrar idénticos aos do
modo nao-amortecido.

Inicia-se a andlise com um sistema sem forcamento. Se a distribuicao do
amortecimento do sistema com 'n’ graus de liberdade com amortecimento
viscoso é denotado pela matriz [C], a equacao matricial do movimento do

sistema é dada por:

[M][2] + [C][#] + [K][2] =0 (4-81)

Na equagao 4-81 [C] é positivo-definida ou positiva semi-definida.
Diferentemente do caso nao amortecido, nao ha um conjunto de coordendas
principais, os quais desacoplam a equagao 4-81. Em particular caso se usem
os modos de vibragao [®], entdo ambas as matrizes de massa [M] e de
rigidez [K] podem ser diagonalizadas. Nao ocorrendo com a matriz de
amortecimento [C], deixando a equacao ainda acoplada. A condigao especial
de distribuicao de amortecimento que permite a diagonalizacao da matriz
[C], assim como as matrizes [K] e [M] é o amortecimento proporcional.

O modelo de amortecimento proporcional representou uma significativa
contribuicao a analise modal. Sem a necessidade de um tratamento
matematico sofisticado, uma estrutura considerada com amortecimento
proporcioanl usando-se a teoria de um sistema nao-amortecido com
multiplos graus de liberdade.

A proposta de amortecimento proporcional veio muito antes do estudo
da analise modal. Rayleigh indicou em seu trabalho A Teoria do Som,
publicado inicialmente em 1845, que se o mortecimento viscoso [C] for

proporcional & massa e a rigidez (ou se as forgas de amortecimento forem
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proporcionais as energias cinética e potencial do sistema), entao poderia se

escrever:

[C] = a[M] + BIK] (4-82)

onde o e (§ sao constantes reais e positivas. A equagao 4-81 pode
entao ser desacoplada assim como a equacao matricial de um sistema

nao-amortecido. A substituigao da equagao 4-82 na equagao 4-81 leva a:

[MZ + (a[M] + B[K])E + [K]z =0 (4-83)

Repetindo-se o processo de desacoplamento para o caso nao-amortecido
usando a matriz de modos de vibrar [®] (obtida considerando-se [C] = [0]

da equagao 4-81) levara as seguintes equagoes desacopladas:
[m, |2, + (a[m,] + Blk:])xp + [kr]z, =0 (4-84)

[my|Z, + [er)Ep + [ke]xp, =0 (4-85)

onde a matriz [¢,] é chamada de matriz de amortecimento modal ou
matriz de amortecimento generalizada. Obviamente a matriz dos modos de
vibrar nao-amortecidos [®] pode diagonalizar a matriz de amortecimento
proporcional assim como as matrizes de massa e rigidez. Portanto [®] (que
é uma matriz real), é também a matriz dos modos de vibrar para o sistema
com modelo de amortecimento viscoso proporcional. Para a analise modal,
esta é a caracteristica mais importante para um modelo de amortecimento
proporcional.

A equacao 4-85 consiste de n equacoes desacopladas. As frequiéncias naturais

esimo

modo, w, pode ser estimada por:

e = e/ T— C2 (4-86)

(= 2y e (487)

amortecidas para o r

_szJr 2

(- é arazao ou taxa de amortecimento para o modo r. A equacao 4-87 mostra
que o coeficiente de amortecimento com amortecimento viscoso proporcional
¢ diferente para cada modo.

O amortecimento proporcional definido na equacgao 4-82 nao é o tnico

modelo de amortecimento que facilita o desacoplamento do sistema. Uma
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expressao mais geral para o modelo de amortecimento é dada por:
[K][M]7H[C] = [C][M]7[K] (4-88)

Isto pode ser obtido supondo-se que [¥]7[C][¥] é uma matriz diagonal. Dado
isto, segue-se que: [¥|T[C][¥][m,] t[k,] = [k.][m.][¥]T[C][¥]. Usando-se as
equagoes 4-50 e 4-51, esta equacao pode ser transformada na equagao 4-88.
O modelo de amortecimento estrutural é usado também na andlise de um
sistema com miultiplos graus de liberdade. A equacao de movimento com

'n’ graus de liberdade com amortecimento estrutural é dada por:
Mz + [K]z + j[H]x =0 (4-89)

onde [H]| é a matriz de amortecimento estrutural e 7 é a unidade imaginaria.
Se a mtariz de amortecimento [H| é proporcional as matrizes de massa e

rigidez, entao, pode-se escrever:

[H] = p[M] + v[K] (4-90)

sendo ambos p e v constantes reais positivas. Pode-se achar que
como no caso de amortecimento viscoso, a matriz de modos do sistema
com amortecimento proporcional estrutural seja idéntica para ao modo nao

amortecido do sistema. As freqiiéncias naturais do sistema sao dadas por:

A= wr(1+ gmy) (4-91)
também
w
N =v+ 2 (4-92)

Aqui, n, é definida como o fator de perda do amortecimento para o
rés™mo modo de vibrar. A equacido 4-92 mostra que o fator de perda de
amortecimento é diferente para cada modo. Se a matriz de amortecimento
é apenas proporcional a matriz de rigidez (1 = 0), entao o fator de perda

de amortecimento para todos os modos serd igual a constante v.
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4.3.2
Modelo de Amortecimento Viscoso Nao-proporcional

Quando o amortecimento viscoso de um modelo com 'n’ graus de

liberdade é nao-proporcional a solugao da equacao 4-87 é da forma:

z(t) = Xe* (4-93)

onde s é o operador de Laplace e [X] o vetor complexo para amplitudes de

deslocamento. Entao a equagao 4-87 se torna:
(s[M] + s[C] + [K])[X] =0 (4-94)

Este é um problema de autovalor de ordem superior. A solucao deste
problema recai numa abordagem de espagos de estados. Esta abordagem

intriduz um novo vetor de deslocamento definido como:

y= { ! } (4-95)

Com este novo vetor, a equacgao 4-87 pode ser transformada numa nova

equacao matricial a qual é o dobro em tamanho:

€]+ [M]lg + [[K] : [0]]y = 0 (4-96)
Juntamente com a seguinte identidade

[M] - [0]]y + [[0] : [-M]]y = 0 (4-97)

a equacao 4-87 se transfoma em:

“ M TR =0 (4-98)
M 0 "o —m v
2nx2n 2nx2n
ou
[Aly + [Bly =0 (4-99)

A equacao 4-99 é um problema de autovalor normal e sua solui¢ao
consiste de autovalores complexos de dimensao 2n correspondendo a
autovetores complexos 6, (também em pares conjugados). Eles satisfazem
a:

61 [A][6] = [as] (4-100)
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O (B[] = [bi][bi][ai] =" =[] (4-101)

Estas solugoes indicam que ha modos amortecidos. No entanto estes
modos nao sao os mesmos que os dos modos nao-amortecidos de vibragao,
cujos elementos estdao em fase ou estao a 180" fora de fase um do outro. Para,
um sistema nao-amortecido proporcionalmente, ha diferencas de fase para
varias partes do sistema, resultando em modos complexos de vibragao. Esta
diferenca se manifesta pelo fato de que, para modos nao-amortecidos, todos
os pontos da estrutura passam pelas suas posicoes de equilibrio de forma
simultanea, o que nao é verdade para os modos complexos. Entao, modos
nao-amortecidos tem pontos nodais bem definidos ou linhas, enquanto
modos complexos nao possuem linhas nodais estacionarias.

A configuracao da equacao 4-98 garante que combinada com a equagao 4-99

hé duas equagoes simétricas [A] e [B]. Qualquer outra escolha tal que:
(KT = [0]]g + [[0] - [=K]ly = 0 (4-102)

resultard num problema de autovalor como:

c M| .
Y+
K 0 K —-K

© 0 ] y=0 (4-103)

Aqui a assimetria da primeira matriz pode causar dificuldades numéricas.

4.3.3
Modelo de Amortecimento Estrutural Nao-proporcional

A equacao de movimento de um sistema de miultiplos graus de
liberdade com amortecimento estrutural nao-proporcional é ainda dado pela
equacao 4-104:

M)z + K]z + j[H]z =0 (4-104)

A matriz de amortecimento estrutural pode ser vista como uma parte

imaginaria de uma matriz complexa de rigidez, definida como:
[K]e = [K] + [H] (4-105)

A solucao para a equacao 4-104 pode ser considerada matematicamente

comao:

o(t) = X (4-106)
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onde A ¢é a freqiiencia complexa que engloba oscilagoes e decaimento
livre da vibracao; [X|] é o vetor complexo das amplitudes dos deslocamentos.
Esta forma de solugao, uma vez substituida na equacgao 4-104, leva a um

problema de autovalor:

(IK]. = X[M])X =0 (4-107)

A solugao da equagao 4-107 dard matrizes diagonais de autovalores [\?]
e uma matriz de autovetores [¥]. O autovalor A\? é relacionado com a
freqiiéncia natural w, e com o fator de perda 7, do sistema, de maneira
que:

N =W (1+m), r=1,2,..,N) (4-108)

Na equacao 4-108 A, é conhecida como a freqiiéncia natural complexa do
sistema. A matriz [A\?] é a matriz das freqiiéncias naturais do sistema. O
correspondente autovetor W, é o vetor complexo.

Quando todos os autovetores sao agrupados em ordem ascendente de w, , a
matrix complexa resultante é a matriz de modos de vibrar ¥ do sistema. O
modo de vibrar complexo ¥, nao é Unico, uma vez que qualquer multiplo
seu satisfaz a equagao 4-107.

As propriedades de ortogonalidade do sistema revela:

[w]" [M][¥] = [m,] (4-109)
[0]" [M]c[¥] = k] (4-110)
[k ][] ™ = (V] (4-111)

Tanto a massa modal m, como a rigidez modal k, sao qrandezas complexas.
E evidente para a analise modal que um sistema de multiplos graus
de liberdade com um modelo de amortecimento estrutural requer um
tratamento analitico muito mais simples que um tratamento com um modelo
de amortecimento viscoso. Quando se suspeitar que a diferenca de se utilizar
um ou outro modelo nao causar significativas mudangas no resultado,
¢ muito mais conveniente se considerar um modelo de amortecimento

estrutural na andlise modal.
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4.3.4
Modos Normalizados pela Massa de um Sistema Amortecido com
Muiltiplos Graus de Liberdade

A mesma razao por se utilizar modos normais normalizados pela
massa para sistemas nao-amortecidos se tem para sistemas amortecidos
com multiplos graus de liberdade. Para um sistema com amortecimento
estrutural, o procedimento para se obterem os modos de vibrar é idéntico
ao que se utiliza para um sistema nao-amortecido exceto que agora lida-se
com quantidades complexas. A equacao 4-102 determina a matriz de massa
modal complexa. Matriz dos modos de vibrar normalizados [®] pode ser

encontrada de:

(@] = [m,] = 9] (4-112)

Pode se mostrar que a matriz complexa [®] serd tinica para o sistema,
independentemente dos diferentes multiplos da matriz de modos de vibrar
(V] usada. Utilizando-se a matriz de massa-normalizada dos modos de
vibrar, a ortogonalidade de um sistema com multiplos graus de liberdade

pode ser escrito como:

@] [M][®] = [1] (4-113)

[@]" [K][®] = [\]] (4-114)

Na equacao 4-113 a matriz de massa é vista como uma matriz
complexa com a prte imaginaria nula.
Com os modos de vibrar normalizados pela massa pode-se diagonalizar a

matriz FRF de um sistema com amortecimento estrutural de multiplos graus
de liberdade:

(@] ([K] + g[H] = X[M])[@] = [(A} — w?)] (4-115)

Este resultado sera ttil na obtencao da composicao modal de uma

FRF complexa.

4.3.5

Funcoes de Resposta em Freqiiéncia para um Sistema Amortecido com
Muiltiplos Graus de Liberdade
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Matriz de Rigidez Dinamica e Matriz de Receptancia

A matriz de rigidez dinamica [Z(w)] e a matriz de receptancia [a(w)] de
um sistema com multiplos graus de liberdade amortecido pode ser definida

exatamente da mesma forma que para um sistema nao-amortecido:

[Z(w)] = [K]e — w*[M] = [K] — w*[M] + 5 H] (4-116)

[a(w)] = ([K]e — w?[M]) " (4-117)

O significado fisico de uma receptancia individual FRF «a(w);; é que
esta representa a razao da resposta do deslocamento e um grau de liberdade
'i’ e a unica entrada da forca no sistema agindo no grau de liberdade 'j’.
Devido a existéncia de amortecimento, a FRF é agora uma fungao complexa

da freqiiéncia w com a parte imaginaria nao-nula.

Composicao de um Receptancia FRF Utilizando-se Modos de Vibracao

A obtencao da matriz de receptancia FRF de inversa da matriz de
rigidez dindmica nao é um tratamento matematico pratico. Mais que isso
a abordagem nao leva a nenhum aprofundamento sobre a natureza da
composi¢ao modal de uuma FRF. A matriz de receptancia de um sistema
de multiplos graus de liberdade com amortecimento estrutural pode ser

determinada pelos dados modais do sistema como:

()] = [@][(AT = w?)] (@] (4-118)

Pode-se ver que a matriz [a(w)] é complexa, simétrica e sempre de ”full
rank”. A mesma discussao pode também revelar que uma simples FRF de

receptancia, por acaso oji(w), equacao 4-118 pode ser escrita como:

G0k " Gj20k2

A2 —w? A3 —w?

+ ¢]n¢kn

tot s

ajk(w) (4-119)

Esta equagao aparece ser a mesma obtida de um sistema nao-amortecido de
multiplos graus de liberdade. No entanto, os numeradores do lado direito,
os quais sao elementos da matriz de modos de vibragao, sao quntidades
complexas. Assim sdo as freqiiéncias naturais no denominador.

Comparando-se com a equacao 4-79, parece 6bvio que se utilizarmos o
modelo de amortecimento estrutural, a teoria de analise modal pode quase

ser a mesma entre os casos amortecido e nao-amortecido. Usando-se a
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constante modal, pode-se reescrever a equagao 4-119 como:

“ rA ik
r=1"7T
( 1 3\
A2 — w2
= 1Ak 2 Aji nAji A5 — w? (4-121)
\ )‘% _w2 /
T 1
Entao a p®™ coluna da matriz [a(w)] pode ser escrita como:
a(w)p
a(w)ps 1
o= =l )
(W)pn
Sendo:
¢p1¢11 ¢p2¢12 s ¢pn¢1n 1Ap1 2Ap1 G nApl
¢p1¢21 ¢p2¢22 s ¢pn¢2n 1Ap2 ZApZ e nApQ
[4p] = =
¢p1¢n1 ¢p2¢n2 s ¢pn¢nn 1Apn 2Apn cee nApn
(4-124)
A matriz [A,] é chamada de matriz modal constante para a p®’™* coluna da

matriz de receptancia [a(w)] Cada coluna de [a(w)] tem sua matriz modal
constante. A matriz de masa normalizada dos modos de vibracao pode ser

derivada de uma das matrizes modal constante.

Graficos FRF de um Sistema Amortecido de Multplos graus de
Liberdade

A FRF de um sistema de multiplos graus de liberdade encerra
diferentes formas de mostrar graficamente suas caracteristicas completas.
A FRF de um sistema de multiplos graus de liberdade nao-amortecido é
desprovido de um niimero graficos uteis tais como o grafico de Nyquist por

causa de sua parte imaginaria nula. A FRF para um sistema de multiplos
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graus de liberdade amortecido nao apresenta esta deficiéncia e pode dispor

de uma grande variedade destes métodos graficos.

Vejamos um sistema com quatro graus de liberdade com amortecimento

estrutural nao-proporcional. O sistema de matrizes sao dados abaixo:

1000
0100
M) = k
[M] 0010 g
0 0 01
2000 —1000 0 0
—1000 2000 —1000 0
K] = N/m
0 —1000 2000 —1000
i 0 0 —1000 2000
20 0 0 0
0 50 0
V] = N/m
0O 000
0O 00O

. Graficos Amplitude-fase e log-log

O grafico de amplitude de uma FRF para um sistema de multiplos
graus de liberdade amortecido consiste de um grafico de sua
magnitude e freqiiéncia e de sua fase versus freqiiéncia. A figura 1
mostra a amplitude e fase da mobilidade Yj;(w) de um sistema de
quatro graus de liberdade em escala linear. Como esperado, o gréfico
de amplitude é dominado pela ressonancia. O grafico de fase reflete a

existéncia de um modo de vibrar pela sua mudanca visivel de fase.

Como no caso nao-amortecido, um melhor uso da informacao
da amplitude de uma FRF é se tracar o grafico em decibéis. A
receptancia aq;(w) de um sistema com quatro graus de liberdade
pode ser tracada em escala dB na figura 1. Deste grafico dB nao
apenas as quatro ressonancias sao claras como as antiressonancias
também sao. A figura 1 traga as quatro FRF de receptancias em
escala dB relacionadas ao grau de liberdade 1. As ressonancias,
anti-ressonancias e minimas destas FRF sao evidentes. Esta é uma

facilidade que nao se tem em escala linear.

Para se estudar as propriedades assintéticas das FRF de sistemas com

multiplos graus de liberdade ¢é necessario as FRF se apresentarem em
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Figura 4.4: FRF da mobilidade Y;; (w) para sistema com 4 graus de liberdade

receptancia (dB)

Frequéncia (Hz)

Figura 4.5: FRF da receptancia ai;(w) para sistema com 4 graus de
liberdade
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Receptancia FRF (dB)

0 Frequéncia (Hz)

Figura 4.6: FRF para sistema com 4 graus de liberdade em dB

escala log-log.

As propriedades assintéticas das FRF s@o aplicaveis tanto na
caso nao-amortecido como no caso amortecido. Isto é, porque o
amortecimento modifica principalmente as amplitudes dos dados
de FRF préximos as ressonancias, anti-ressonancias e minima.
As freqiiéncias de ressonancia e anti-ressonancia nao se alteram
significativamente. Teoricamente isto nao afeta as propriedades
assintoticas.

Quando o amortecimento causa complexidade significativa para a
FRF, torna-se nao-confiavel obterem-se as propriedades assintdticas.
A figura 1 mostra o grafico log-log do primeiro ponto FRF do sistema
de 4 graus de liberdade nas formas de receptancia, mobilidade e

acelerancia.

Graficos das Parte Real e Imaginaria

Os gréficos real e imaginario consistem de duas partes: a parte real
da FRF versus freqiiéncia e sua parte imaginaria versus freqiiéncia.
Graéficos real e imaginario sao apresentados na sua primeira parte sem
amortecimento. Para um sistema com muiltiplos graus de liberdadecom
amortecimento estrutural, as partes real e imaginaria podem ser

obtidas analiticamente:

Re(a + jk(w)) = Re( Z (b”(b’“ (4-125)

)\2—(4}2
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Figura 4.7: Grafico log-log para o primeiro ponto de FRF para sistema com
4 graus de liberdade em formas de receptancia, mobilidade e acelerancia

. ¢jr¢kr

Im(a+ jk(w)) = Im( SC R

) (4-126)

r=1

3. Grafico de Nyquist

A principal vantagem de se utilizar um gréafico de Nyquist num sistema
de um grau de liberdade advém de sua propriedade de circularidade no
plano complexo. O que permanece valido para um sistema amortecido
de multiplos graus de liberdade. A propriedade de circularidade nao
se aplica totalmente aqui desde que qualquer modo de vibragao sera
influenciado por outros modos do sistema, a simplicidade de uma
FRF de um sistema de um grau de liberdade. No entanto no entorno
do modo de vibragao mais proeminente pode-se supor que a FRF ¢é
dominante para aquele modo. Entao o grafico de Nyquist continua
sendo um dos mais uteis graficos para uma FRF de um sistema
amortecido com miultiplos graus de liberdade.

A figura 3 de uma FRF de um sistema de quatro graus de liberdade.
Os dados nao conectam um circulo completo por causa da resolugao

da freqiiéencia.

A dominancia local de um modo individual e a quase circularidade do
grafico de Nyquist de uma FRF de um sistema de multiplos graus de
liberdade significa que a teoria de um sistema de um grau de liberdade
pode ser usado na andlise, o que abre uma avenida para expandir a
analise modal de um sistema de um grau para um sistema de multiplos

graus de liberdade.
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Figura 4.8: Parte real da FRF da receptancia de um sistema com 4 graus

de liberdade
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Figura 4.9: Parte imaginaria da FRF da receptancia para sistema com 4
graus de liberdade

4. Grafico da Rigidez Dinamica

Para uma FRF de um sistema de um grau de liberdade o grafico
de rigidez dinamica mostra uma grande simplicidade e facilidade para
apresentar os parametros modais com os parametros espaciais do sistema.
Para uma FRF de um sistema de multiplos graus de liberdade esta vantagem
¢ muito. Como se pode observar, a seguinte desigualdade indica que o gréfico
da rigidez dinamica de um sistema com multiplos graus de liberdade nao se

assemelha a um de um sistema com um grau de liberdade:

1 "L \2
_k(w) £y 5y Onr (4-127)
r=1

&
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Figura 4.10: Grafico de Nyquist para uma FRF de um sistema amortecido

com quatro graus de liberdade
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Diferentes métodos de mostrar a mesma FRF de um sistema com
miultiplos graus de liberdade visa destacar aspectos particulares da funcao.
Embora para a mesma FRF a quantidade de informacao deva ser idéntica,
é uma maneira de proporcionar de forma mais clara algumas informacoes,

desta forma, uteis a analise modal.

Resposta no tempo de um sistema de muiltiplos graus de liberdade

Uma FRF de um sistema amortecido com multiplos graus de liberdade

pode ser escrito na forma de residuos de raizes complexas:

aik(w)zzrz( rda A ) (4-128)

Jw— A Jw — A

As raizes complexas A, e Af sdo pares conjugados. Assim como sao os
residuos complexos rA;;, e 7Af,.. Uma expressao mais geral é usar o operador

Laplaciano:

rA; rA;
air(s) = (8 — ;“ +—— z) (4-129)

onde
Spy Sy = —Crwy £ /1 — (Pwy) (4-130)

T

A transformada inversa de Laplace para essa funcao de transferéncia é a
resposta do impulso de um sistema com muiltiplos graus de liberdade entre

as coordenadas ’i’e 'k’:

hiw =Y rAget £ r A et (4-131)
r=1 r=1
sendo
rAik|T>1’L = (7" - N)A:k € >\7«‘r>n = )\:,n (4—132)

Em geral a resposta a vibracao forcada de um sistema de multiplos graus
de liberdade na coordenada 7 é a contribuicao para resposta no tempo de

cada modo de vibrar. A resposta pode ser escrita como:

nt) = e (4-133)

1e81mo esima

Aqui, os elementos @;r, (r=1,2,...,2n) sdo o i numa r coluna de
uma matriz de modos de vibrar 2n x 2n.

A resposta forcada de um sistema com multiplos graus de liberdade
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amortecido pode ser obtido utilizando-se a transformada de Laplace e sua
inversa. A equagao de movimento do sistema sob cargas externas arbitrarias

¢ dada como:

[M][2] + [Clla] + [K][=()] = £(?) (4-134)

A transformada de Laplace com condigoes iniciais nulas produz:

(s*[M] + s[C] + [K]) X (s) = F(s) (4-135)

A transformada inversa de Laplace gera uma resposta no dominio do

tempo como:

x(t) = L' X(s) = L™H((s*[M] + s[C] + [K]) "' F(s) (4-136)

Esta transformada requer a informacao das condigoes iniciais do sistema.

Modos Normais Forcados de um Sistema Amortecido com Miiltiplos
Graus de Liberdade

Um modo de vibragao de um sistema de amortecido é em geral
complexo, e desta forma, é diferente de um modo de vibrar nao-amortecido
do mesmo sistema se o amortecimento for retirado. A tnica excecao é
quando o amortecimento é proporcional.

Para um sistema nao-amortecido, as equacoes de movimento podem ser
desacopladas sob as coordenadas principais. Como resultado, um modo
¢ independente dos outros modos. Estes modos sao conhecidos como
modos normais. Para modos normais de vibracao, casa ponto do sistema
¢é submetido a um movimento harmonico e passa cada um pala posicao de
equilibrio simultaneamente.

A existéncia do amortecimento nao-proporcional invalida esta condicao
desde que o desacoplamento das equacoes se torna impossivel. No entanto,
utilizando-se de um numero de forcas harmonicas que contrabalancam as
forcas de amortecimento, é possivel excitar os modos normais de vibracao
de um sistema amortecido de multiplos graus de liberdade. Considere-se um
sistema com amortecimento viscoso de 'n’ graus de liberdade excitado por
forcas harmonicas de freqiiéncia w. A equagao matricial de movimento do

sistema é:

(M][i] + [C][d] + [K][x(t)] = Fsinwt (4-137)
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Considere-se as solugoes da equagao 4-137 como sendo na forma:

x = X sin(wt — 0) (4-138)

Para dada freqiiéncia de excitacao w, ha 'n’ solugoes do tipo dada pela
equacao 4-138, onde cada um dos modos associados ¥; esta associado com
uma fase definida 6; e uma correspondenete distribuicao de forca F' a qual é
requerida para sua excitacao. A resposta sob estas condicoes é chamada de
modos normais forcados. Modos normais forcados sao também referenciados
como os modos caracteristicos de atraso de fase.

Agora a equagao 4-137 pode ser dividida em partes imaginéria e real:

[([K] — [M]w?)sin@ — [Clwcos 0] X =0 (4-139)

[([K] — [M]w?) cos + [Clwsin ] X = F (4-140)

A equacao 4-139 é a mesma que:

[I]tan @ — ([K] — [M]w?) ' [C]w]X =0 (4-141)

Este é um problema de autovalor . Para cada freqiiéncia associada w

ha 'n’ autovalores associados tan 6; e autovetores ¥;, de forma que:

[([K] — [M]w?) tan§; — [Clw]¥; =0 (4-142)

Comparando-se com a solucao do problema de autovalor e a
ortogonalidade dos modos de um sistema nao-amortecido de multiplos graus

de liberdade, encontra-se que:

(4-143)

As equagoes 4-141 e 4-142 mostram que a qualquer freqiiéncia w os modos
de vibrar dependem unicamente da distribuigdo da matriz [C] e nao de
sua intensidade. Se cada elemento em [C] é multiplicado por um fator
constante , entao a equacao 4-142 mostra que os autovalores tanf; serao
todos acrescidos da mesma proporgao.

A equacao 4-141 pode ser escrita como:

10 =0 (4-144)
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Substituindo-se 6; = g na equacao 4-144 obtém-se:
([K] = [M]w})®; =0 (4-145)

Esta equagao 4-145 subsidia a teoria de procedimentos de teste modal
usando-se multiplas excitagoes a fim de excitar os modos nao-amortecidos
de uma estrutura amortecida. E interessante observar que os tipos de
amortecimento sao irrelevantes quando os modos nao-amortecidos sao
excitados.

Pode-se observar que quando a freqiiéncia w € igual a uma das freqiiéncias
naturais w; o modo relativo a um dos autovalores tan6; (igual a co ou o

™, . . . ~ .

angulo 0; = 5 ¢ idéntico ao modo para um sistema nao-amortecido. Neste

caso, as forcas requerias podem ser obtidas da equacao 4-140:

w;[C)®; = F,. (4-146)
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