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A
Equalizadores MMSE

Um equalizador MMSE (Minimum Mean-Squared Error) minimiza o erro

médio quadrático entre o vetor equalizado e o transmitido. Também conhecido

como solução de (Wiener). De forma geral, a função custo a ser minimizada é

J(A0) , E
[
‖b(i) − A0(i)r(i)‖2

]
, (A-1)

onde A0(i) representa a matriz de equalização para o i-ésimo bloco. Expan-

dindo (A-1),

J(A0) = E

{

[b(i) − A0(i)r(i)]
H [b(i) − A0(i)r(i)]

}

= E
[
bH(i)b(i) − bH(i)A0(i)r(i) − rH(i)AH

0
(i)b(i) + rH(i)AH

0
(i)A0(i)r(i)

]
.

(A-2)

Como todas as parcelas de (A-2) são escalares, pode-se rescrevê-la de forma

equivalente fazendo

J(A0) = E
{
tr[bH(i)b(i)] − tr[bH(i)A0(i)r(i)] − tr[rH(i)AH

0
(i)b(i)]

+ tr[AH
0
(i)A0(i)r(i)r

H(i)]
}

, (A-3)

onde tr[.] significa o traço de uma matriz quadrada. O traço do produto

de matrizes se mantém para deslocamento ćıclicos [21], isto é, tr [XYZ] =

tr [ZXY] = tr [YZX] . Tomando-se o gradiente de (A-3) com relação à A

e observando-se propriedades das derivadas parciais de traço de matrizes

complexas [6] , obtém-se

∇A
0
J = E

[
A∗

0
(i)r∗(i)rT (i) − b∗(i)rT (i)

]
. (A-4)

Igualando-se (A-4) à zero para achar o ponto de mı́nimo (e conjugando termos),

chega-se em

AMMSE(i) = E
[
b(i)rH(i)

] {
E

[
r(i)rH(i)

]}−1
. (A-5)

Dependendo da faixa de guarda utilizada (CP ou ZP), o vetor r(i) pode

ser definido como em (2-39) e em (2-45). Caso a equalização seja realizada
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Apêndice A. Equalizadores MMSE 109

no domı́nio da freqüência, o equalizador é representado por Ã0(i) e o bloco

(transformado) na entrada do filtro de equalização é encontrado em (2-65) e

em (2-72).

A.1
CP-SC-TDE

No caso do CP-SC-TDE, a fórmula (A-5) fica

A
0,MMSE

(i) = E
[
b(i)rHCP (i)

] {
E

[
rCP (i)rHCP (i)

]}−1
. (A-6)

O bloco observado na recepção é definido em (2-39). Substituindo-o na equação

(A-6) e suprimindo o ı́ndice i por conveniência, obtém-se

A
0,MMSE

= E
{
b

[
bHQH

c + nH
N

]} {
E

[
(Qcb + nN) (bHQH

c + nH
N)

]}−1

= σ2
bQ

H
c

[
σ2

bQcQ
H
c + σ2

nIN

]−1
. (A-7)

A.2
ZP-SC-TDE

No caso do ZP-SC-TDE, (A-5) fica da forma

A
0,MMSE

(i) = E
[
b(i)rHZP (i)

] {
E

[
rZP (i)rHZP (i)

]}−1
. (A-8)

Substituindo (2-45) na equação (A-8) e suprimindo o ı́ndice i, obtém-se

A
0,MMSE

= E
{
b

[
bHQH

0 + nH
M

]} {
E

[
(Q0b + nM) (bHQH

0 + nH
M)

]}−1

= σ2
bQ

H
0

[
σ2

bQ0Q
H
0 + σ2

nIM

]−1
. (A-9)

A.3
CP-SC-FDE

No caso do CP-SC-FDE, a fórmula (A-5) fica

Ã
0,MMSE

(i) = E
[
b(i)r̃HCP (i)

] {
E

[
r̃CP (i)r̃HCP (i)

]}−1
. (A-10)

O bloco observado na recepção é definido em (2-65). Substituindo-o na equação

(A-10) e suprimindo o ı́ndice i por conveniência, obtém-se

Ã
0,MMSE

= E

{

b
[

bHWH
NQ̃

H
d + ñH

N

]} {

E

[(

Q̃dWNb + ñN

)

(bHWH
NQ̃

H
d + ñH

N)
]}−1

= σ2
bW

H
N Q̃

H
d

[

σ2
b Q̃dQ̃

H
d + σ2

nIN

]−1

︸ ︷︷ ︸

ÃMMSE

, (A-11)
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em que ÃMMSE é uma matriz diagonal. A equalização MMSE nesse caso pode

ser vista como um processamento realizado por uma matriz diagonal, seguida

de uma IDFT N -pontos que só depende dos śımbolos por bloco (parâmetro

N).

A.4
ZP-SC-FDE

No caso do ZP-SC-FDE, a fórmula (A-5) fica

Ã
0,MMSE

(i) = E
[
b(i)r̃HZP (i)

] {
E

[
r̃ZP (i)r̃HZP (i)

]}−1
. (A-12)

O bloco observado na recepção é definido em (2-72). Substituindo-o na equação

(A-12) e suprimindo o ı́ndice i por conveniência, obtém-se

Ã
0,MMSE

= E

{

b
[

bHWH
MNQ̃

H
d + ñH

M

]} {

E

[(

Q̃dWMNb + ñM

)(

bHWH
MNQ̃

H
d + ñH

M

)]}−1

= σ2
bW

H
MN Q̃

H
d



σ2
b Q̃d WMNWH

MN
︸ ︷︷ ︸

FMN

Q̃
H
d + σ2

nIM





−1

︸ ︷︷ ︸

Ã
MMSE

. (A-13)

Comparando as expressões (A-13) e (A-11), percebe-se que o ZP teria muito
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Figura A.1: Módulo das componentes da matriz FMN para N = 16 e L = 4.

mais operações por bloco recebido do que o CP, uma vez que a matriz FMN é

uma matriz “cheia”. Na Figura A.1 estão plotados os módulos de cada com-

ponente da matriz FMN , que só depende do tamanho do bloco de dados N e
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da faixa de guarda L (lembrando que M = N + L).

Quanto maior o valor de uma componente, mais escura é sua representação
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Figura A.2: ZP-SC-FDE: equalização MMSE x aproximado.

na figura. Percebe-se então que a maior parte da energia está concentrada no

entorno da diagonal principal. Assim, uma aproximação é realizada conside-

rando FMN = WMNWH
MN ≈ N

M
IM = F

′

MN . A seguir, a figura A.2 ilustra que

a pequena perda de desempenho pela aproximação é mı́nima tendo em vista o

ganho computacional obtido. A solução aproximada é então

Ã
0,MMSE

(i) = σ2
bW

H
MN Q̃

H
d (i)

[

σ2
b

N

M
Q̃d(i)Q̃

H
d (i) + σ2

nIM

]−1

︸ ︷︷ ︸

Ã
MMSE

. (A-14)

A.5
CP-OFDM-FDE

No caso do CP-OFDM-FDE, a fórmula (A-5) fica

Ã
0,MMSE

= E
[
b(i)r̃HCP (i)

] {
E

[
r̃CP (i)r̃HCP (i)

]}−1
. (A-15)
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O bloco observado na recepção é definido em (5-6). Substituindo-o na equação

(A-15) e suprimindo o ı́ndice i por conveniência, obtém-se

Ã
0,MMSE

= E

{

b
[

bHQ̃
H
d + ñH

N

]} {

E

[(

Q̃db + ñN

)

(bHQ̃
H
d + ñH

N)
]}−1

= σ2
b Q̃

H
d

[

σ2
b Q̃dQ̃

H
d + σ2

nIN

]−1

.

= Ã
MMSE

(A-16)

A.6
ZP-OFDM-FDE

No caso do ZP-OFDM-FDE, a fórmula (A-5) fica

Ã
0,MMSE

(i) = E
[
b(i)r̃HZP (i)

] {
E

[
r̃ZP (i)r̃HZP (i)

]}−1
. (A-17)

O bloco observado na recepção é definido em (5-10). Substituindo-o em cada

um dos valores esperados da equação (5-10) e suprimindo o ı́ndice i por

conveniência, obtém-se

E
[
b(i)r̃HZP (i)

]
= E

{

b
[

bHWNWH
MNQ̃

H
d + ñH

M

]}

, (A-18)

e

{
E

[
r̃ZP (i)r̃HZP (i)

]}−1
=

{

E

[(

Q̃dWMNWH
Nb + ñM

) (

bHWNWH
MNQ̃

H
d + ñH

M

)]}−1

.

(A-19)
Substituindo as expressões (A-18) e (A-19) em (A-17), chega-se finalmente à

Ã
0,MMSE

= σ2
bWNWH

MNQ̃
H
d

[

σ2
b Q̃dWMNWH

NWNWH
MNQ̃

H
d + σ2

nIM

]−1

= σ2
bWNWH

MN Q̃
H
d

[

σ2
b Q̃dWMNWH

MNQ̃
H
d + σ2

nIM

]−1

︸ ︷︷ ︸

Ã
MMSE

. (A-20)

Fazendo uso da mesma aproximação WMNWH
MN ≈ N

M
IM realizada no single-

carrier, obtém-se

Ã
0,MMSE

= σ2
bWNWH

MNQ̃
H
d

[
N

M

(

σ2
b Q̃dQ̃

H
d +

Mσ2
n

N
IM

)]−1

=
Mσ2

b

N
WNWH

MN Q̃
H
d

[(

σ2
b Q̃dQ̃

H
d +

Mσ2
n

N
IM

)]−1

︸ ︷︷ ︸

Ã
MMSE

.

(A-21)
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Figura A.3: ZP-OFDM-FDE: equalização MMSE x aproximado.
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