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8 Demonstracao no ensino brasileiro: os livros de
matematica

Em 1931, foi publicado o volume Curso de Mathematica, 3°. Serie Il —
Geometria de Euclides Roxo, que serd a primeira obra sob andlise nesse conjunto
de livros-texto, que agora retne livros de matematica usados no ensino brasileiro a
partir dos anos 30, o ultimo grupo da base documental que completa este estudo.

Esse livro de Roxo foi antecedido por duas publicacdes do autor, o Curso de
Mathematica Elementar, volume 1, edicao de 1929, e o Curso de Mathematica
Elementar, volume 2, edicao de1930. Reunidas, essas obras foram escritas com o
objetivo de atender a uma série de propostas modernizadoras para o ensino da
matemadtica, que resultaram em programas de ensino implementados em 1929 e
em 1931, os quais ele defendeu’.

Mas, antes de prosseguir com as andlises, em A Matemadtica na Educacdo
Secundaria, langamento de 1937, Roxo apresenta um quadro do desenvolvimento
histérico e educacional da matemética. Na introdugdo do livro, ele diz que desde o
final do século XIX ja se observava uma agitacdo provocada pelos problemas
educacionais que ndo poderiam deixar de atingir o ensino da matemaética.

Com respeito ao Brasil, a atuacdo de Euclides Guimardes Roxo nos insere
no espirito desse tempo, haja vista sua participacdo nas duas grandes reformas do
ensino brasileiro, a reforma implementada por Francisco Campos em 1932, e a
reforma implementada por Gustavo Capanema em 1942°. Nessa época, tém lugar
acdes como a criacdo, em 1937, do INL — Instituto Nacional do Livro, érgio
subordinado ao MEC que, segundo Freitag (1989), tinha por objetivo garantir a
producdo e a circulacdo do livro escolar.

E por volta dos anos 30, foi com forte base em idéias do matematico
reformista alemao Felix Klein (1849-1925), que Roxo defendeu a reforma
modernizadora para o ensino da matemdtica no Brasil e langou sua colecdo de

livros de matemaética.

!'Ver: Beltrame, 2000; Rocha, 2001; Dassie, 2001.
2 Ver: Rocha, 2001; Dassie, 2001.
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O movimento de reforma do ensino da matemaética nos primérdios do século
XX surgiu principalmente na Alemanha e na Franca, tendo alcancado muitos
outros pal’ses3. Em 1908, sob a presidéncia de Klein, reine-se em Roma o
primeiro comité internacional para o ensino de matemaética, designado em alemao
pela sigla IMUK (Internationale Mathematische Unterrichtskommission) e em
francés, CIEM (Comission Internationale de I’Enseingnement Mathématiques). A
partir de 1954, a comissdo passa a ser denominada International Commission on
the Teaching of Mathematics, abreviadamente, ICMI.

Matemiticos atuantes na pesquisa tedrica também se dedicaram ao trabalho
de trazer as novas descobertas para dentro da escola que, na época, era designada
entre nés como ensino secundério® e Klein, matematico alemao de renome, teve
uma atuacao representativa nesse sentido. Ele ministrou cursos para professores
secundérios de matemdtica e fisica e publicou os livros tratando da matematica
elementar de um ponto de vista superior, focalizando aritmética, dlgebra e andlise
superior, um material importante na historiografia da matemética escolar. O
trecho da Introdugdo ao livro de geometria, edi¢do em inglés de 1929, traduz bem
as questoes da época,

Estou contente por me referir a um curso de férias para professores de matemaética
e fisica que foi dado aqui em Gottingen durante o feriado da Pédscoa, em 1908.
Nisso, eu dei segmento as minhas aulas de inverno. Relacionado a isso e também
com orienta¢cdo do professor Behrendsen do gindsio local, surgiu uma interessante
e estimulante discussdo sobre a reorganizacdo do ensino escolar em aritmética,
dlgebra e andlise e, mais particularmente, sobre a introducio do célculo integral e
diferencial nas escolas. Aqueles que participaram mostraram um interesse
extremamente gratificante por essas questdes e, em geral, por nossos esforcos em
trazer a universidade para um contato vivo com as escolas. Espero que minhas
aulas atuais possam ter uma influéncia nessa direcdo (Klein, 1929)

Ainda com respeito ao ensino-aprendizagem da matemadtica em geral, o
mesmo autor menciona,

Eu defendo aqui, como sempre € comum em minhas aulas, uma tendéncia que eu
gosto de denominar pela frase “fusdo da aritmética e geometria” — querendo dizer
por aritmética, como € usual nas escolas, o campo que inclui ndo apenas a teoria
dos inteiros, mas também toda a dlgebra e a andlise. (idem)

No Prefdcio a primeira edicdo e enfatizando as razdes que o levaram a

escrever o livro de geometria, Klein diz, “Em geometria ndo possuimos nenhum

3 Ver: Roxo, 1937; Schubring, 1987; Miorim, 1998; Rocha, 2001, p. 63-78.
4 Ver: Haidar, 1972; Romanelli, 1989.
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livro-texto correspondente ao nivel geral da ciéncia como existe em dlgebra e
andlise, gracas ao modelo dos Cursos Franceses”. Contrariamente a esse quadro e
em funcdo da proposta pedagdgica e cientifica geral que se persegue, como ele
mesmo diz, foi necessario “que eu tentasse uma apresentacao mais unificada”.
Uma avaliacdo também em pauta nessa época se dirigiu ao “costume”,
conforme refere Klein, de estudar primeiro a geometria plana e depois a dos
solidos e, assim, “o espaco geométrico € infelizmente desprezado com frequéncia,
e a nobre faculdade da percepg¢do espacial que possuimos originalmente é
perturbada” (idem, p. 2). Essa restricdo a organizagao tradicional dos conteidos e
ao modo de aborda-los no livro de geometria repercute na matriz euclidiana. A
critica a Euclides se mantém nas discussdes em torno da modernizacdo da
matematica escolar, no inicio do século XX. E, ferindo qualquer julgamento de
anacronismo, a obra de Euclides ao longo de mais de dois milénios mantém uma

posicdo central para se entender o desenvolvimento da matemadtica escolar.

8.1 Curso de Mathematica — 32 Série — Il - Geometria de Roxo

Com o Curso de Mathematica, 3* Serie 11 — Geometria, de 1931, de Roxo,
inicia-se a série de andlises dos livros de matemadtica, o Gltimo grupo de livros-
texto da base documental.

Com esta obra de Roxo € introduzido um fato novo, considerando a amostra
da base documental e o estudo dedutivo da geometria. Ou seja, o livro de
matematica propde estratégias diddticas direcionadas ao ensino da demonstracao
que, junto com os exercicios, permite constatar o seguinte: esse fato determina um
outro tipo de livro, considerando os elementos de geometria, mesmo 0s mais
distanciados do modelo teorema-problema pela inclusdo de exercicios, por
exemplo, como discutido antes.

O livro de matematica se distingue dos elementos de geometria pelo carater
didatico com que aborda a demonstracdo, a demonstracdo torna-se objeto de
ensino e esse fato estd incorporado no texto demonstrativo. Serd visto que essa
caracteristica se perde e reaparece nos anos 60, com Sangiorgi. Um estudo
comparativo serd feito mais adiante visando mostrar o cardter didatico sob o qual

a demonstracdo é abordada nas duas obras.
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O livro de Roxo tem uma estrutura dedutiva no sentido de que apresenta
axiomas e proposi¢des que estardo fundamentando as provas dos teoremas e
problemas, sendo que o capitulo X trata das constru¢des geométricas. Uma
sequéncia numérica percorre o livro por completo indexando a exposi¢do dos
assuntos. Ha listas de questdes propostas, exercicios, ao final de cada capitulo.

A demonstracdo do teorema de Pitdgoras no livro de Roxo se insere no
Capitulo XII, Relacdes métricas nos triangulos. Primeiro, consta a prova pela
semelhanga de figuras, ao que se segue ‘“praticamente, um esboco de
demonstracdo dada por Euclides para o theorema de Phytagoras” (p. 333), e isso
diz respeito a prova pela equivaléncia de areas. O livro se ocupa em apresentar
uma generaliza¢ido do teorema e a abordagem se particulariza por explorar idéias
intuitivas.

Para demonstrar o teorema de Pitdgoras pela semelhanca, Roxo introduz o
conceito de média proporcional ou média geométrica de dois nimeros, e lanca
mao da referéncia (n. 236), assunto do capitulo XI. O livro de matemética de
Roxo ¢ indexado com uma numeracdo direta que marca desde o inicio todo o
texto, e nesse capitulo a exposi¢cdo dedutiva do assunto contém muitas referéncias.
O encaminhamento do autor visa justamente reforcar a mudanga no tratamento
das grandezas, a mudanga conceitual geométrico-numérico-algébrico que, no caso
em discussao, diz respeito a segmento — medida numérica.

Com a referéncia (n. 236), mencionada acima, Roxo explica o significado da
razao entre os segmentos AB, CD, ou seja,

C medida de CD
— significa: ———
AB medidade AB

Temos o direito de assim proceder, uma vez que, com tal substituicdo ndo
alteramos de modo algum o valor da razdo, de accordo com o theorema ja
anunciado no n. 197: A razdo de duas grandezas da mesma espécie é igual a razdo
dos niimeros que lhes servem de medida, relativamente a uma mesma unidade. (p.
267-268)

Essa seqiiéncia leva ao estudo das propriedades das propor¢cdes que ao
serem tomadas em seu cardter numérico, passam a significar propriedades dos
nimeros. Dessa forma, o livro cria a rede de justificativas para as operacdes entre
razdes ou numeros. Especificamente, essa passagem geométrico-algébrico-
numérico estd contemplada nos livros de matematica de Roxo e Carvalho (2006)

ressalta,
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Como um exemplo do estilo desse livro, vamos mencionar que Roxo prova
geometricamente a bem conhecida regra (a + b)* = a’ + 2bc + b”, colocando em
prética o que ele prega como a “correlagdo” entre dlgebra e geometria. Isto foi uma
inovacio genuina no Brasil. (idem, p. 77)

7z

A observacdo de Carvalho é importante no contexto desta Tese, porque
ressalta o ponto em torno do qual se estabelecem modificacdes no
desenvolvimento das provas da geometria plana elementar, quando se observa
comparativamente os textos demonstrativos em livros-texto.

Voltando a exposi¢cdo do autor, abaixo consta o teorema da média

geométrica.

294. Theorema — Em wun triangulo rectangulo,
cada catheto é média proporcional enire a hypothenusa
e a sua projeccdo sobre ella.

[vs]
o
o

Fig. 21

o

Hyp.: 0o & ABC, rectangulo em A, e AD _L BC (fi-

gura 215).
. BD 4B TR
These: iF = BC ou B* = BD.BC.
Demonstracio:

(1) A ABD «» A ABC. (1) Tém o A B com-

mum e ABAC= AADB
como rectos.

BD AB s e .
C et il 2 T -
2) A8 = Be o (O)I)P-lmmplo (nume

Fig. 41 Teorema, Roxo, p. 330

Note que na demonstracdo, acima, as justificativas para o passo dedutivo da
prova tém como base a semelhanca dos dois triangulos e que a conclusdo se
baseia em um dos casos de semelhanga, dois angulos correspondentes
congruentes, logo lados homdlogos proporcionais.

A partir desse ponto, o encaminhamento da prova do teorema é o mesmo
que consta em livros anteriores. Ou seja, a partir do conceito de média
proporcional chega-se as relacdes métricas do tridngulo retangulo que levam ao

teorema de Pitdgoras.
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Em seguida, em duas observacdes o autor expde como se chega as formulas

z

ou relacées com as quais a prova do teorema de Pitdgoras € concluida,

explicitando a passagem geométrico-numérico (p.331).

295. Observacges: 1 __ Os

mesmos tri
melhantes, ABD ¢ ABC dio s triangulos se-

ainda:
AB 4D
BC T A

ou AB.AC = BC.AD

Assim, o producto dos cathetos éigual ao producto
da hypothenusa pela altura correspondente

I — Representando, os comprimentos de BC, AC,
AB, AD, BD e CD, respectivamente, pora, b, c,

! : h, m, n,
tem-se as formulas:

b*=am, ¢*=an l (Theorema 294)

1 bc=ah

Fig. 42 Observacoes, Roxo, p. 338

Note que o texto do teorema 294, figura da pdgina anterior, leva a referéncia
(numero 261) que é a proposicdo, “dois triangulos dizem-se semelhantes quando
tém os angulos iguaes e os lados homologos proporcionaes” (p. 298).

Finalmente, consta o teorema de Pitdgoras com uma prova algébrica, mas

que geometricamente tem base na semelhanca de triangulos.
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296. Theorema de Pythagoras. — Em um triangulo
rectangulo, o quadrado da hypothenusa é igual d
somma dos quadrados dos cathetos.

De accordo com o theorema precedente, tem-se:

o

b2 = am

c* = an

Sommando, membro a membro, essas igualdades,
vem:

b2 + ¢? = am + an
ou
b2 +¢?=a(m +n) = a.a = a*

Temos, pois, a relacio

a* = b*+ c*

Fig. 43 Teorema de Pitagoras, Roxo, p. 332

Ap6s isso, o autor explora a figura que consta nos Elementos.

297. Observacdo: A igualdade b* = am exprime
que o quadrado construido sobre AC ¢ equivalente ao
rectangulo CHFD (fig. 216), convindo notar que os
lados do rectangulo CHFD sio m, projeccio de AC

Fig. 216

sobre BC, e CH que ¢ igual a q,

Wetinen AB . comprimento da hypo-

Fig. 44 Observacao, Roxo, p. 332

Usando a figura acima, o autor expde o significado geométrico da igualdade
b* = am. Ele explica que s6 apresenta um esboco da demonstracio dada por

Euclides. Menciona o autor dos Elementos, aqui, e isso faz sentido porque esse
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personagem ja foi contemplado nos textos histéricos inseridos ao longo do livro.
Essa € outra caracteristica particular do livro de Roxo, que ndo estd presente em

nenhum outro da base documental.

An'fllogamenle, ¢* = an exprime que o quadrado
construido sobre AB ¢ equivalente ao rectangulo BEFD,
cujas dimensoes sao n, projeccio de AB sobre BC e BE

quce ¢ igual a hypothenusa, a.

Dahi resulta que a somma dos quadrados, con-
struidos sobre AC e AB, é igual 4 somma desses dois
rectangulos, ou ao quadrado construido sobre a hypo-
thenusa.

Ahi temos, praticamente, um esboco de demonstra-
cdo dada por EvcLIDES para o theorema de PYTHAGORAS.

Fig. 45 Observacgao, Roxo, p. 333

Retomando o encaminhamento dado por Roxo ao teorema de Pitdgoras, a
relacdo @ = b +¢%, como ele mesmo nomeia, que traduz algebricamente o
teorema, vem em destaque no texto, margeada pelo retangulo. Observe no texto da
demonstracdo, um pouco antes, que as propriedades geométricas sdo traduzidas
algebricamente. A prova torna-se algébrica e ndo apresenta o padrdo hipotese,
tese, demonstragdo, e as justificavas passam a ter como base as operacdes com
equagoes algébricas. Isso mostra que a geometria dedutiva no livro de matemaética
¢ abordada de modo a ressaltar o cardter algébrico das proposicdes, o que segue
sendo confirmado quando o autor discute um exemplo de questdes a resolver.

No item Applica¢do consta um caso numérico, resolvido em dois exemplos,
e visando mostrar procedimentos distintos. Atente para a forma como, no primeiro
exemplo, o autor refere discursivamente e de modo preciso “o quadrado do
nimero que medird a hipotenusa (...)”, e a partir dessa afirmativa a questdo

proposta se resolve sem substitui¢cdo de valor numérico na férmula.
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Exemplo: I — Calcular a hypothenusa de um
triangulo cujos cathetos sdo 3 m. e 4 m.

Tomando para unidade o metro, o quadrado do nu-
mero que medira a hypothenusa sera a somma dos qua-
drados dos numeros 3 e 4, que medem os cathetos.

Essa somma sendo 3° + 4° = 25, cuja raiz qua-
drada ¢ 5; a hypothenusa tera 5 m.

Ou ainda, da formula do n. 296, se deduz:
a=v b+c
Substituindo b e ¢ pelos valores dados, 3 e 4, tem-se

a=+ ¥ F#=y25=5

Fig. 46 Exemplo, Roxo, p. 333.

O segundo exemplo mostra a resolu¢do com o uso da férmula.

I — Calcular um dos cathelos de um

lo:
Exemp o lem 11m,20 e

triangulo rectangulo, -do qual um cathet
a hypothenusa 29m,80.

Seja ¢ o catheto desconhecido.

Da férmula do n. 296, se deduz
c=yvy & — b
Substituindo, a ¢ b pelos seus valores, vem

c=y 29,8 — 11,2 = \/W’ﬁ = 28m.

Fig. 47 Exemplo, Roxo, p. 333

Roxo quer apresentar a generalizacdo do teorema de Pitdgoras partindo das
relagdes métricas em um tridngulo qualquer. Mas, antes de apresentar os
teoremas, ele explora essa idéia a partir das figuras, procedendo didaticamente,
como se pode verificar. Isso, porque a idéia de generalizacio é abordada,
primeiro, de um modo intuitivo, no sentido de nao formalizado dedutivamente, ou
seja, os fatos descritos sdo constatados pela evidéncia visual, como ja se discutiu
na primeira parte desta Tese.

O autor propde imaginar que no tridngulo ABC (fig. 219) o angulo BAC
diminua, mas conservando-se inalteraveis os lados AB e AC. Entdo os quadrados

construidos sobre AB e sobre AC ndo variam de grandeza. (fig. 220). Mas,
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diminuindo a distincia entre B e C, decresce a drea do quadrado construido sobre

BC.

7 \
A\
B A~ B (A 8 C\
]
Fig. 219 Fig. 220 Fig. 221

Fig. 48 llustracédo, Roxo, p. 336

De modo andlogo, aumentando o angulo BAC, da figura 219, como se vé na
figura 221, verifica-se que o quadrado construido sobre o lado oposto ao angulo
obtuso B € maior do que a soma dos quadrados construidos sobre os outros dois
lados.

Em seguida, Roxo apresenta dois teoremas que mostram o caso das relacdes
métricas em tridngulos acutdngulos e obtusangulo traduzidas pelas relagdes a =
B+ - 2bn e &= b +c* - 2bn. Porém, antes, consta a prova do teorema que
relaciona a diferenga dos quadrados de dois lados com a das projecdes desses
lados sobre o terceiro, em um triangulo qualquer.

O teorema 300, abaixo, serd usado na prova das relagdes métricas dos
tridngulos acutingulos e obtusangulos. Note que, por exemplo, a referéncia,
Axioma 3, que consta da justificativa da prova, mostra a estrutura dedutiva do
livro. O Axioma afirma,

Si de duas grandezas iguaes se subtraem grandezas iguaes, os retos sao iguaes: isto
é,a=bec=d,entdo,a—c=b-d. (p. 15)
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300. Theorema. — A differenca dos quadrados de
dots 'lados de um triangulo é igual d differenca dos qua-
drados de suas projeccoes sobre o terceiro lado.

A H C H A C

Fig. 217 Fig. 218

Hyp.: o A qualquer ABC (figs. 217 e 218) no qual
H é a projeccdo do vertice B sobre AC.

These: BCz — AB> = CH* — AH®.

Demonstracio:
AB iH: 4 BH? (1) Th. de Pythagoras
@) AB* = AH: + B applicado ao A ABH.
BC T2 H? (2) Idem para o
(2) BC2 = CH® + BH* R v.
xi 3.
(3) Donde (3) Axioma

BC: — AB® = CH* — AH?

Fig. 49 Teorema, Roxo, p. 335

Observe que o texto da demonstracido acima apresenta as justificativas para
os passos dedutivos e como o texto da proxima demonstra¢do traz as marcas
hipotese, tese, demonstragdo.

O importante € ressaltar mais uma vez o — “¢ em outros termos’ —
retomando as palavras de Legendre 14 no inicio das andlises, quando ele
reescreveu o teorema de Pitdgoras algebricamente, ao final da prova. O modo
conciso de traduzir as propriedades geométricas do tridngulo ao mesmo tempo
inscreve a mudanca conceitual, ou seja, a grandeza geométrica € tomada pela
representacdo do valor numérico associado a sua medida.

A préxima demonstracdo estd chaveada em dois grandes blocos, visando
destacar a presenca de duas estruturas em funcionamento no desenvolvimento e na
redacdo da prova, o procedimento geométrico € o procedimento algébrico. Esse

aspecto em destaque, agora, vale para os casos anteriores € 0s que estao por Vir.
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302. Theorema. - [m qualquer triangulo, o qua-
drado do lado opposto a um angulo agudo ¢ igual ¢.
somma dos quadrados dos oulros dois lados, menos duas
vezes o producto de um desses lados pela projeccao do
ouiro sobre elle,

s Hyp.: o 20 ABC em que A A ¢ )y (fig. 217) e no
qual H ¢ a projeccao de B sobre AC.

These: B(:* = AB* + AC* — 24(.AH,

procedimento < Demonstracio:
(1) BC: — AB: = CH* — AH* (1) Theorema jrece-

geométrico
dente,
(2) Donde . o
BC* = AB* + CH: — AlI*
K(‘J) CH = AC — AH (3) Sendo A ¢ 90
(Hyp.), o ponto H cae
4 entre 4 e C
(4) Donde f(4) Dle accordo com
e A2 ‘ i: a formula: .
procedimento CH*= AC* —24C.AH + AH (a—b)2 = a2 — 2ab 4 b2
algébrico < (5) . BC> = AB* + A‘(‘;:__T (5)Substituindo, em

— 94C.AH + 1H: — AH? (2), CH? por seu valor.

(6) ou BC:=AB>—24C.AH+AC? (6) Fa_z_g_x?‘do a_rfduj .
(Conclusio). cedo de AHZ — AH?.

Fig. 50 Teorema, Roxo, p. 337

O texto do teorema, acima, estd disposto em duas colunas e observe a
segunda coluna em que as justificativas estdo dispostas. A partir do item (4) a
justificativa passa a ser algébrica e a conclusdo da prova tem como base as
operacoes algébricas, embora ainda se mantenha a notacao BC, AB, etc, indicativa
do objeto geométrico segmento (esse € o termo usado por Roxo). Note que essa
mescla de procedimentos ocorre, por exemplo, em Timotheo Pereira.

Apds a demonstracdo acima, € proposto como exercicio ao “estudante”,
usando a palavra de Roxo, o teorema que fornece a expressdo do lado oposto ao
angulo obtuso em um tridngulo qualquer. O autor apresenta a hipdtese e destaca
que, nesse caso, a igualdade serd CH = AC + AH, considerando a figura 218,
como mostra o teorema 300 um pouco acima.

Essa € uma estratégia didética nova, que insere o estudante na discussdao em
pauta, ou seja, a proposta ndo é apresentar a demonstracdo pronta para que O

estudante a leia, a memorize, como se ressaltou a partir do livro de Hérigone. A

proposta, aqui, € que o estudante também participe, que seja ativo e se encarregue
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da tarefa de demonstrar. Isso atesta o cardter diddtico que a demonstracdo adquire,
a demonstracdo torna-se objeto do ensino-aprendizagem. Esse € um diferencial,
um marco que aparece no livro de matemdtica e o distingue dos livros tipo
elementos de geometria.

Seguindo com a abordagem do teorema de Pitdgoras, o autor observa que
reunidos, os dois teoremas que provam as relagdes aA=b+c- 2bn e o’ = b
+¢? - 2bn constituem uma generalizacio do teorema de Pitdgoras, que seria um
caso particular se a prova nio se baseasse no proprio teorema. Porque, supondo
A = 90°e caindo H em A, tem-se AH = 0 e desaparece o termo + 2AC.AH.

Sintetizando, o livro registra que no triangulo ABC considerado, tem-se as

duas relagdes abaixo (elas vém destacadas graficamente pela borda retangular),

a’=b*+c* - 2bn  quando A< 90°

a’ = b* +¢* + 2bn quando A > 90°

E prossegue o encaminhamento do teorema reciproco,

305. Cor.: I - Considerando em conjunto a relagdo de Pitdgoras e as duas
precedentes, podemos enunciar a seguinte proposicao disjuntiva:

Conforme um angulo de um triangulo for agudo, recto ou obtuso, o quadrado do
lado opposto serd menor, igual ou maior que a somma dos quadrados dos outros
dois lados. Assim as trés hypotheses disjunctivas:

AA>90°% A A=90° A A<90° (H)

acarretam, respectivamente, as theses disjunnctivas:

>+ =0+ <+ (T)

(...) (p. 338)

E, como as reciprocas sdo verdadeiras (n. 169), isto é, as hipoteses (T)
acarretam, respectivamente, as teses (H), explica o autor que assim se tem a
condic¢do necessdria e suficiente do teorema reciproco,

Cor. I — Um triangulo serd acutangulo, rectangulo ou obtusingulo, conforme o
quadrado do maio lado for menor, igual ou superior & somma dos quadrados dos
outros dois. (p. 339)

E notdvel que o encaminhamento de Roxo se diferencia do que ja se viu
antes, pelo objetivo de chegar ao teorema reciproco. Com isso, se revela mais uma
caracteristica didatica do livro, o trabalho de expor o funcionamento dedutivo da
demonstracdo. Nesse caso, explicar a relacdo entre hipltese e tese e a

possibilidade das proposi¢des reciprocas. Um outro fato que se pode destacar a
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partir do livro de Roxo é o uso do termo escdlio, que € tradicionalmente
encontrado nos elementos de geometria e aos poucos vai sendo substituindo por
outro, o termo observacdo. Em Timotheo Pereira e Perez y Marin e Paula hé a
presenca das duas denominacdes. Os demais elementos de geometria da amostra
adotam exclusivamente a denominacao escolio.

Roxo encerra o Capitulo XIII, Relacbées métricas nos tridngulos com um
texto histdrico intitulado Theorema de Phytogoras (p. 334-360). Esse texto serd
sumarizado com o objetivo de exemplificar como a histéria deixa de ter um
cardter episddico, porque amplia o tema, explorando o ambito intuitivo das
demonstragdes visuais, trazendo casos hindus e drabes, a demonstracdo de Papus,
as associacoes feitas entre fatos da vida cotidiana e a figura do teorema classico
euclidiano, os nimeros pitagoricos.

A histéria do teorema de Pitdgoras reporta a um tempo mais remoto.
Embora tradicionalmente seja atribuida a Pitdgoras a primeira demonstracdo do
teorema, Roxo diz que ndo se conhece qual seria o desenvolvimento da prova e
destaca, ainda, a existéncia de demonstracdes variadas.

A demonstracdo pela equivaléncia de 4drea, a primeira que consta nos
Elementos e umas das que serviram como ferramenta de estudo nesta Tese, é
atribuida a Euclides. Roxo menciona Schopenhauer, fil6sofo alemao do século
XIX que avaliou a demonstracdo como “demonstragdo que caminha com pernas
de pau” e “uma ratoeira”, mas pondera que, no entanto, ela tem resistido ao longo

do tempo. E, uma outra digna de destaque, segundo Roxo, € a de Papus.

A segunda demonstracio digna de
nota é a de Pappus (300). sobre os
dois lados menores AB, AC de um
triangulo qualquer ABC,
construamos, a vontade os
parallelogrammos AM e NA; sobre
BC fagamos o paralelogrammo CT,
de modo a ser QR = AP.

Tem-se entdo

(CT) =(AM) + (AN)
relacdo esta que se reduz 4 de Pythagoras quando o triangulo se
torna rectangulo em A e os parallelogrammos se tornam
quadrados.

Fig. 51 Demonstragéo de Papus, Roxo, p. 357
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E ainda existem vdrias demonstragdes que consistem em decompor tanto os
quadrados construidos sobre os catetos como o construido sobre a hipotenusa do
triangulo retangulo, de modo que as partes congruentes correspondentes tornem o
teorema evidente. Roxo diz que nesses casos “basta um golpe de vista sobre a
figura para se apreender a demonstracdao” (p. 357). Entre os hindus, tem-se o

exemplo do teorema de Pitdgoras por Bhaskara (1160).

Fig.52 Demonstragéo visual por Bhaskara, Roxo, p. 359

Roxo ressalta que entre os hindus se encontram muitos outros casos como
esse, em que as demonstragdes sdo quase sempre intuitivas. Durante a Idade
Média o teorema de Pitdgoras era considerado o “magister matheseos”, isto é, o
limite dos conhecimentos mateméticos, se ndo mdximo pelo menos da média. E
apresenta ainda, outra demonstracao intuitiva do teorema, atribuida a Epstein (fig.

232).

Fig. 53 Demonstragao visual, Roxo, p. 359
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Relata Roxo que entre os drabes a figura dos Elementos era chamada
“‘Figura de noiva’ talvez porque, represente dois (quadrados) juntos em um” (p.
359) e também era conhecida por “Cadeira de noiva” (p. 359), talvez pela
semelhanga entre a figura que aparece em Euclides e a cadeira que um escravo
levava as costas, na qual as noivas do oriente costumavam ser transportadas para a
cerimOnia de casamento.

Também, figurinhas feitas com os trés quadrados serviam para representar o
professor de matematica e Roxo diz que “ainda hoje os estudantes allemaes fazem
muitas caricaturas, como a que se encontra abaixo, para representar o professor de

Mathematica” (p. 358).

Fig. 54 Caricatura a partir da figura dos Elementos, Roxo, p. 360

E importante esse aspecto destacado por Roxo porque revela a apropriagio
de conhecimento de uma drea especifica em correlagdo com a vida cotidiana e
com modos de a representar e veicular. Embora nido saiba de um trabalho
especifico, nesse sentido, tratando do teorema de Pitdgoras, a literatura sobre
impressos explora essa correlagio”.

Entre os franceses modernos, segundo Roxo, o teorema de Pitdgoras €
chamado como “pons asinorum”, denominacdo atribuida pelos antigos a outra
proposi¢do, tema que consta no livro de Roxo um pouco antes (p. 123-124).

Ele diz que o “pons asinorum” estd ligado a proposicio que Euclides

enuncia como “nos tridngulos isésceles, os angulos da base sdo iguaes entre si, e,

si se prolongarem os lados iguaes, os angulos formados abaixo da base serdao

5 Ver: Darnton; Roche (orgs.), 1996; Manguel, 2002.
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iguaes entre si”’ (p. 122). A celebridade da proposi¢ado se associa ao fato de que ela
representava o limite de instru¢cdo em muitos cursos da Idade Média. Ou seja, os
pouco inteligentes nao chegavam a esse ponto de estudo e, assim, resultou o nome
que significa a ponte dos burros, aquela que alguns ndo podem atravessar. Roger
Bacon (1250) usou o nome elefuga, referindo-se a “fuga dos miseros, porque
neste ponto elles geralmente abandonavam a Geometria” (p. 124).

Encerrando o histérico do teorema, Roxo destaca que posteriormente foi
interessante para os matemadticos descobrir séries de valores inteiros que
satisfizessem a equacao a = b + ¢, das quais a mais simples é formada pelos
nimeros 3, 4, 5, conhecidos como nimeros pitagéricos. Entre muitas regras
conhecidas para resolver esses cdlculos, as mais importantes, relata Roxo, sdo

atribuidas a Pythagoras, Platdo e a Proclo e,

correspondem, mais ou menos, 4s seguintes formulas, respectivamente:

w4 n*—1 2_ n*+1 ’
2 2

(Zn)2 +(n2 —1)2 = (n2 +1)2

(2n+l)z+[(2n+1)2_1]2:{(2n+1)2_1+1]2

2 2

(p. 360)

Os dados histéricos que ja aparecem nos elementos de geometria, com
carater episédico, em que nomes, datas e feitos sdo mencionados, se distingue no
livro de Roxo por apresentar desdobramentos novos do assunto, como se pode
constatar pelo que se mostrou a partir do teorema de Pitdgoras. No entanto é
preciso considerar o livro de Roxo em um contexto mais geral.

Thiré e Mello e Souza, em 1931, lancaram os livros Matemadtica, 1°, ano,
Matemdtica, 2° ano € Matemdtica, 3° ano — Algebra, em que apresentam um texto
histérico ao final de cada capitulo, visando atender o novo programa para o ensino
de matemadtica, de 1931, que previa para o 3° ano um primeiro bloco com
aritmética e algebra e um segundo bloco com geometria, inclusive geometria

dedutiva®. O Curso de Mathematica, 3“ serie Il — geometria, de 1931,

6 Ver: Beltrame, 2000; Rocha, 2001; Dassie, 2001.
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provavelmente foi lancado para atender ao quesito, estudo da geometria dedutiva,
previsto pelo novo programa, € manteve a caracteristica de inserir os textos
histéricos ao final dos capitulos seguindo o que fizeram Thiré e Mello e Souza.
Isso se afirma porque o Curso de Matemdtica elementar, volume I, de 1929, e o
Curso de Matemdtica elementar, volume II, de 1930, langados por Roxo, ndo se
caracterizam pela presenca de textos histdricos.

Mas essa caracteristica do livro de matematica se perde, quando se observa
os contetdos da geometria dedutiva, como mostra a proxima obra a ser analisada,
Matemdtica Ginasial, de 1945, co-autoria de Roxo, Mello e Souza e Cecil Thiré, e

também nos demais livros da base documental.

8.2 Matematica Ginasial de Roxo, Thiré e Mello e Souza

O livro dos trés autores, de 1945, traz um pequeno prefacio em que eles
agradecem as colaboragdes recebidas de colegas professores, que os ajudaram “no
sentido de tornar mais simples e mais clara a exposi¢do de certos assuntos”. Um
prefdcio breve e laconico que deixa o desafio de um estudo comparativo entre as
duas edicodes do livro, para buscar identificar mudancas ocorridas nas abordagens
dos assuntos e tentar dar significado a afirmativa, exposicao mais clara e simples.
Como ja visto, ao longo do tempo se constata um discurso didatico sendo
construido com base nessa justificativa e, note bem, esse discurso justifica a
abordagem dos conteddos no livro-texto. Portanto, o discurso didatico deve ser
explorado a partir de fatos que o incorporem como, por exemplo, esse mesmo
livro.

O livro Matemdtica Ginasial estd dividido em nove unidades. As trés
primeiras retinem contetidos de dlgebra e o estudo da geometria dedutiva engloba
as demais unidades. A parte de dlgebra e a de geometria dedutiva sdo indexadas,
numericamente, de modo independente. A primeira demonstracdo do teorema de
Pitagoras é aquela que tem por base a semelhanca de figuras e consta da Unidade
V, Relacoes métricas no triangulo retdngulo, no item, 37 — Teorema de Pitdgoras.

Comparando com o desenvolvimento do teorema, no livro de Roxo, a
abordagem dos trés autores deixa de se ocupar em discutir intuitivamente a idéia
de que o teorema de Pitdgoras é um caso particular da expressao do lado de um

tridngulo qualquer em fun¢do da medida do dngulo que lhe € oposto.
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O encaminhamento deste livro deixa de enfatizar a passagem geométrico-
numérico que se destacou na andlise anterior, e também o conceito de
proporcionalidade entre os lados homdlogos que estd na base da semelhanca de
dois triangulos. Com isso enfatiza o aspecto operacional da abordagem, fato que
pode ser constatado pelo modo como se opera com as propor¢des. Esse aspecto
terd prioridade nessa andlise.

Um esbogo dos titulos e de alguns desenvolvimentos que constam do livro
basta para mostrar o encaminhamento que leva a primeira demonstracio do
teorema de Pitdgoras. Os autores partem do conceito de Projecdo ortogonal e,
depois, na discussdo sobre a Projecdo dos catétos de um triangulo retdngulo eles
explicam que o comprimento dos lados do tridngulo é representado pelas letras a,
bec.

Seja ABC um triangulo, retangulo, no qual a designa o comprimento da hipotenusa
e b e c, os comprimentos dos catetos.
Tracemos a altura AD desse tridngulo.

O segmento BD serd a projecdo do cateto b
sobre a hipotenusa; designaremos o
comprimento dessa projecdo pela letra m.
(o)

¢ evidente que a soma das projecdes dos
catétos € igual a hipotenusa: m + n = a.
ST U - B (p. 239).

A

=

[ J A 2

Dando seqiiéncia a exposicao do assunto, segue-se o item intitulado, 33 —
Decomposicdo do triangulo retdngulo. Teorema. Observe, logo abaixo, que a
conclusdo final, a semelhanca dos trés triangulos, segue sem ser justificada pela
transitividade, como consta em outras demonstragdes. E também a
proporcionalidade dos lados correspondentes nos tridngulos semelhantes nao esta
referenciada, e € justamente a partir dela que se opera e se chega a “relacdo que

traduz” o teorema de Pitdgoras, como afirmam os autores.

33 - Decomposicao do triangulo retdngulo. Teorema.

A altura de um tridngulo retdngulo decompde ésse tridngulo em dois tridngulos
semelhante entre si e semelhantes ao tridngulo dado.

Seja ABC um triangulo retangulo. Tracemos do
vértice A do angulo reto a altura AD™.
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Fica o tridngulo ABC decomposto em dois tridngulos retangulos: ABD e ACD.
Os triangulos retdngulos ABC e ABD sio semelhantes, porque t€ém um angulo
agudo comum, que € o angulo B. Temos:

A ABD ~ AABC®

Os triangulos retdngulos ABC e ACD sao semelhantes, porque tém um angulo
agudo comum, que € o angulo C. Podemos escrever:

A ACD ~ AABC
Como os tridngulos ABD e ACD sao semelhantes ao tridngulo ABC, concluimos
que €sses triangulos sdo semelhantes entre si. (p. 240).

A referéncia (4) leva a nota de rodapé “quando nos referimos a altura de um
triangulo retangulo entende-se que se trata da altura baixada sobre a hipotenusa.
Alids, as outras duas se confundem com os catetos.” (p. 239). J4 a referéncia
nimero (5) leva a nota de rodapé que informa sobre os simbolos A, ~ e o modo
como s3o lidos. A abordagem dos trés autores vai mostrando como a
proporcionalidade é trabalhada com énfase no carater operacional. Isso se constata
com o segundo teorema que o livro apresenta, o cateto como média proporcional,

que € apresentado logo abaixo.

34 — Catéto como média proporcional. TEOREMA. Qual-
quer catéto é média proporcional entre a hipotenusa e a sua
projegdo sobre ela.

Consideremos .0 triangulo retangulo ABC, que figura no
paragrafo anterior. A altura AD decompoe ésse tridngulo em
dois tridngulos, também retangulos ACD e ABD.

A

C a 8 ]
(1) (1) ()

O, triAngulo ACD tem hipotenusa b e catétos m e h. Esse
tridngulo esta reproduzido na figura (1I).

O triangulo ABD, cuja hipotenusa é ¢, esta representado
na figura (III).

Como ja demonstramos, os triangulos (I), (II) e (III) sdo
semelhantes.

pa scmelhanvga dos tridngulos (1) e (II) podemos tirar
(sicguzmte Propor¢io: a hipotenusa do 1.° esti para a hipotenus?i
0 2% assim como o caté ai [ estd
o gassim ¢to maior do 1.’ esta para o catéto

Podemos indicar essa propor¢ao, assim:

Eipotenusa do 1‘1 _ Catéto maior do 1°
Hipotenusa do 2* Catéto maior do 2°

ou, empregando as letras convencionais:

a b

b m (..)

Fig. 55 Média proporcional, Roxo,Thiré, Mello e Souza, p. 240
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Na abordagem do livro anterior o conceito de semelhanga estd explicitado.
Ali, no teorema 294 a semelhanca dos dois tridngulos € justificada com um dos
casos de semelhanca, dois angulos iguais, lados correspondentes ou homodlogos
proporcionais e também a mudanga conceitual geométrico-numérico que a
proporcdo expressa € enfatizada na exposi¢ao do assunto.

Ao contrdrio, a abordagem dos trés autores ndo enfatiza a mudanca
conceitual, nem a correspondéncia entre lados os proporcionais nos tridngulos
semelhantes, dando lugar ao cardter operatorio das propor¢des quando enfatiza o
procedimento hipotenusa-cateto maior: o ponto de partida € a figura dos tridngulos
retangulos semelhantes em que as “letras convencionais” estdo dispostas, sendo
pressuposto o reconhecimento da hipotenusa e dos catetos nas figuras, e a partir
disso a proporcao € “indicada”.

Voltando ao texto do teorema acima, a propor¢do indicada leva as duas
relagdes, a relacao b= am, referenciada como (N), e a relacdo = na, indicada
como (N”) que traduzem o enunciado do teorema (p. 241). Logo em seguida

consta a prova do teorema de Pitdgoras.

37 __ Teorema de Pitagoras. Em qualquer triangulo, o

i S0 ( os ca-
quadrado da hipotenusa ¢ igual @ soma dos quadrados d

tétos.

Tomemos as relacoes (N) e (N’), ja deduzidas no numero
5 déste capitulo.

]

am = b
an = ¢

<)

Somando-se membro a membro essas duas igualdades,
resulta: ’

am + an = b* + ¢
Escrevendo o fator ¢ em evidéncia:
a (m+n) = b+ c?
Sendo a soma m + n igual a q, temos:
a.a=0b+ ¢
finalmente:
a = b+ c?

Esse resultado demonstra a proposicio famosa, conhecida,
_ em geral, sob a denominacdo de teorema de Pitdgoras (%).

Fig. 56 Teorema de Pitdgoras, Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 243-244
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A prova do teorema de Pitdgoras é algébrica, sem marcas discursivas como
as etapas tese, hipotese, demonstragdo e sem justificativas para os procedimentos
algébricos, constando apenas da descricdo dos procedimentos efetuados, somar
membro a membro, por um fator em evidéncia.

Logo em seguida, consta a seguinte explanag@o sobre o teorema,

OBservVAGAO. Sabemos que a2, b2, c2 representam as areas
dos quadrados construidos respectivamente sobre a, b, ¢. O teo-
rema de Pitagoras pode, pois, ser enunciado do seguinte modo:
0 quadrado construido sébre a hipotenusa é equivalente a so-
ma dos quadrados construidos sébre os catétos.

RELAGAO DE PITAGORAS. A relacdo

a® = b2 4 ¢? (P)

que acabamos de demonstrar traduz uma relacdo notavel em

I3

m.at’ematlca e ¢, em geral, conhecida pela denominacio de lei de
Pitdgoras ou relagio de Pitdgoras.

Fig. 57 Observacgéo, Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 244

A referéncia (6), no texto da demonstracdo, leva o leitor a seguinte nota

historica,

(6) A relagdo entre os lados de um tridngulo retangulo ‘era pratica-
mente conhecida, para casos especiais, ‘dos egipeios (2000 a. de J.C.) dos
chineses (1100 anos a. de J.C.), ¢ dos hindds também muito antes da nossa
era. A Prracoras atribui-se, entretanto, com os melhores fundamentos, &
demonstracdo geral do teorema, embora nio se saiba o método por éle se-
guido e que ndo era certamente o indicado acima,

Fig. Nota, 58 Roxo, Thiré e Mello e Souza, p. 144.

A segunda demonstracdo do teorema de Pitdgoras consta da Unidade IX,
Area das figuras planas. Observe no texto, abaixo, que o uso da linguagem
algébrica substitui a linguagem discursiva, tornando o texto mais conciso como no
caso do passos dedutivos (I) e (II) e na conclusdo da igualdade dos dois angulos.
A prova ndo traz as marcas das etapas hipdtese, tese e demonstracdo, nem

referencia as proposicoes que estdo na base da prova. Isso indica que o livro perde
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a estrutura dedutiva caracteristica, em que o0s axiomas e proposi¢cdes sao
indexados para que possam estar referidos, na medida em que eles embasem a
prova de um teorema ou problema. Note que, por exemplo, no livro anterior em

uma das provas foi referenciado o axioma 3.

130 — Teore ita

ma de Pitagoras. A ‘s
i . . s . roposics &

cida pela denominacio de teorema ioeiao famosa, conhe-

. de Pitq
ciada do seguinte modo: e Pitagoras, pode ser enun-

O quadrado construido s

6bre a hipotenusa ¢ i
p u y
soma dos quadrados constry *a € equivalente 4

idos sébre 0s catetos.
M=P{q

Seja o triangulo ABC, retangulo
em A.

Construamos um quadrado s6-
bre cada um de seus lados e baixemos
de A uma perpendicular, AJ, sobre
a hipotenusa, BC. Essa perpendi-
cular, prolongada até K, vai decom-
por o quadrado BCDE em dois retan-
gulos de areas M e N. Provemos
que as areas M e N sdo iguais res-
pectivaménte a P e Q, areas dos
quadrados construidos sdbre os catetos.

Liguemos A a D e B a F. O triAngulo ACD tem a mesma
base CD e a mesma altura, CJ, que o retangulo N; logo

area (ACD) = —;: M (I

O tridngulo BCF tem a mesma base CF e a mesma altura
AC que o quadrado Q; logo

area (BCF) = Q an

1
9
Por outro lado, temos _
A ACD = lreto + N ACB
s A BCF = 1reto + A ACB

ke, portanto, AN ACD = A BCF

Além disso, BC = CD como lados de um quadrado e pela
mesrﬁelleTaz%lssAC e CF. Assim, os triangulos ACD e BCF sio
congruentes por terem um angulo igual foymado podr lz}dosi;'eos;
pectivamente iguais e teem, pois, a mesma area. Sendo 1g12an 8 of
primeiros membros de (I) e (I1), concluimos ser M :% e
gamente provariamos ser N = P. Como a area do quadra dc:) i
¢ a soma de M e N, esse quadrado é equivalente & soma q ;

drados construidos sobre os catetos. ().

Fig. 59 Teorema de Pitadgoras, Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 338-339
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A conclusdo da prova do teorema, acima, ndo tem uma justificativa baseada
em proposicdes geométrica, mas sim, em operacdes com equagdes algébricas.
Essas operacdes também nao sao justificadas. Isso mostra que o desenvolvimento
dedutivo ao ser mesclado com procedimentos algébricos perde o seu cardter de
justificativas com base em proposic¢oes ja dadas anteriormente.

O texto da demonstracdo, acima, ainda traz a referéncia (14) que leva a uma

nota de rodapé com informes historicos.

ida a PITAGORAS (vide

os nio & dev o
) CLIDES, & quem @ atrl

a tam

demonstragio due apresen .

i (J4I)Jag.A245). I 8 OO Osaﬁi?ﬁﬁ«ggags euclidianas, a que melhor
i AR ey numegous:xé demonstragdo notavel & a de PAPPUS

m mo C: ticular de
tem resistido 3 aclo do tempo. . esuliar como Cés0 particu
+ orema de_Pittgoras idos sobre os lados de
éutr: Oge)lac' %ge ;r?é.zlo(;awentre paralelogramos construidos OB

um triangulo qualquer.

Fig. 60 Nota, Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 339

Pelo visto, em relagc@o a abordagens anteriores o encaminhamento dado para
se chegar teorema de Pitdgoras, no livro dos trés autores, mostra que a
demonstracdo deixa de ter as marcas do desenvolvimento dedutivo a medida que
fica mesclada com os procedimentos algébricos. Mostra que o que se apresenta
nos livros como geometria dedutiva cada vez mais deixa de ser uma abordagem
que se estrutura a partir dos axiomas e proposi¢oes que justificam as propriedades
dos objetos geométricos. Com respeito a inclusdo da histéria da matematica, esse
livro se aproxima de obras anteriores pelo carater episddico das informacdes. Uma
caracteristica que o livro traz e € nova em relagdo aos outros, sdo as Respostas dos
Exercicios, contemplando apenas as questdes numéricas, pois o livro propde

Exercicios teoricos e Exercicios numéricos.

UNIDADE X

AREAS PLANAS

1. 60me 2. 30m ¢ 12 m 3. 48m® 4. 1260m2 5. 7,75 m e 4,26m
6. 58%3m? e 20,12m? 7. 80m e 20m 8. 12m e Tm 9. 122m e 638m
10. 12me 9m 11. 5m, 4me 2m 12. 1,2m 13. 12 cm e 4cm 14, 12,96cm?
15. 16cm 16. 18em 17. 0,96mz 18, §8,64cm? 19, 225cm? 20. 64m?
21. 15cm c 20cm 22, 60m? 23. 134,352 m® 24. A) 249,40 cm? B) 43,24 m?
C) 1330,17 em? 25, 32,4750 m* 26. A) 2,04m B) 9,202cm 27. A) 3m;
¢m; 7Tm B) 10m; 6m; §m C) 5m; 6m; 9m D) 24m; 26m; 2,8m
28. A) 49m? B)32cm? 29. §,46m 30. A) 48m? B) 0,0346m? 31. 7,6cm
32. A) 260m2 B) 13,20em? C) 294 m? 33. 208m2 34. A) 28m B) 4m

35. Gom, 6Gem e 18cem 36, 163949,4592m? 37, A) 1152 cem?2 B) 10,392 m?
) B‘E),Hmﬂ D) 2,1213m? 38. A) 1558cm? B) T7,4995m C) 2,0812m?

Fig. 61 Respostas aos exercicios, Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 363
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A lista, acima, reine parte das 87 respostas aos exercicios numéricos
relativos a unidade em que se estuda a drea das figuras planas. E, ao final do livro,
como ja registrado antes com a geometria F.I.C, consta em duas folhas o

Formulario e, uma delas segue reproduzida abaixo.

PORMULARIO — Perimetros e 4reas das figuras planas
8§, drea: P, perimetro; p, semi-perimetro: 0, circunferéncia
f?faignagio Figuras FOr(;r:;;las Férmulas das
as figuras L perimetros éreas
i -
Retangulo ...... P=2a4b | S = ab
Quadrado . ... .. P=4 . S=p2
|
Paralelogramo. . . P=2(a+b) S =ah
ah o
P=a+b+c "=,
3=V p(p-a) (p=0] (p=c)
Tridngulo equild- ;i
M i a e P=3l S8=0,4302
Hexdgono regular @
P=6l §=2,61%ou §=0,86A
Octgono regular
COnVexo . ... .. P=8i 8 =483 ou §=0,83h

Fig. 62 Roxo, Thiré, Mello e Souza, p. 352

A presenga dos exercicios numéricos que estd relacionada com o uso das
féormulas, considerando a férmula como um modo de traduzir ou expressar as
propriedades dos objetos geométricos, indica que o estudo da geometria dedutiva
estd associado com a dlgebra e a aritmética, abordagem que se sedimenta e passa a

ser caracteristica no livro de matematica.
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8.3 Curso de Matematica de Maeder

O autor Maeder teve seus livros adotados no ensino bdsico brasileiro por
mais de trés décadas, e em muitos estados brasileiros. O seu Curso de
Matemdtica, 4* Série, 13* edicdo de 1959, ja ndo expde os assuntos da geometria
plana elementar a partir de uma estrutura dedutiva, ou seja, defini¢des, axiomas e
proposicdes que fundamentam as provas dos teoremas. Nao hd notas histéricas, o
livro € indexado em uma seqiiéncia numérica dnica e, em cada capitulo, apds os
teoremas consta do item, Formulas, a sintese algébrica das proposicoes
enunciadas nos teoremas. Os exercicios resolvidos antecedem a lista de questoes
propostas que encerra cada capitulo do livro, uma caracteristica que marca a
abordagem desse autor e também vai se tornar comum no texto escolar em livros
de matematica.

O teorema de Pitdgoras consta do Capitulo VII, Relacoes métrica no
Triangulo retangulo, e a prova do teorema pela semelhanca de figuras €
encaminhada a partir do conceito de média proporcional de segmentos:

(...) devemos acentuar que um segmento é media proporcional de dois outros,
quando o nimero que exprime sua medida é média proporcional dos nimeros que
exprimem a medida dos outros dois.

Assim, designando respectivamente por A, B e C os nimeros que medem trés
segmentos dados, e sendo B a média proporcional de a e ¢, temos

o |

a4
b b

de onde se deduz
b’ =ac. (p.104)

A abordagem enfatiza o cardter numérico desse contetdo, pois a média
proporcional dos segmentos se reduziu a média proporcional de valores
numéricos. Mas esse conceito ndo estd articulado com o de projecao dos catetos
sobre a hipotenusa nem com o conceito de lados correspondentes proporcionais
em triangulos semelhantes, tornando os teoremas nao inteligiveis.

O teorema, abaixo, fornece a expressdo de cada cateto do tridngulo

retangulo como média proporcional entre a hipotenusa e a sua projecdo sobre ela:

Ezzﬁﬁ e Rzzﬁc_D. Assim, ndo foram correlacionados os dois

conceitos de modo que ficasse explicito que a projecdo dos catetos sobre a
hipotenusa determina os dois segmentos com os quais se estabelece a relagao de

segmentos proporcionais discutida antes.
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76. Teorema. — Em-qualquer tridngulo vetingulo:

1.9 a altura relativa & hipotenusa ¢ midia proporcional entre
os segmentos que sobre ela determina;

20 cada cateto ¢ média proporcional entre a hipolenusa ¢
a sua projeciio sibre ela,

8 0 _ o

Consideremos o triingulo ABC, figura acima, no qual AD
¢ a altura relativa i hipotenusa,

T w3
Hipdtese:
A
A=lr
AD | BC,
Tese:
AD" = DB.DG 4
AB =BC. BD
I_\E, =CB.CDh

Demonstragao. 1. Nos tridngulos retingulos ADB e ADC, temos
A A
DBA = 1r— BAD
A A
DAC=1r— BAD.
Essas igualdades permitem-nos concluir que

A A
DBA = DAC.

Por outra lado. sabemos que, quando dois tridngulos retingu-
los tém um dngulo agudo igual sio semelhantes. — Portanto:

= AADDB «» AADC,

Da semelhanca disses tridngulos, deduzse

DB AD
) AD  DC’
de onde tirains
AD’ =DB.DC.

Fica, assimi demonstrada a primeira parte da proposigio.

Fig. 63 Teorema, Maeder, p. 105

Observe ainda no teorema, acima, que a segunda proposi¢do € enunciada
usando o conceito de projecdo dos catetos sobre a hipotenusa, mas esse conceito
ndo foi discutido antes na apresentagdo do conteido (nem ha qualquer referéncia
que permita ao leitor encontrar essa informacao nesse ou em outro volume da
colecdo). Além disso, a propor¢cdo presente no texto foi deduzida da semelhanga

dos dois tridngulos, sem que a proporcionalidade dos lados correspondentes fosse
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mencionada e, como no livro anterior, o conceito de semelhanca foi usado
parcialmente: apenas a igualdade dos angulos é estabelecida. Mas isso ndo €
suficiente para a demonstracdo, porque o teorema de Pitdgoras ¢ uma relacdo
estabelecida entre os lados do triangulo retangulo.

A exposicdo do assunto revela que o modo como o conceito de média
proporcional de segmentos foi abordado nao deixa claro a base geométrica sobre a
qual o conceito se assenta. E, como se pode constatar, abaixo, a prova do teorema

¢ algébrica, sem marcar as etapas do desenvolvimento dedutivo hipdtese, tese,

demonstracdo e sem referéncias que justifiquem os passos dedutivos da prova.

77. Tecorema de Pitdgoras. — Im qualquer tridngulo retdn-
gulo o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados
dos catetos.

Consideremos o tridngulo retingulo ABC, [igura ao lado.
Tracando a altura, AD, relativa a hi-

potenusa, temos, de acordo com a pro-
posicao anterior, 4
AB = BC.BD
AC’ = BC.CD. B D o

Somando ordenadamente essas igualdades, encontramos
AB’ +AC’ =BC.BD + BC.CD
AB +AC =BC (BD + CD).
Mas, notando que .
BD + CD = BC,
segue-se que
AB’ +AC = BC.BC
AB +AC =BC"

Fig. 64 Teorema de Pitagoras, Maeder, p. 106

Logo em seguida, uma nota destaca que os tridngulos retdngulos que podem
ser expressos por nimeros inteiros sao denominados tridngulos pitagoricos e que
“de acordo com o terceiro caso da semelhanga, os tridngulos cujos lados sao
proporcionais aos nimeros 3, 4 e 5 sdo retangulos e semelhantes entre si” (p. 107).

O registro, acima, apresenta o terceiro caso de semelhanca, indicando que o
assunto foi estudado antes e, de fato, consta do programa da 3* série. No entanto, a

abordagem do autor deixa de articular essas informagdes.
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Por exemplo, constam do livro da 3* Série os temas semelhanca de figuras e
projecdo de segmentos sem que estes estejam listados no programa, o indice de
conteddos indica o Capitulo VIII: Figuras geométricas, contendo o subtitulo
Geometria dedutiva.

Mas, Maeder exemplifica a abordagem em que a falta de justificativa nas
demonstracdes se soma a exposicdo do assunto em que conceitos fundamentais
para a prova do teorema nao sdo discutidos. No caso do teorema de Pitdgoras, a
semelhanca dos dois tridngulos deixa de ser explorada conceitualmente com
respeito a proporcionalidade dos lados correspondentes.

Por sua vez, a abordagem enfatiza a figura do tridngulo retangulo e as letras
associadas aos catetos, a hipotenusa, a altura e as projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa, como confirma o ultimo item da parte expositiva, Formulas, que
antecede os exercicios resolvidos e propostos.

80. Férmulas. — Designando por a a hipotenusa, por b e ¢ os catetos do tridngulo
retangulo ABC, por h a altura relativa a A
hipotenusa, por m e n as projecdes dos catetos

sobre a hipotenusa, as propriedades estabelecidas

nos pardgrafos precedentes podem ser expressas

pelas relagdes seguintes: c , B
L K =mn Y R R
L.V =am, ¢ =na bresromoaes @rmmmmooes :
L a’ =b + ¢

(p. 107-108)

Ou seja, as formulas algébricas que traduzem as propriedades da figura
geométrica servem para a resolucdo das questdes propostas. Os exercicios
propostos apresentam questdes que propdem o cdlculo numérico e a “expressao”
ou féormula de uma varidvel dependente.

Calcular a altura de um tridngulo retingulo determina sobre a hipotenusa os
segmentos M = 36 e n = 64. Calcular os catetos do tridngulo.

Exprimir um dos catetos de um tridngulo retdngulo em funcido de um dos catetos e
da altura que parte do vértice do angulo reto. (p. 112)

A prova do teorema de Pitdgoras pela equivaléncia de dreas consta no
Capitulo XVII — Relacdes métricas entre dreas. Abaixo, o desenvolvimento do
tema também mostra que a semelhanca dos dois tridngulos € estabelecida sem que
a proporcionalidade dos quadrados dos lados homdélogos ndo esteja na base da
exposicdo do assunto, uma vez que a proporcionalidade entre as dreas ¢é

considerada como a igualdade de duas divisdes feitas ordenadamente.
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208. Areas de tridngulos semelhantes. — As dreas de dois
tridngulos semelhantes estdo entre si como os quadrados de dois
lados homdlogos.

Consideremos os triingulos semelhantes ABC e A’B'C’, vistos
na figura a seguir.

Designando, respectivamente, por b e ¥, h e &/, S e &, as
bases, alturas e dreas désses triingulos,
temos, de acordo com o estabelecido no

pardgrafo 188, C
bh b /\
S= 5 e S = —
2 A 5

Dividindo ordenadamente as expres-

sbes acima, obtemos “~\
s bh / \
-2 \
i Al 8

s bh

'

Por outro lado, sendo semelhantes os l
tridngulos, temos

b h

o’ h

Substituindo, na expressio (1)

h b
- por —,
I v
chegase a que
S b2
v o

Fig. 65 Teorema, Maeder, p. 219

A referéncia nimero 188, acima, estabelece “A drea do tridngulo. — A drea
de um tridngulo tem por medida o semiproduto dos nimeros que exprimem a
medida de sua base e de sua altura” (p. 190).

No entanto, observe que a prova do teorema de Pitdgoras é feita com base
na equivaléncia de dreas e ndo na semelhanca de figuras, sem haver qualquer
esclarecimento sobre esse ponto importante e, com isso, a demonstragdo fica
deslocada por estar fora do contexto conceitual em foco.

Supostamente o livro pode estar seguindo a tradicdo de apresentar a prova
classica dos Elementos de Euclides que, como disse Roxo (1931) tem resistido ao
longo do tempo. Vale também lembrar Ottoni (s.d., 1*. ed. 1826), autor que
apresentou essa demonstracao, ressaltando que assim foi feito apenas por causa do

aspecto metodoldgico.
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9192, Teorema de Pitigoras. — O quadrado c.onstruz'dc‘) sébre
a hipotenusa de um tridngulo vetdngulo é equivalente 4 soma
dos quadrados construidos sébre os catetos. .

Seja o tridngulo retdngulo ABC, figura 4 pédgina seguinte.

Sobre cada um dos lados do tridngulo, construamos um qulg-
drado, e, a partir do vértice do 4ngulo reto, A, tracemos Hfl\en:
perpendicular a hipotenusa, BC. Tracemos, depois, 0s S€g
tos AD e CF. ‘

Tendo o triingulo ABD
tura, BL, que o retingulo B
retdngulo. '

a mesma base, BD, e a mesmalal-
DKL, é equivalente 3 metade désse

Analogamente, chega-se a que o tri-
ingulo CBF ¢ equivalente a metade
do quadrado ABFG.

Mas, nos tridngulos ABD e CBF, te-

nos BC = BD,

como lados do quadrado BDEC,
BF = BA,

como lados do quadrado ABFG,

A A
FBC = ABD,
como soma de 4ngulos iguais, um reto e outro comum, ABC.'
Sdo, pois, iguais ésses tridngulos. Logo, o quadrado ABFG,
¢ equivalente ao retingulo BDKL.
Ademais, demonstra-se ficilmente, e de modo andlogo, que
0 quadrado ACIH ¢ equivalente ao retingulo LKEC.

Conseqiientemente, o quadrado BDEC, composto dos retin-

gulos BDKL e LKEC, ¢ equivalente s d
guls BL q oma dos quadrados ABFG

Fig. 66 Teorema de Pitagoras, Maeder, p. 221-222

Foi mencionado um pouco acima, estar incluido no livro da 3* Série, de
Maeder, o subtitulo Geometria dedutiva, como parte do Capitulo VIII: Figuras
geométricas. Embora o item geometria dedutiva pontue temas como proposi¢oes
fundamentais, axiomas, postulados, defini¢cdes, teoremas, o objetivo do livro nao é
o estudo da geometria dedutiva, no sentido do ensino-aprendizagem da
demonstragdo em que as proposicoes sejam consideradas em seu cardter
geométrico e em correlacdo umas com as outras. As questdes propostas revelam
isso, pelo cardter numérico que apresentam.

Em Maeder tem-se um exemplo de que o estudo dedutivo da geometria vai
deixando de ser o objetivo do ensino-aprendizagem em favor do uso das férmulas
e dos exercicios numéricos. A demonstracdo deixa de ser um alvo do estudo no
livio de matemadtica. Contraditoriamente, esse fato vai de encontro a principal
caracteristica que originalmente o livro de matemadtica apresentou em relacdo aos
elementos de geometria, propor estratégias para o ensino-aprendizagem de como

demonstrar.
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Esse fato indica, por outro lado, que a partir dos procedimentos algébricos
presentes no livro de matemdtica o tema demonstracdo pode ser investigado e que,
certamente, esse percurso vai levar as proposi¢des geométricas.

No entanto o livro de matemdtica que nos anos 50 registrou elementos que
atestam a auséncia da abordagem dedutiva em geometria, uma caracteristica dos
livros atuais, mostrou outra vez uma contradi¢do. Nos anos 60, o autor Sangiorgi
apresenta o estudo da geometria dedutiva, trata didaticamente o assunto ao propor
ferramentas para o ensino-aprendizagem da demonstracdo, aproximando-se com
isso do marco inovador que caracterizou o livro escolar de matematica com
respeito ao tema demonstracdo, o livro de Roxo de 1931. Com isso, Maeder traz
um trabalho atipico, considerando o que lhe é anterior o e que lhe sucede, no que

diz respeito ao ensino-aprendizagem da demonstracao.

8.4 Matematica — Curso Moderno de Sangiorgi

Os anos 60 se caracterizam pelo Movimento da Matemética Moderna,
orientacdo no sentido de modernizar os conteidos da matemaética elementar de
modo a aproximd-los de produgdes tedricas mais recentes. A proposta de ensinar
os conteddos da escola elementar tendo como eixo central a idéia de estrutura
marcou os livros dessa época, sendo que em fins dos anos 90 marcas dessas
orientagdes ja questionadas desde a década de 80, praticamente desaparecem dos
livros-texto.

Uma colecdo tipica lancada na época, Matemdtica: Curso Moderno, de
Osvaldo Sangiorgi, em quatro volumes, se dirigiu ao entdo ensino ginasial. Dois
exemplares de que se faz uso nesse trabalho sdo os volumes 3° e 0 4°, de 1969.

No Prefdcio do volume 4, o autor faz referéncia a se conhecer “as belas
estruturas da Matemética Moderna”, anunciando uma proposta de abordagem dos
conteidos como ja ocorria em outros paises. Diz que o conceito moderno de
funcdo é o dominante, integrando a geometria e a algebra, que a “semelhanca
comanda o estudo da Geometria, iniciado axiomaticamente na 3% série”, e que “o
estudo das razdes trigonométricas visa a ensinar as novas técnicas de medir e que
sao de uso corrente”. Também consta do Apéndice, anuncia o autor, um

tratamento axiomatico das dreas de regides planas.
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Os assuntos estudados no 4° volume se distribuem por trés capitulos,
Niimeros reais: prdticas com niimeros irracionais, Funcoes e Semelhanca,
subdivididos em partes.

O capitulo Semelhanca, apresenta os assuntos dando-lhes um tratamento
dedutivo. Traz as demonstracdes dos teoremas, mostrando o encadeamento das
proposi¢des com as respectivas justificativas. Pode-se supor a demonstracdo como
mais um modo de se estudar o contetido, pois a base tedrica em que se assentam
as proposi¢des que justificam a prova, ja foi explorada antes. Para isso, o autor
apresenta o assunto com explicacdes, exemplos, ilustracdes, exercicios, o recurso
de dialogar com o leitor, respondendo, enviando o leitor a estudos feitos em
outros capitulos ou em outro volume da colec¢ao.

Um ponto indiscutivel que esse livro levanta € o uso da linguagem
simbodlica. Novamente aparece a necessidade do balanco entre como referir os
objetos geométricos e matematicos de modo preciso e ndo truncar a comunicagao
com os que ndo estdo familiarizados com a linguagem matemaética, que se torna
necessario no caso do estudo da geometria. O autor se dedica a introduzir a
simbologia no contexto tedrico que lhe d4 significado, expondo como se 1€ cada
simbolo e se ocupa em fixar esses conhecimentos, pela repeticdo ao longo da
apresentacao dos assuntos ou com exercicios especificos.

O simbolo remete ao contexto em que um assunto € discutido e tem o
carater de compactar informagdes, ou seja, defini¢cdes, relacdes, operacdes. Tendo,
portanto, um carater conceitual e operacional.

Por exemplo, ele explora o conceito de semelhangca entre figuras
geométricas partindo da nocao de que elas tém a mesma forma, mas nem sempre
ttm o mesmo tamanho, depois explora a noc¢do de lados correspondentes
proporcionais e angulos correspondentes congruentes, o que se encontra de modo
geral em outros livros.

Por exemplo, quando a semelhanga € expressa pelas relagdes proporcionais,
gerando as equacdes ou férmulas das relacdes métricas do tridngulo retangulo, a
correspondéncia entre lados e angulos é indicada com o uso da igualdade. A
matemadtica elementar trata a semelhanca entre tridngulos, por esse método,
usando as igualdades que indicam a proporcionalidade entre medidas, ou seja,
entre valores numéricos. Note bem, aqui acontece mudanga conceitual e mudanga

na escrita.
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E como j4 foi visto anteriormente, a mudanga do método da equivaléncia de
areas para a prova coma base na semelhanga, na demonstragdo do teorema de
Pitdgoras, justamente mostra essa passagem conceitual modificando a escrita do
texto.

O livro apresenta estudos de geometria dedutiva em conexao com conteudos
ja estudados em itens anteriores ou em outras séries. Ao longo do texto a secdo,
Observacdo e Lembrete Amigo, corta a seqiiéncia dos teoremas, provocando que
se tenha atencdo com particularidades do assunto, também pelos informes
histéricos que apresenta. Além disso, Sangiorgi insere tipos diferentes de
exercicios como Teste de atengcdo, Exercicios de aplicacdo, Exercicios
exploratorios, Problemas e os Teoremas que devem ser demonstrados.

A demonstragdo do teorema de Pitdgoras que consta, de modo geral, do
estudo das Relacoes métricas no triangulo retangulo, no livro de Sangiorgi ndo
foge a essa regra. O livro de Sangiorgi anuncia, Com vistas ao Teorema de

Pitdgoras.

Teorema de Pitdgoras (*)

Se um tridngulo é retdngulo, entdo o quadrado da medida da hipo-
tenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Nora: Comumente, o Teorema de Pitdgoras é enunciado: Num trigngulo retdngulo
o quadrado da hipotenusa é igual & soma dos quadrados dos catetos. :

H{A ABC| B é reto AAS:\
T2 = a2 + ¢? RN
"‘ﬁ'._,.-"\ \\\\
| // ~\\> AN
o / .
h N
| // \\\ \\\
. h A
\ \\. C
DEMONSTRACAO: B PO >
Ja sabemos que: c? = bm (1.» Relagao)
a’ = bn (2." Relagao)
c? 4+ a* = bm+bn (somando membro a membro)

ou c¢° + a* = b(m-+n) (propriedade distributiva)
ou ct4+a*=0b.b (porque: m + n = b)

ou | ¢+ a* =b?

c.qd.

Fig. 67 Teorema de Pitdgoras, Sangiorgi, p. 185.
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O teorema de Pitdgoras é uma das conseqiiéncias do Teorema 9, (T.9,
indicacdo usada no livro), “a altura de um tridngulo retingulo, relativa a
hipotenusa, divide-o em dois tridngulos retangulos, ambos semelhantes a ele”
(p.183). As conseqiiéncias do teorema da semelhanga de tridngulos sdo as relagoes
métricas, 3 = b.m, at = b.n, S m.n, a.c = b.h, que tém por base a
proporcionalidade dos tridngulos e o tridngulo retangulo € uma conseqiiéncia das
duas primeiras.

Note que Sangiorgi apresenta o enunciado na forma se ... entdo. A redagao
da demonstracdo € esquematizada no padrdo hipdtese, tese, demonstracdo e
também o texto dispde bidimensionalmente uma sucessdo de linhas com as
afirmacdes e outra com as justificativas correspondentes.

E, ainda dentro do estilo apregoado por Hérigone, no séc. XVII, a redacdo
se caracteriza pelo uso da linguagem algébrica e pela auséncia dos conectores
l6gicos. As justificativas se baseiam em técnicas operatdrias, no caso, as
propriedades das operacdes algébricas. Esse elemento € novo em relacdo ao que se
viu antes. E o autor vai mostrar como essas operacdes sao justificadas.

O encaminhamento para se chegar até as relagdes métricas do tridngulo
retangulo que sdo as proposi¢des de entrada na prova do teorema de Pitdgoras,

tem como base a semelhanga de triangulos.

RelacGes métricas no tridngulo reténgulo

Com vistas ao Teorema de Pitdgoras

Considere o tridngulo retangulo ABC, onde:

BH é a altura relativa & hipotenusa AC, isto &, BHL XE;
AH e HC sio os segmentos determinados pela altura BH sbbre a
hipotenusa AC.
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DEMONSTRAGAO:
A altura BH relativa & hipotenusa AC determina os dois tridngulos
retdngulos: AHB e BHC (ver figura da pag. 182).

Consideremos o tridngulo AHB (um dos “pequenos”...) e o tridn-
gulo ABC (... o “grande”), onde:

=~ A (propriedade reflexiva da congruéncia)
~

A
B (ingulos retos)
AAHB ~ A ABC (por causa de 1, 2 e 0 1.° caso de semelhanga: A-A)

I> >)

1.
2.
3.
O mesmo ocorre com os tridngulos retdngulos ABC (... “o grande™)

e BHC (.. .6 o outro ‘“‘pequeno’), pois:

1. ¢ ~C (propriedade reflexiva da congruéncia)
2. B~H (4ngulos retos)
3. AABC ~ ABHC (por causa de 1,2 e o 1.°caso de semelhanga: A-A)

Logo:

AAHB ~ AABC ~ ABHC (propriedade transitiva da semelhanga)
c.q.d.

Fig. 68 Teorema, Sangiorgi, p. 183

Essa demonstracio apresenta justificativas baseadas nas propriedades da
semelhanga de tridngulos, em que os angulos correspondentes sd@o congruentes e
os lados homoélogos s@o proporcionais.

E como conseqiiéncia da semelhanca dos dois tridngulos, se chega as
relagdes métricas do tridngulo retangulo expressas algebricamente, aquelas que

foram usadas na prova do teorema de Pitdgoras acima, como a seguir.

De fato, pelo T.9 temos:
~ A Are AH HB AB
A @ AABG=> 2 = 2 =

=425 _h c

AB  BC ac™ =33
Portanto: m_c< e h
c b a_b

Fig. 69 Semelhanga, Sangiorgi, p. 184
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Sangiorgi apresenta as outras duas relagdes métricas do tridngulo retangulo
e ainda ressalta que se chega a interpretacdo métrica da semelhanca de triangulos

pelas relagdes proporcionais.

mé d,E'SsaS relagies podem ser enunciadas lembrando-se o conceito de
edia proporcional. Da 2.* série vocé sabe que numa proporcdo continud

1 4
ex.. o= — i : : ;s :
( 4 8) 0 meio comum ¢ denominado média proporcional ou

média geométrica dos extremos (no ex.: 4° = 2 x 8)

Dgsse modo as relacdes métricas
a seguinte redacio:

r———

no tridngulo fetdngulo passam a ter

(1Y) ¢ =b.m Amedida de cada catetoé média proporcionalentre
2% a*=b.p ds medidas da hipotenusa ¢ a de um dos segmen-
los determinados sébre a hipotenusa pela altura.

'j‘ med'ida da altura, relativa & hipotenusa,
¢ média proporcional entre as medidas dos
|_S¢8mentos que ela determina sdbre ¢ hipotenusa.

BY h=mn|e

O produto das medidas dos catetos ¢ igual
G0 produto das medidas da hipotenusa peld
medida da altura relativa & hipotenusa.

Fig. 70 Explicagéo, Sangiorgi, p. 184

Nesse mesmo capitulo, o livro tratou, no item Razdo e proporcdo de
segmentos, os casos de semelhanca de tridngulos, ressaltando que tanto a
semelhanga quanto a congruéncia sio relagdes de equivaléncia porque obedecem
as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva e advertiu sobre distinguir esses

dois conceitos.
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Procure fixar bem a distingdo entre as duas correspondéncias:
congruéncia () ¢ semelhan¢a (~)
j& estudadas entre os vértices A, B, C ¢ M, N, P de dois tridngulos:

AB ~ MN, BC ~ NP, CA ~ PM (lados
correspondentes congruenteo\

A~M B~N, ¢~ P (Angulos cor-
respondentes congruentm

4B _BC_CA
MN NP T PM (lados correspondentes
se A ABC ~ & MNP, entio proporcionalm

A~M B~N, ~ P (angulos corres-

pondentes congruentes)

se & ABC > & MNP, entdo

Por outro lado, dois trmngulm congruentes sd0 necessariamente
m (a razdo de semelhanga ¢ igual a 1), porém dois tridngulos
m ndo sdo necessdriamente congruentes!

Fig. 71 Explicagéo, Sangiorgi, p. 155

Em nenhum outro livro a prova do teorema de Pitdgoras foi apresentada em
um contexto tedrico que permitisse discussdes conceituais mostrando a passagem
do modelo geométrico euclidiano, que geometrizou a matemética, para o modelo
métrico que algebrizou a geometria e, consequentemente, a matemadtica.

O teorema de Pitdgoras ‘“demonstrado por intermédio das dreas”, como
anuncia o autor € antecedido pela apresentacdo do conceito de regido poligonal e
dos Postulados sobre éreas:

P1. A 4rea de um tridngulo € igual a metade do produto da medida de qualquer um
de seus lados pela medida da altura correspondente.

P2. Se dois tridngulos sdo congruentes, entdo as respectivas regides triangulares
tém a mesma drea.

P3. A drea de uma regido poligonal é a soma das dreas das regides triangulares que
a compdem. (p. 234-235)

A demonstracdo do teorema de Pitdgoras € o ultimo dos quatro itens
discutidos pelo autor no “tratamento axiomatico das dreas das regides planas”,

parte inserida no Apéndice.

4.°) Com relagdo ao Teorema de Pitdgoras:

. O Teorema de Pitdgoras — que vocd ji demonstrou ao estudar as
relagbes métricas nos tridngulos retdngulos — foi enunciado por
Euclides, célebre gedmetra da Antiguidade, da seguinte maneira:

“0 quadrado construfdo sébre a hipotenusa de um tridngulo retdngulo
¢ igual & soma dos quadrados construidos sébre os catetos”

e demonstrado, por intermédio das 4reas, assim:
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[ AHLEC e AG | BF
ioura, temos:
Na figura, tem | A ABF ~ ADBC (por qué?)

]
e, COMo: Apasr = ‘2‘Acmmy (por qué?)
! ,
e Appse = ‘Z‘ADBMD (por qué?)
segue-se que: Acsrer = AQssrn

Da mesma forma, prova-se que:

Acmexe = Aoz

Sendo: ADsrke = Acsren + Acwexe (P3)

vem: AQsrre = Asasp T AQucws

c.q.d.

Fig. 72 Teorema de Pitagoras, Sangiorgi, p. 239-240

Esse modo de redigir a demonstracdo esquematiza o desenvolvimento
dedutivo da prova, deixando a vista seus passos dedutivos: mostrar que a drea do
tridangulo é a metade da drea do retangulo construido sobre a hipotenusa e da area
do quadrado sobre o cateto correspondente (P. 1), portanto a drea do retangulo é
igual a drea do quadrado; e como o quadrado construido sobre a hipotenusa € a
soma dos dois retangulos que equivalem aos quadrados, chega-se a conclusao da
prova.

Mostra também o equivalente geométrico, por exemplo, para a expressao
algébrica da drea do tridngulo, A rrianguio = V2 b.n, = Y2 A Retanguio, Onde b € n sdo os
lados do retangulo. Mas, no livro-texto, a €nfase recai usualmente no uso de

féormulas para resolver cédlculos numéricos de modo que o equivalente geométrico
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passa a ser trabalhado em fungdo disso. Novamente, volta-se a questio da
mudanca conceitual, deixa-se a interpretacdo geométrica pelo seu equivalente
algébrico e numérico.

Sem querer esgotar esse ponto, fica apenas a constatacdo de que o
entendimento do rumo que a demonstracdo da geometria plana tomou passa
centralmente por ai. E também se constata que para entender os caminhos ou
descaminhos (considerando um consenso geral de que é preciso resgatar o estudo
da geometria na escola elementar), € preciso pesquisar historicamente o
desenvolvimento da geometria em conex@o com o de dreas como a aritmética e a
4lgebra. E justamente essa correlagdo que se encontra no livro de Sangiorgi como
em nenhum dos demais da base documental.

Voltando a demonstragdo acima, no modo como o autor a apresenta, ha
indicios de que o objetivo do estudo dedutivo da geometria € o ensino-
aprendizagem, com isso a demonstragcdo ganha um carater didatico, escolar.
Observe o detalhe de deixar, pela interrogacdo, o pedido de resposta para dois
passos justificativos da prova. Com Sangiorgi é possivel concluir que demonstrar
em geometria plana exige um conhecimento contextualizado da matematica,
teoricamente contextualizado. E uma forma especifica de operar com a teoria, por
causa do desenvolvimento dedutivo da prova, que implica em um modo de
raciocinar e de exposi¢do, que exige ser praticado. Esse aspecto serd explorado a

seguir.

8.5 Estratégia didatica para o ensino-aprendizagem da demonstracao
em livros-texto

Em Hérigone (1634) aparece o que se pode considerar como uma evidéncia
de estratégia diddtica para o ensino-aprendizagem da demonstracdo, a
esquematizacdo do texto, que, posteriormente, consta dos livros de matemaética
usados no ensino brasileiro no século XX. A esquematizacdo do texto
demonstrativo em duas colunas possibilitada por uma escrita concisa que faz uso
de notacdes, expOe as etapas da redacdo euclidiana, ou seja, hipdtese, o que é
pedido ou tese, preparacdo, demonstracdo e conclusdo.

Hérigone enfatiza como vantagens da esquematizacdo do texto

demonstrativo, favorecer o ensino-aprendizagem porque o texto conciso estaria
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“aliviando a memoéria” do aprendiz, 0 que sugere como pressuposto o ensino-
aprendizagem com base na repeticdo do conteido que se apresentava pronto no
livro. Por outro lado, se percebe que a funcdo do livro € abordar o assunto
valorizando o cardter matemdtico, porque a esquematizagao também atenderia a
um tratamento mais rigoroso da prova. Com a entrada das questdes a resolver, ja
no final do século XIX, esse quadro se modifica, em parte, pelo pressuposto de
que compete ao estudante realizar parte do trabalho com o conteido. Mas se
constata que a natureza das questdes presentes nos elementos de geometria é de
cardter conteudista.

Apenas quando a atividade é o ensino-aprendizagem de como fazer uma
demonstracdo, o procedimento dedutivo que preside o encadeamento das
proposi¢des em uma demonstragdo passa a ser um assunto contemplado pelo
livro.

Nesse sentido, o dispositivo da esquematizacdo surge como um recurso
notdvel por expor as proposicoes e as respectivas justificativas dos passos
dedutivos. Assim, o primeiro grupo de obras analisadas, os elementos de
geometria, reune livros-texto com estrutura dedutiva que ndo se ocupam com 0O
ensino-aprendizagem da demonstracdo e tem a fungdo de transmitir os conteudos
da geometria dedutiva. A didatizacio do tema se apresenta no livro de
matemdtica, com o curso de matemética de Euclides Roxo, em 1931, e reaparece
nos anos 60 com Sangiorgi.

Os livros mostram que a demonstragdo enquanto objeto de ensino-
aprendizagem € um procedimento matemético particular, envolvendo uma redagdo
prépria que se estrutura a partir do raciocinio dedutivo e que requer conhecer as
propriedades dos objetos geométricos para que novos conhecimentos sejam
validados.

A grande mudanga presente no livro de matemdtica pode ser resumida da
seguinte maneira: o pressuposto de que saber geometria e estar apto para provar os
teoremas, sdo coisas distintas (Herbst, 2002, p. 289).

Como essa afirmativa estd explicitada no livro de Roxo e de Sangiorgi?
Essa investigacao vai mostrar um discurso didatico sobre o ensino da geometria
dedutiva, marcadamente referenciado em questdes gerais levantadas por ocasiao

do movimento de modernizacio da matematica escolar, iniciado por volta do
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inicio do século XX, que resultou na instituicio do ainda existente ICMI
(International Comission on Mathematical Instruction).

No prefacio do Curso de Mathematica, 3“ série, Geometria, de 1931, Roxo
destaca que o livro foi elaborado conforme as diretrizes metodoldgicas baixadas
pelo Ministério da Educacdo para todos os colégios secunddrios do Brasil,
procurando dar continuidade ao que foi iniciado com os dois primeiros volumes
publicados a partir de 1929. Ele ressalta,

O ensino se fard, assim, pela solicitacdo constante da atividade do aluno (methodo
heuristico), de quem se procurard fazer um descobridor e ndo um receptor passivo
de conhecimentos.

E completa dizendo que o ensino da geometria que, nos dois primeiros anos,
comegou com um curso intuitivo e experimental, agora é feito pela exposi¢ao
formal. Finalizando, Roxo diz que poderia ter reduzido o nimero de teoremas
demonstrados, aceitando sem provas muitos fatos, como foi feito nos livros
anteriores. Mas receou parecer “demasiado inovador”, deixando a critério do
professor essa decisdo.

As idéias de Roxo sobre o ensino-aprendizagem da matemadtica t€ém forte
base no movimento reformista acima mencionado. Em seu livro da 3? série, de
1931, ele diz que continua a obedecer a orienta¢ao ja seguida nos livros das duas
séries anteriores. No primeiro volume da cole¢do, de 1929, Roxo apresenta um
prefacio, em cinco folhas, mostrando as questdes educacionais que preocupavam
quem ensinava matemdtica. Ele transcreve trechos completos de um
pronunciamento de Poincaré, de 1904, que em idéias gerais revela espanto com o
fato de que a logica, a base do nosso entendimento, esteja fora do alcance da
maioria das pessoas. Sendo preocupante, em particular, a situacdo do aluno e do
professor e sugerindo ser a histéria da ciéncia um guia para professor e aluno
passarem por etapas ja trilhadas por seus pais. Segundo Poincaré,

O principal objetivo do ensino de matematica é desenvolver algumas faculdades do
espirito e, entre elas, a intuicdo ndo é a menos preciosa. E por ela que o mundo
matemadtico fica em contato com o mundo real, e quando os matematicos puros
podiam ultrapassé-la sempre precisavam ter recursos para preencher o abismo entre
o simbolo e a realidade. O pratico sempre tem necessidade disso e para um
gedmetra puro deve haver cem préticos. (p. 6)

Também citando Klein, Roxo destaca que a tradicdo do ensino
compartimentalizado da matematica em trés grandes areas, geometria, dlgebra e

aritmética, deve ser substituido pelo ensino integrado dessas éreas, sob o ponto de
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vista de que a ciéncia € um todo indiviso. Devendo ser priorizada “a compreensao
mais intuitiva do espaco, e em primeira linha e antes de tudo, o desenvolvimento
da idéa de funccdo, refundindo nella nossas representacdes do espago e do
numero” (p. 7). E, ainda, reforga, “as duas vozes mais que autorizadas” as quais se
juntaram a de outros matemadticos repercutiram em quase todos os paises do
mundo, integrando uma grande corrente pela renovacao pedagdgica que, pode ser
resumida em trés grandes tendéncias:

1) enfatizar o aspecto psicoldgico, ou seja, o ensino nao deve estar centrado
no conteudo, mas, antes, atender o aluno. Essa diferenciacao necessdria se associa
com a faixa etdria e, assim, se deve “comecar sempre pela intui¢do viva e concreta
e sé pouco a pouco trazer ao primeiro plano os elementos logicos e adoptar, de
preferencia, o methodo genetico, que permitte uma penetracdo lenta das nogdes”
(- 7);

2) enfatizar as aplicagdes do conteido ensinado ao conjunto das outras
disciplinas, isto €, em lugar do ensino “puramente formalistico” é preciso que o
ensino seja mais “vivo e productivo” (idem);

3) subordinar o ensino da matemadtica a finalidade da escola moderna, quer
dizer, “tornar os individuos moral e intellectualmente aptos a cooperarem na obra
da civilizacao hodierna, essencialmente orientada para o successo pratico” (p. 7-
8).

Essas trés tendéncias e suas interagdes mutuas formam um quadro de
caracteristicas também complementares:

a) a fus@o da aritmética, dlgebra e geometria, incluindo a trigonometria;

b) a introdugdo “precoce” da nocdo de fung¢do que, para Klein, seria “o
dmago do moderno movimento de reforma” (p. 7) e deveria ser apresentada sob a
forma geométrica, sendo expressa por representacdes graficas. Roxo, também
refor¢a a importancia do estudo das fungdes citando, Tannery, cuja transcricao
torna-se relevante por mostrar que a demonstragdo, a geometria dedutiva, tem um
lugar central nessas discussoes:

Sabe-se um pouco o que € a matemadtica, sua extraordindria extensdo, a natureza
dos problemas que ela apresenta e resolve, agora, quando se sabe o que é uma
funcdo, como se estuda uma funcio dada, como seguem suas variagdes, como se
representa seu passo por uma curva, como a algebra e a geometria se ajudam
mutuamente, como o nimero e o0 espago se esclarecem um ao outro, como se
determina uma tangente, uma drea, um volume, como se chegou a criar novas
funcdes, novas curvas, para estudar suas propriedades. Sdo essas nocdes e esses
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métodos de que se tém necessidade para ler os livros técnicos em que a matemética
intervém. Eles sdo indispensdveis para quem quer compreender qualquer coisa no
movimento cientifico que se acelera, nas aplicacdes das ciéncias que se
multiplicam e que dia-a-dia tendem a modificar mais profundamente nosso modo
de pensar e de viver.

Eles sdo simples e faceis quando reduzidos ao que tém de essencial, bem mais
faceis que as demonstracdes que ndo se teme dar aos alunos, que sdo longas e
complicadas, que tém um ponto de alcance além do que eles comprovam. Elas
devem, eu creio, entrar mais e mais no ensino elementar para o abreviar e fortificar

(- 9.

¢) o abandono, em parte, da didatica rigida de Euclides, introduzindo a idéia
da mobilidade de cada figura;

d) a introdugdo, desde cedo, da no¢do de coordenadas da geometria
analitica, em vez de “sobrepor-se como uma nova construc¢do 4 parte, ao estudo
ja concluido da Geometria Elementar” (idem);

e) a introducdo de nocdes de cdlculo diferencial e integral, com base em
métodos geométricos, “portanto intuitivos” (idem);

f) o maior desenvolvimento do ensino do desenho projetivo e da
perspectiva, em conexao como o estudo da geometria elementar;

g) a introdug¢do de recursos de laboratério como réguas graduadas,
compassos, instrumentos de medir angulos, papel milimetrado, balangas,
termOmetros, alavancas, planimetros, polias, aparelhos de demonstragdo, figuras e
sOlidos de vidro, de fios de seda, etc. Esses recursos aliados ao ‘“método
heuristico” permitem a experimentacdo auxiliando na “self-discovery”,
contribuindo para dar “vivacidade e interesse ao ensino € um certo apoio concreto
e, talvez, um tanto divertido, ao raciocinio do adolescente”, para o aluno “galgar o
mais suavemente possivel, a ingreme rampa da abstraccdo mathematica” (p. 10);

h) finalmente, o principio do método histérico no desenvolvimento da
matematica, que preside todos os precedentes e € pouco reconhecido e respeitado:
“O educador deve fazer passar o aluno por onde tem passado seus pais, porém
rapidamente e sem pular etapa. A esse respeito, a historia da ciéncia deve ser
nossa primeira guia” (p. 10).

Roxo cita reformas do ensino da matemdtica em paises como o Japao,
Russia e Argentina que, ja em 1915, com Jorge Duclot, aderira ao movimento. E
relata que surgiram vérios compéndios sugerindo solugdes para os problemas

didaticos em discussdo, principalmente na Alemanha e Estados Unidos, desde o
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inicio do século XX. Cita George Myers que dirigiu um grupo de professores, na
Universidade de Chicago, desde 1903 e Breslich, quem escreveu definitivamente
o compéndio que ao longo de 25 anos foi revisto por esse grupo e que Roxo diz
ter sido seguido com grande sucesso por outros autores. E, essa foi a opcdo que
ele fez também. Sendo que complementou o estudo da planimetria, “ndo deixando
no abandono a intuicao do espaco a trés dimensdes” como havia ressaltado Klein.
Ressalta também que, para a parte introdutéria as formas espaciais,
“aproveitamos muita cousa dos excellentes compendios do Prof. Behrendisen, da
Universidade de Gottigen, ‘Lesebiicher der Mathematik nach modernen

999

Grundsitzen’ (p. 12). Diz que escreve um livro visando facilitar o ensino pelo
método heuristico “em que se procura, tanto quanto possivel, evitar o dogmatismo
e levar, por meio de perguntas adequadas, o proprio estudante a descobrir os
factos e a enunciar as regras e defini¢des” (p. 12).

Pelo que se viu com as obras de Roxo, é notavel a atualidade das questdes
didéticas de entdao. Além da critica ao modelo euclidiano de matematica que se
consolida em nivel internacional também através dos novos livros de matematica,
sendo que o caso brasileiro fica bem exemplificado com as obras desse autor. Ou
seja, a critica aos Elementos de Euclides, ao longo dos tempos, se incorporou
tanto no desenvolvimento da matemdtica quanto no discurso didédtico sendo,
portanto, um modo promissor para se pesquisar a constituicdo da matemaética
escolar.

Roxo e Sangiorgi abordam a geometria dedutiva de modo semelhante, como
ja se afirmou, porque se ocupam com ensinar como se faz uma demonstracdao. Um
modo de verificar isso € pela observagao dos topicos especificos que os livros dos
dois apresentam, bastando considerar o livro de Sangiorgi da 3* e da 4* séries e o
de Roxo, da 3? série.

Roxo apresenta os itens: A geometria dedutiva; Conjunto de proposicoes
fundamentaes que constitue base intuitiva a Geometria deductiva: axiomas e
postulados, postulado da invariabilidade, postulado da recta, axioma da
divisibilidade; Os theoremas: theorema, demonstracdo, exemplo de demonstracdo;
Reduccdo ao absurdo. Demonstragdo de reciprocas; Condi¢do necessdria e
sufficiente; Demonstracao 16gica.

Sangiorgi apresenta os itens: Explorando demonstracdes... praticas

demonstrativas; Construcdo légica da geometria; Necessidade de um processo
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dedutivo; Postulados e teoremas da geometria em estudo: que é postulado? que é
teorema?; Primeiros teoremas, forma “se-entdo”’; Como enfrentar uma
demonstracdo logicamente: um plano de demonstracdo, demonstracao
esquematizada; Teorema reciproco de outro teorema; Método indireto para se
demonstrar um teorema.

Uma outra evidéncia é o texto demonstrativo que, em ambos, ganha um
carater didatico pelo recurso de interrogar o leitor, deixando a ele a tarefa de
completar as passagens incompletas da marcha dedutiva.

Olhando, agora, com maior detalhe, o 3° volume do Matemdtica — Curso
Moderno, de Sangiorgi, h4 dois capitulos dedicados ao estudo da geometria em
que se pode observar a presenca de um inter-texto que reine um material didatico
para o ensino-aprendizagem de como fazer uma demonstragao.

A comegar pelo Prefdcio em que o autor fala ao aluno o valor de se estudar
a geometria, dizendo “as figuras geométricas — suas velhas conhecidas desde os
primeiros anos da escola — quando tratadas ‘racionalmente’, constituem &timo
estimulo para a deducdo de certas propriedades comuns a elas e que jamais
poderiam ser aceitas se apenas as observassemos’.

Serd apresentado um dos esquemas que o livro traz para caracterizar a
cadeia dedutiva de uma demonstracdo, mas € importante saber que a
demonstracdo sob o enfoque didatico, € tratada ao longo do texto.

A ultima parte do 3° Capitulo se intitula Explorando demonstracées... e
propde logo, no inicio, o que o autor chama Prdticas demonstrativas. Ha
exercicios que visam encaminhar o aluno de modo que ele chegue a formular
propriedades dos objetos geométricos (pl77- 195). A segunda parte do 4°
Capitulo, Construcdo logica da geometria, aborda o tema Insuficiéncia das
medidas e das observagoes para “provar” que uma afirmacdo é verdadeira,
seguindo-se os itens, Necessidade um processo dedutivo e Postulados e teoremas
da geometria em estudo, Que é postulado, Que é teorema??

Ap6s isso, hd uma sintese com o enunciado dos dez postulados da geometria
euclidiana. Antes de apresentd-los o autor diz,

Pode-se agora reunir, sob forma de postulados, as situagdes encontradas em
exercicios prdticos, principalmente as nascidas nos exercicios exploratorios. Tais
postulados serdo utilizados para justificar as demonstragdes dos feoremas.
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Entdo, com os conceitos primitivos (ndo-definidos), com as definicoes estudadas,
com sentengas aceitas como postulados e com outras tomadas como feoremas
constroéi-se logicamente uma Geometria.

O livro informa sobre como se estrutura uma demonstra¢iao. Barbin (2001)
comenta que tradicionalmente a forma se...entdo se instituiu como um recurso
para o ensino da demonstrag@o, assim como o uso da disposi¢do em duas colunas,

aspectos presentes em Sangiorgi.

10. Primeiros teoremas; forma “‘se-entdo”

Os teoremas, como vocé ja sabe, sdo sentengas que podem ser pro-
vadas como verdadeiras. Os teoremas compdem-se de duas partes:

hipétese (H): sdo os fatos dados(*)
tese (T): é o fato ou os fatos que devem ser provados

Todo teorema pode ser sempre escrito sob a seguinte forma condi-

cional:

conhecida pela forma se-entdo. Exemplos:

1.0) O teorema: “Dois dngulos opostos pelo vértice sdo congruentes”,
pbsto sob a forma “se-entdo”, fica:

~ ”
“sg dois 4ngulos sdo opostos pelo vértice, ENTA0 08 4ngulos sdo congruentes

H T

A sentenca: dois dngulos sdo opostos pelo vértice € a hipdte;e‘
por conter os fatos dados, enquanto que a sentenga: 0s dngudos‘
sdo congruentes, & a tese, pois contém o fato que deve ser provado.

Fig. 73 Explicacao, Sangiorgi, p. 237

No entanto, as pesquisas mais atuais discutem essas estratégias, tema que
ainda serd abordado. Mas o autor destaca um outro modo de redacdo para o
teorema, a redacdo algebrizada pelo uso da simbologia, em que a seqii€éncia de
proposicdes e justificativas estd disposta em duas colunas, que seria uma forma

simplificada de exposicao.
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Outras vézes o teorema pode ser proposto sob forma simplificada
como por exemplo: Q ,
Dados Provar
AM >~ MB AAMP = A BMQ
PA LAB A s
QB L AB
P
DeMonsTRAGZO:
Afirmacdes Justificacdes
1) _fjgs(mtos) ) PA L AB, QB 1 AB
2) AAM ~ MP 2) Hip6tese
3)  AMP ~ BMQ 3) o.p.v.
4) A AMP =~ A BMQ) 4) ALA.
cqd,

Fig. 74 Demonstragao, Sangiorgi, p. 242

E para exemplificar ainda o carater didatico na obra de Sangiorgi, segue-se

como € encaminhada a esquematiza¢ao de um teorema.

11. Como “enfrentar” um teorema com Bxito

Nao hé regras rigidas para s
. e demonstrar um teqg
todavia, PARTINDO dos fatos dados na ki erena. Podese,

: arns pdtese e empregando os conheci
mentos advindos das definices, dos postulados e de teorergtas j4 conh }_1501
CHEGAR a0s fatos apontados na tese. ecidos,

Essa “‘caminhada” pode ser facili
acilitada por construcs ili
orocutando: ¢oes auxiliares, e
1) escrever o teorema sob a forma “se-entio” (caso ainda ndo es-
teja);
2) desenhar uma figura que represente os fatos contidos na hipétese
e na tese (0 uso de letras facilitar4 essa representagio).

Nora: Posteriormente quando i i m
: X pela prética a hipétese e a tese forem fici
ST ) cilmen
identificadas, poderemos dispensar a forma “se-entio" para os teoremas te

Fig. 75 Explicacao, Sangiorgi, p. 239

Depois ele apresenta um exemplo-modelo. O enunciado em sua versao se ...

entdo, também estd esquematizado na forma hipotese, tese, demonstragao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0410357/CB

221

Exemplo-modélo: Demonstrar o teorema:

T.1 : Em qualquer tridngulo isdsceles os dngulos
da base sdo congruentes.

Temos: sE um tridngulo ¢ isdsceles, ENTAO 0s
dngulos da base sdo congruentes.

H [AABC| AC~BC
T (Ax~B A= B

Fig. 76 Exemplo, Sangiorgi, p. 239

A seguir € exposto o plano da demonstracao, atentando para o que se deve
fazer com respeito a figura. O autor visa deixar claro que para escrever a
demonstrac@o € preciso tracar linhas, marcar angulos, tridngulos, etc, sobre uma
figura, etapa que originalmente foi denominada construcdo no modelo
demonstrativo euclidiano. Mas tudo isso deve ser feito em funcdo do enunciado e
das proposi¢des que vao ser usadas no desenvolvimento da prova. Portanto,

conhecimento tedrico € exigido.

_ Um plano de demonstracdo: Para provar que os dngulos 4 e B
$40 congruentes, basta provar que ésses dngulos participam de figuras
congruentes (tridngulos, por exemplo; vocé j4 sabe reconhecer ficilmente
se sdo congruentes).

Nestas condigdes, traga-se algum segmento, de propriedades conhecidas,
que decomponha o A ABC em dois novos tridngulos. Tal segmento
poder4 ser:

a bissetriz relativa ao angulo ¢
ou a mediana relativa  base AB

ou a altura relativa a4 base AB

Fig. 77 Explicagéo, Sangiorgi, p. 239

O que se observa € que, para demonstrar, € absolutamente necessario ter
conhecimento do assunto em um carater conceitual contextualizado, de modo que
os conteddos estejam contextualizados teoricamente, explorando-se o ambiente
tedrico onde o enunciado do teorema ganha significacdo. Isso remete ao ensino-
aprendizagem em que os objetos geométricos estejam relacionados com figuras,

as relagdes, operacdes, propriedades e definicdes que os caracterizam. No
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exemplo acima, tem-se a seqiiéncia, angulos congruentes — figuras congruentes —
tridngulo isésceles — tragado de linhas — dois tridngulos congruentes. Note que, no
exemplo em discussdo, tracado do segmento implica conhecer os segmentos

caracteristicos do triangulo: bissetriz, mediana e altura. E o autor explora isso.

Se for a bisselriz, esta ir4 dividir o 4ngulo C' em dois 4ngulos congry.
entes, isto é, de medidas iguais (m = n), eﬂsej_a“c}o a formacgdo dos trian.
gulos: ACH e CHB, nos quais figuram os dois angulos A e B que nos
interessam.

c <

T — e g

A B

Confrontando ésses tridngulos, observa-se que éles possuem:

AC~BC (por hipotese) (L)
m =n (por construgdo da bissetriz) }A)
CH >~ CH (por ser lado comum) L

e, porténto, sdo tridngulos congruentes pelo 1.c Caso (L.A.L.).

Fig. 78 Explicacao, Sangiorgi, p. 239

O conhecimento exigido aqui, tem um cardter particular. Pois € preciso
conhecer uma série de definicdes, de proposi¢des, ou de foérmulas que as
enunciem, e tomd-las em relacdo umas com as outras e em uma dada ordem
necessdria. E essa ordem e as proposi¢des que entram na prova também ndo sao

fixas, elas dependem de todas as escolhas tedricas feitas. Por exemplo, se a

escolha feita fosse tracar a altura relativa a base AB a justificativa seria outra e

autor explica,

Outro “caminho” para provar que Ax~Be tragar a altura, relativa a base AB,
pois nesse caso 0s tridngulos obtides seriam congruentes por serem retdngulos que possuem
a hipotenusa e um cateto, respectivamente, congruentes. Sabe por qué?

Porque € sempre possivel “compor” um tridngulo isésceles com dois tridngulos
rel_:Angplos que possuam a hipotenusd e um cateto, respectivamente, congruentes, E
tais tridngulos sdo congruentes, nessa “composi¢do”, pelo caso L.A.A,.

Depois de vocé se acostumar a éste tipo de raciocinio, ser& possivel sinfetizar as
demonstragdes mediante esquemas que indicam as diversas “passagens” da demons-
tragéo,

Fig. 79 Explicagéo, Sangiorgi, p. 240
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Mas nesse caso, o resultado de um problema numérico ndo se alteraria

justamente porque no tridngulo retangulo, a mediana, a bissetriz e a altura

coincidem e sdo representadas na figura pelo mesmo segmento CH . Esse fato
importante, suscita a reflexdo sobre particularidades da abordagem métrica no
estudo da geometria dedutiva.

Sangiorgi alerta para o fato de que nao ha receita que se possa seguir quando
se trata de demonstrar. Ele apresenta a seguinte prova para o Exemplo-modelo,

que vem sendo discutido.

Exemplo-modélo: Demonstrar o teorema:

T.1 : Em qualquer tridngulo isésceles os dngulos
da base sdo congruentes.

z

Temos: SE um tridngulo é isdsceles, ENTAO os
dngulos da base sdo congruentes.

H {4 ABC | AC ~ BC
T (Ax~B8 A s

H {AABC | AC~BC
T (AxB

DeMoNsTRAGAO:

A firmagbes Justificacdes

1) CH ébissetrizde (', ou seja, m=n l 1) Todo éngulo admite uma bissetriz e,

portanto, pode-se construir CH.

‘ AC 2 BC (p/hipétese
2) & ACH =~ A BCH ‘ 2) Caso LAL{ m=n (plonstrugio)

l CH ~ CH (lado comum)(*)

' 3) Angulos que se correspondem em tridn.
! gulos congruentes

) AxE

2

c.qd.

Fig. 80 Demonstragao, Sangiorgi, p. 241

Observe que o texto da demonstracdo, acima, estd esquematizado em duas
colunas, expondo as afirmativas que embasam a prova com as respectivas
justificativas. E, finalmente, antes de apresentar o esquema do Exemplo-modelo o
autor explica como ele funciona, destacando que os passos dedutivos podem

mobilizar constru¢des geométricas, relacdes de equivaléncias, implicacdes.
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Pode-se, também, efetuar a demonstracio do teorema por meio de
esquemas desenhados(**), coloridos de preferéncia, onde figuram uma série
de dedugdes através de construgies (——), de equivaléncias (<) e de
implicagies (=), que permitem sair da hipétese e chegar 4 tese.

Assim, por exemplo, voltando ao teorema:

“sE um tridngulo é isésceles, ENTAO os dngulos da base sdo congruentes”

sua demonstragdo serd esquematizada da seguinte maneira:

Fig.81 Explicagao, Sangiorgi, p.241

O esquema dedutivo do teorema é como a seguir,

3
oo
i

L S

E]

¢ &ﬂ\

c.q.d.

Fig. 82 Esquema, Sangiorgi, p. 241

Esse ndo € o tnico esquema de demonstracdo no livro e o autor, em nota de
rodapé, referéncia a Lucienne Félix, pedagoga francesa que adota o procedimento
de esquematizar os passos dedutivos da prova da demonstracio.

O exemplo de texto demonstrativo diditico em Sangiorgi e em Roxo tem a
caracteristica marcante de deixar em aberto passos dedutivos que o estudante deve
completar, sendo que anteriormente esses conteidos solicitados foram discutidos

e constam do capitulo.
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263, Theorema. — Toda parallela a um dos lados
de um triangulo férma com os oufros dois lados um
lriangulo semelhante wo primeiro.

Hypothese: 0 & ABC ¢ a recla DE // ao lado BC
(fig. 195).
These: & ADE <> A ABC.

A

(AN
C
B 3 :
Fig. 105

Marcha: Mostra-se que os dois 4. tém os A iguaes
e os lados homologos proporcionaes.

Demonstracio:

(1) O A 4 é commum aos
dois A.
2) AD=AB; AE= A C. (2) Correspondentes
‘ das //s DE e BC com
_ as trans. AB e AC.

AD _ AE 3) Theor. 252,

(3 AE = A0 3) .

(4) Trace DF // AC; DEFC ¢ (4) Porque ?

um £ e FC = DE.

(5), £E - 4D (5) Sendo DF // AC
BC AB divide os outros dois
lados na mesma razio.

6y - DE _AD _AE (6) Substituindo FC
: C AB T AC por seu igual DE.

.
8 Conclusiio: os & ADE e ABC tém os A iguaes e 0s
ados homologos proporcionaes e sio semelhantes.

Fig. 83 Teorema, Roxo, p. 291-192
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O exemplo de Sangiorgi mostra que esse autor também procede da mesma

forma.

4.°) Com relagdo ao Teorema de Pitdgoras:

. O Teorema de Pitdgoras — que vocé ja demonstrou ao estudar as

relagdes métricas nos tridngulos retdngulos — foi enunciado por
Euclides, célebre gedmetra da Antiguidade, da seguinte maneira:

“0 quadrado construfdo s6bre a hipotenusa de um tridngulo retdngulo
¢ igual a soma dos quadrados construidos sébre os catetos”

e demonstrado, por intermédio das 4reas, assim:
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AH L BC ¢ AG )| BF
igura, temos: |
Na figura, tem | A ABF ~ ADBC (por qué?)

1
e, como: Apasr = 5Aosren (POr qué?)
] ,
e AADB(: = E_ADBAED (por que ?)
segue-se que: Agsren = AQpaso

Da mesma forma, prova-se que:

Acwere = AQuem

Sendo: Alsrke = Acusren T Ackere (P3)

vem: ADBFKC = ADBAED + ADACML

Fig. 84 Teorema, Sangiorgi, p. 239-240

Observe que os dois textos ndo estdo completos, deixando lugar para que o
estudante justifique tais afirmativas. Também estdo esquematizados, pelo uso da
linguagem concisa da dlgebra, nesse sentido, exemplificando a proposta de
Hérigone, mas por outro lado se distanciando no que se refere ao pressuposto da
atividade do aluno, mostrando que a funcao do livro passa a ser ensinar como se
demonstra em vez de apresentar o texto completo que deve ser memorizado.

E preciso atentar para a abordagem dos contetddos da geometria plana,
nesses dois livros de matemdtica, pela énfase nas propriedades, relagdes e
operacdes que caracterizam um objeto geométrico, com o que se conclui que
demonstrar exige um conhecimento contextualizado da matematica, teoricamente
contextualizado. Por causa do desenvolvimento dedutivo da prova, demonstracdo

¢ uma forma especifica de operar com a teoria, uma maneira especifica de

raciocinar e de expor os conteudos, que exige ser praticada.
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