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7 A Demonstracao no ensino brasileiro: os elementos de
geometria

Os livros tipo elementos de geometria a serem analisados sdo obras
representativas entre as que foram usadas no ensino brasileiro e sdo os seguintes,

Elementos de Geometria pelo Marqués de Paranagud, Rio de Janeiro,

Typographia Austral, 1838;

Elementos de Geometria e Trigonometria Rectilinea compilados por C. B.

Ottoni, 9* edi¢dao da Editora Francisco Alves, Rio de Janeiro, sem data (1*

ed. 1853);

Curso de Geometria por Timotheo Pereira, 2* edicdo da Livraria Francisco

Alves, Rio de Janeiro 1898;

Elementos de Geometria por André Perez y Marin e Carlos F. de Paula, 3*

edicao da Companhia Melhoramentos de Sao Paulo, sem data (1* ed. 1912);

Elementos de geometria, livro da série de publicagdes F.I.C. editado em

Paris no ano de 1930; versdo para o portugués de Eugenio de Barros Raja

Gabaglia.

Estes sao livros que foram usados no ensino brasileiro e que abordam
dedutivamente a geometria plana elementar'. Mas, quando olhados mais
particularmente mostram que ndo € apenas o texto demonstrativo que sofre
modificacdes, os livros do tipo elementos de geometria, estruturados dentro da
tradicdo demonstrativa euclidiana, teorema-problema, também se modificam e se
diferenciam, trazendo elementos novos que compdem o buscado quadro de

modifica¢des ocorridas na demonstracao.

7.1 Elementos de geometria de Paranagua

Francisco Villela Barbosa (1769-1846), o primeiro Marqués de Paranagua,
nasceu no Rio de Janeiro, formou-se em matemdtica pela universidade de

Coimbra. Teve atuacdo académica e politica em Portugal, mas voltou ao Brasil,

1 Ver Valente, 1999.
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em 1822, onde construiu carreira semelhante. Seu livro tem edi¢des em 1817,
1819 e 1837 pela Academia Real de Ciéncias de Lisboa, sendo editado no Brasil
nos anos de 1838, versdo usada neste trabalho, e em 1846 (Carvalho, 2008).

O Prologo do livro de Paranagud traz o contexto em que o livro foi
publicado, justificando também esse lancamento. Segundo ele, depois de Euclides
muitas geometrias foram escritas e adotadas nas escolas portuguesas, sendo o
livro de Bézout usado principalmente nas escolas militares. Mas este tem sido
alvo de criticas e “por isso alguns professores, assim das nossas scholas, como das
de Franca, tem publicado suplementos, e notas a Bézout, e até reformado alguns
dos seus compéndios. Entretanto o de geometria exige sem duvida mais do que
todos rigorosa reforma (*)2”.

O autor segue com o discurso didédtico sob o qual € preciso ndo deixar que
os discipulos tenham como evidentes proposi¢cdes que devem ser demonstradas.
Por isso, ele lancou um livio com uma melhor ordem, buscando expor as
doutrinas com método e clareza, apesar da dificuldade e impossibilidade de
fornecer ao mestre todas as demonstracdoes e diz que se baseou na obra de
Bézout’. (grifos meus)

Paranagud refere um aspecto que ganha importincia no conjunto das
andlises que vém sendo construidas até aqui, mencionar a tensdo teoria-pratica
como recorrente na abordagem dos contetdos. Ele pondera a atitude de alguns que
julgam a geometria um estudo que “forma o espirito da mocidade”, que é “a
verdadeira fonte do saber” enquanto para outros, “o que pode ter aplicacdo
imediata aos usos mechanicos da vida, julgam para isso mais do que sufficientes
os enunciados das Proposi¢des”. Ainda citando o Padre Manoel de Campos®,
reafirma que assim os verdadeiros matematicos, ou seja, “Ingenheiros, Pilotos, e
Architectos” tém uma formagao artificial desprovida do valor do bem publico.

As justificativas acima remetem ao ja visto na primeira parte desta Tese.
Note que ficam explicitas duas fungdes para a geometria, que sdo determinantes
de dois modos distintos de se estudar e de se fazer uso do conhecimento

geométrico: a geometria dedutiva, enquanto fonte do saber intelectual e meio de

2 O asterisco indica a referéncia a Lacroix, Essai sur l‘enseignement, 1805.

3 Valente, 1999, discorre sobre as obras de Paranagua e Bézout e relagdes existente entre as
duas.

4 Em 1735, Manoel de Campos fez a primeira versdo de Euclides para o portugués,
intitulada Geometria Plana e Solida, segundo a ordem de Euclides, Carvalho, 2008.
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formar o espirito e a geometria enquanto enunciados, cujos resultados podem ser
usados diretamente em aplicagdes praticas sem necessidade de demonstracdo, mas
com possiveis prejuizos intelectuais e morais.

Citando novamente Lacroix, o autor brasileiro levanta a questdo da
generalidade, e nesse sentido, prossegue com o que se constatou a partir de
Legendre. Ele diz ter buscado o quanto lhe foi possivel, no contexto da sua obra,
“conservar a analogia entre as suas partes”, entre a geometria plana e a do espaco,
ou seja, “proposi¢des hd, que vao transcriptas de uma Sec¢do 4s outras, com a
unica differenca de mudar as palavras linha em drea, e drea em volume”.

Em Euclides, a prova do teorema de Pitdgoras que consta no Livro I, tendo
como base a equivaléncia de dreas € um caso particular da Proposi¢ao 31, do
Livro VI, cuja fundamentacdo € a semelhanca de tridngulos. Com isso, Paranagud
apresenta o teorema de Pitdgoras como um caso particular, da seguinte

proposicao,

194. Treor. Si se construirem tres figuras simi-
lhantes sobre os tres lados de um triangulo rectan-
gulo, cada uma sobre cada um; a drea da figu-
ra formada sobre a hypothenusa serd egual d som-

ma das dreas das figuras formadas sobre os outios
dous lados.

Seja (fig. 101) o triangulo- rectangulo ABC, e o
angulo recto.el-n A. Denotem S, 8!, S as ireas
das figuras similhantes construidas sobre os lados do

triangulo. Digo que $=5'4-§'1,

Demonstr. Do ponto 4 “abaixe-se sobre - a_hype-
thenusa a perpendicular 4D. Represente T a drea
. do triangulo 4BC; T'a do triangulo 4BD;eT!'a
do triangulo 4DC. Por serem sim'iélhantegs estes trian-
gulos (134);serd 72 7! ¢ 7! ::.BC : 4B '+ 4C (184)
Mas tambem pela similhanca das figuras é 5 : s/ : s''
©: 56 1 25+ 4C (185):logo S: 81 81 T T1: T
e por consegtinte S : S48 e T 2 T'4T'.
Mas é evidentemente T=T"'+4T'!. Logo tambem
S=S8'+8". (*) '

Fig.12 Teorema de Pitdgoras, Paranagua, p. 88
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A nota ressalta,

() E um caso particalar deste Theorema aquella celebre pro-
‘posigio do quadrado da hypothenusa, a qual vem demonstrada em
particular em algumas Geometrias; isto €, que 2 area do quadra-
do formado sobre a hypothenusa ¢é egual & scmma das dreas dos qua-
drades formados sobre os outros dous lados.

Fig. 13 Nota, Paranagua, p. 88

A Proposicdo 194, acima, consta da Segunda Sec¢do, no item Da avaliacdo
das dreas e da sua medida. O titulo também anuncia um afastamento radical em
relacdo ao modelo euclidiano, que ndo trata as grandezas geométricas sob o
enfoque da medida.

A base da prova do teorema de Pitdgoras em Paranagud € a semelhanga de
figuras, verificada a partir da proporcionalidade entre dreas. Note que a estrutura
da redacdo da demonstracdo mantém elementos do padrdo euclidiano. Constam o
enunciado, a hipotese, a construcdo e a explicacdo, sendo que a demonstragdo
ganha destaque por vir nomeada, como acontece em Hérigone. A etapa da
conclusdo se desfaz totalmente do procedimento caracteristico em Euclides, a
repeti¢cdo do que € para ser provado em sua formulacdo mais geral. O texto fica
reduzido, com o uso da expressdo algébrica indicando a proporcionalidade entre
0s objetos geométricos que substitui a linguagem discursiva. O texto apresenta as
referéncias das proposi¢des que embasam a prova.

Paranagud ndao menciona a proporcionalidade dos lados que determina a
semelhanca dos tridngulos como em Legendre. Isso mostra que a prova se
desenvolve em outro contexto tedrico. Ele usa a Proposi¢do 101 que € o problema
de constru¢do, “De um ponto dado féra de um circulo, tirar uma tangente &
circunferéncia desse circulo” (p.39). Outra referéncia é a de nimero 134, um
escolio que diz que a perpendicular tirada do vértice do angulo reto de um
tridangulo retdngulo sobre a hipotenusa, divide o tridngulo em outros dois
triangulos semelhantes entre si e o angulo total (p. 54).

A geometria dedutiva em Paranagud, embora dentro do padrdo teorema-
problema, apresenta temas ligados a aritmética, na tradi¢do de Legendre. A razdo

euclidiana que compara duas grandezas de mesma espécie estd associada a
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numeros que exprimem a medida das grandezas. Segundo o livro, medir a drea de
uma figura é determinar quantas vezes esta contém outra conhecida, a qual se
considera como unidade (p. 82). A expressdo abreviada de qualquer medida
permite dizer que a drea de um paralelogramo € avaliada pela multiplicacdo da
base pela altura, no sentido de que se multiplica nimero por ndimero.

O autor exemplifica da seguinte maneira: se A e B sdo, respectivamente, a
altura e a base do paralelogramo cuja area se pretende avaliar, e sendo a altura a e
a base b do outro paralelogramo tomado como medida ou unidade de area, esse
calculo pode ser feito, ja que é possivel saber quantas vezes a unidade de medida

estd contida no outro paralelogramo. Observe a explicacio abaixo,

gdestg Com effeito por ser P : p :: BXA : bXa,
serd % -‘i—x-—. o que faz ver, que para avaliar-

mos a 4rea de qualquer parallelogrammo P deve-

mos, depois dempxaminar quantas vezes na sua ba-

se B se contétm a base 6 da unidade de érea, e

quantas na altura 4 se contém a altura ¢, multipli-

car esses dous quocientes, e 0 producto Nnos mos~

trarh o numero de vezes, que a é4rea escolhida para

medida se contém na do parallelogrammo, que se tra-

cta de avaliar.

Como porem amedida commum das éreas, e a mais
simples, é um quadrado conhecido, por ex. um pé
quadrado, uma braga quadrada, &c. 3 no caso de
que por p escolhamos qualquer dessas medxdas v. gr.
um pe quadrado (1) ; entao P—=F X £ se torna em
,f;,, _.;p' >< 3 ou_P__BxA. expressdo abbreviada, e .
donde vem dizer-se geralmente :

Fig. 14 Explicacao, Paranagu4, p. 83

E notivel que um fato tio cotidiano como medir esteja no centro do
encaminhamento que a matemdtica tomou, ou seja, a geometrizacdo das
grandezas, questdo ja discutida na Parte I desta Tese. Daqui por diante, os livros-
texto vao mostrar que a proporcionalidade entre grandezas passa cada vez mais a
ser vista como a expressdo de proporcionalidade entre valores numéricos,

associando grandeza e sua respectiva medida.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410357/CB

141

7.2 Elementos de geometria de Ottoni

Os Elementos de Geometria e Trigonometria Rectilinea compilados por
Ottoni teve sua primeira edi¢do em 1853. Foi indicado, no Colégio Pedro II, para
o ensino de geometria no periodo 1856-1881. Conforme Valente (1999), Ottoni é
uma referéncia importante na histéria da matematica escolar no Brasil, tendo feito
compilagdes de algebra, aritmética e geometria e o compéndio de geometria é
supostamente o livro com vida mais longa. Em 1898, o livro de Timotheo Pereira
substitui os Elementos de Geometria de Ottoni que, ao longo de anos, foi adotado
no Colégio Pedro . A demonstracdo do teorema de Pitdgoras € dada da seguinte

forma por Ottoni,

4° Theorema

143. Iim todo o (r tangulo mcé(mr/ulo 0 quadrado

da hypothenusa é igual d somma dos quadradoes dos
onlros dous lados.

Entendem-se eslas linhas avaliadas numericamente.
Com effeito, sendo (n. 142)
AB? = AC><AD, BC2=AC><CD : segue-se AB?*|- B(2 —

AC>< AD 4 AC < CD=AC (Z\D + CD)=AC< AC=
ACR,

Fig. 15 Teorema de Pitagoras, Ottoni, p. 141

Observe a Proposicdo 142 referenciada como base da prova acima,

3° Theorema

1» :

142, Se do rvertice do angulo recto B de um tpian-
do rectaniudo se abaiza wna per pcnd:cgdm BD sobre :
a hypolhenusa :

5 Valente (1999) menciona a publicacdo de Ottoni de 1855, Juizo Critico sobre o
Compendio de Geometria, critica ao livro de Paranagud, depois que seu livro foi substituido pelo
deste autor.
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1.0 O triangwlo fica dividido i dous, scmelhanfes
entre st ¢ ao lotal.

20 4 perpendicular é a wcia proporcional culi
os segmentos da hypothenusa.

3.0 Cada lado do angulo recto ¢ iera proporcional ¢i=

-

frea fpypn!bcmtm tafeira ¢ o ceqaenlo carvespoidenle,

Fig.16 Teorema, Ottoni, p. 139

A Proposicdo 158 que apresenta o teorema de Pitdgoras, com a
demonstracdo em que se emprega a equivaléncia de drea, como nos livros ja
analisados até agora. Ottoni explica que apresenta essa prova do teorema de

Pitagoras apenas por causa do método.

17.::7. 713 F
«"/.\
£ v ;G
D] ¢/ P /
} 31}‘._15_’{:\
i .

3° Theorema
158. O quadrado constiiido solne a hypothe

- 168 ; nausce
AC de um (riangulo rectangilo ABC lewr are

at Tgual e

somma das areas dos quadrados eonstruidos sobre aa
outros lados AB, BC. - 2y

Par nos parecer convenicnte sob o ponto de vista do methodo apre-
entamos aqui uma das demonslracdes geometricas do presente theo-
‘ema, que n0s parceen a mais simples.

Seja (fie. 113°a) o triangulo ABC vectangulo em B : sobre os lados
lo angulo recto e hypothenusa eonstruam-se os respectivos quadrados.

Do ponto B baixe-se a perpendicular BB sobre AG e faga-se BB’ =
0= AN Trace-se A'B e B'GY: o triangulo A'B'G’ serd igual a ABG.
wr- terem clles os tres Tados iguaes. , :
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Se do polygono ABCC/A’ se liram os {riangulos ABG e A'B'C. alted
nalivamente, os respeclivos restos serdo, o quadrado construido sohy
a hypothenusa ou a somma dos parallelogrammos A'BBA. e B'CCl
:{m‘. tem por hase os lados do angulo vectos partanto a area do qua|
drado ¢ iznal & somma das dveas destes parallelogrammos @ mas pro
lonzando A até encontrar o prolongamento B'H de RO o il‘i.’l}l”ul
1;11‘13’ serd reelangulo em M e dznal ao triangulo ARG por ser BIE' =
AC por consirneiio e ignacs os anenlos atliacenles a esles Jados e por
tanlo HB" altura do parallelogrammnoe A'BBA serd jeual a AR altur
do quadrado ABDE ¢ hase commum assinm o pm"n]lnlnn-mn;mo o ;
quinlrado .\‘:‘u;!v]quivn]onlvs, 0 que sn demonstraria r'le)-mbesmo maod
para o parallelogrammo CGH © o guady WO oo
NCCA _]. ABDBA - 10CH sera 1.:1111]1(*1}}” o BEGR Togo Sm]d'

A'CCN = ABDE - BOGE.

Fig. 17 Teorema de Pitdgoras, Ottoni, p. 152-153

Nesse contexto, surgem as perguntas: Qual das duas proposi¢cdes nao
corresponde ao teorema de Pitdgoras? Elas sdo equivalentes? O préprio autor

responde se referindo ao teorema 143, como consta um pouco acima,

Este theorema ndo differe do do n. 143 senfo em que o actual se refere ds dreas dos
quadrados como grandezas geométricas, quando o outro € relativo aos quadrados
ou segundas potencias dos valores numéricos da hypothenusa e dos lados. Porém,
como as segundas potencias AB?, BC?, AC?, sdo a medida das dreas dos quadrados
ABHL, BCFG, ACDE, pdde-se concluir ACDE = ABHL + BCFG, ficando
demonstrado o theorema do qual derivam importantes corollarios. (p. 152-153)

O texto de Ottoni torna explicito qual encaminhamento vai sendo priorizado
na demonstracdo do teorema de Pitdgoras, indicando que a barreira entre nimero e
grandeza, caracteristica da matemaética grega antiga, vai sendo vencida. Com isso,
os numeros, concebidos como nimeros reais enquanto medida das grandezas,
passam a fornecer provas alternativas para as propriedades das figuras

geométricas planas. Com respeito ao teorema de Pitdgoras, o que ao longo de
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séculos foi concebido como o quadrado construido sobre o lado do triangulo,
passa a ser equivalente ao valor numérico atribuido como medida ao lado do
triangulo, elevado a segunda poténcia. Ou seja, quadrado de lado a pode ser
representado numericamente por a” ou vice-versa.

Considerando a estrutura da redacao do teorema 143, tem-se um caso tipico
de demonstracdo sem o uso da linguagem discursiva, ou seja, a prova algébrica,
que se justifica porque as linhas, os lados do tridngulo sao considerados
numericamente.

No texto da prova consta o enunciado e o aspecto central da metodologia
usada, o cardter numérico atribuido aos lados da figura, informacgdo seguida pela
referéncia a Proposicao 142. O que se nota no encaminhamento das provas
algébricas é a concisdo do texto e a possibilidade de operar com igualdades
algébricas gerais. Nesse sentido, Ramus e Arnauld, com suas criticas ao modelo
matemadtico euclidiano, defendiam as alternativas possiveis ao modelo geométrico
euclidiano de grandezas.

O método de prova em Ottoni, a saber, o uso das relacdes proporcionais e as
linhas consideradas numericamente, permitiram as seguintes operagoes,

AC : AB :: AB: AD que resultaem AB?=AC x AD

AC:BC::BC:CD queresultaem BC?=AC x CD

segue-se que

AB’ +BC*= AC x AD + AC x CD = AC (AD + CD) = AC x AC = AC’

O contexto algébrico dessa prova indica a possibilidade de operar com
independéncia em relacdo a formas geométricas, logo, em relacdo a uma figura ou
a uma grandeza especifica, o que significa um caréter mais geral. As propriedades
das figuras geométricas planas vao sendo expressas algebricamente e, assim, as
grandezas perdem sua especificidade no contexto das identidades e relagdes do
simbolismo algébrico que permite novos tipos de operacdes e de abstracdes. O
estudo das mudangas ocorridas na demonstragdo da geometria plana elementar
estd se mostrando um meio de entender como o livro-texto e a matemadtica escolar
vai se afastando do modelo geométrico e tornando-se cada vez mais algebrizada e

aritmetizada.
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7.3 Curso de geometria de Timotheo Pereira

O Curso de Geometria de Timotheo Pereira, 2* de edicao de 1898, foi o
livro indicado para substituir o de Ottoni, no Colégio Pedro II, conforme o
Programma de ensino para o anno de 1898 (Beltrame, idem, p.192).

A demonstracdo do teorema de Pitdgoras, pela semelhanca, consta do Livro
Segundo, Da extensdo em um plano, no item Qutros theoremas e propriedades
dos triangulos, que sucede o estudo dos poligonos semelhantes. Ilustra bem o
tratamento aritmético das grandezas, ou seja, operar com objetos geométricos aos

quais estdo associados o valor numérico que expressa suas respectivas medidas.

206. THEOREMA : Em todo triangulo rectangulo, o quadrado da hypo-
thenusa é igual a somma dos quadrados dos cathetos™.

Seja ABC um triangulo rectangulo em B, vamos provar que o quadragq
do numero que exprime o comprimento do lado AC € igual 4 somima o
quadrados dos numeros que exprimers
os comprimentos dos dous lados.

These : AC? = AB? - B(?

Baixemos do vertice do angulo recto
uma perpendicular sobre a hypothe-
nusa seja BD esta perpendicular : Ora
acabamos de ver no theorema an-
terior (3°) que quando do vertice do
angulo recto de um triangulo rectangulo se baixa uma perpendicular sohra
a hypothenusa, calalado do angulo recto é meia proporcional entre a hypo
thenusa inteira e a sua projeccio sobre ella; logo temos

/

o

]
i
1
|
i
t
|
!
[}

AC AB
AB = DA para o lado AB
AC ~ BC

¢ 3¢ = D para o lado BC

¢ como o producto dos extremos & igual a0 dos meios resulta
: AC X DA = AB® para a primeira proporgao.
Sommand e ACbx DC == BC? para a segunda, proporgio.
nmando membro a membro estas duas i
o eigend stas duas igualdades, resulta, pondo AC
‘ AC (DA + DC) = AB? + B(3
porém vemos na figura que DA + D)C = AC T :
logo substituindo fica : ’
ACX AC= AB? 4 AC2
ou AC? = AB3 4 ACa

* Este enunciado suppde s linhas avaliadas numericamente e entio elle equivais a0
seguinte : Bm- todo. triangulo rectangulo, o quadrado do mumero que exprime o com-
Primento da hypothenuss, 6 igual & somma dos quadrados dos numeras que expriem
08 comprimentos dos dous cathetos. O enunciado do texto tem a vantagem de ser mais
Issonico o nés 0 emprogaremes, - porem sempre com o sentido que lhe d4mos p'esta nots
+ I08nog que ndo advirtamos do ‘contmrio

Fig. 18 Teorema de Pitagoras, Timotheo Pereira, p.151-152

A estrutura da redagdo, acima, destaca o enunciado e a tese do teorema. O

segundo pardgrafo retine a exposicdo e a hipotese. A explicacdo, etapa em que se
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escreve a conclusdo do teorema vem designada como tese e aparece em destaque.
Esse procedimento consta em outros livros mais recentes. O autor reescreve a
proposicao que fundamenta a prova, sem citar qualquer referéncia. A conclusao se
completa apenas com a repeticdo da tese. Observa-se também que a
proporcionalidade entre os lados dos tridngulos, indicada algebricamente, permite
chegar a conclusao final do teorema com o uso de propriedades operacionais das
propor¢des. H4 uma caracteristica marcante no uso da linguagem, em Thimoteo:
por exemplo, em Legendre consta, abaixe-se do angulo reto sobre a hipotenusa a
perpendicular, enquanto Timotheo escreve, baixemos do angulo recto uma
perpendicular sobre a hipotenusa. Barbin (2001, p. 92) se refere a esta ultima
maneira de expressar como ‘“o uso performatico do verbo”.

A outra demonstracdo do teorema de Pitdgoras, pela equivaléncia de éreas,
consta do item Avaliacdo e comparacdo das dreas, do Livro Segundo. Note que
nao hd nenhuma referéncia nos dois textos demonstrativos de Timotheo Pereira,
ao contrario do que se viu até agora e o enunciado abaixo vai afirmar, a drea do
quadrado construido sobre a hipotenusa e ndo o quadrado da hipotenusa, como

mencionado na proposicao anterior.

=1 - — - =

077, THEOREMA @ A area do quadr.ado construido sobre e hypothenusa,
de wm triangulo rectangulo € equivalente a somma das areas dos qus-
drados construidos sobre os cathelos. o
Este theorema ndo 6 mais do que a cxpressho goometrica do.oumare 206,

vyamos porém demaonstral-e
directamente
Seja ABC um triangulo
‘rectangulo, construamos um
quadrado sobre a hypothe
nusa como lado chamaremos
8 a area d’este quadrado;
construamos sobre cada um
dos cathetos, como lados,
dous quadrados cujas areas
ochamaremos P e Q, trata-se
de demonstrar que a area do
quadrado S é equivalente a
gomma-das areas P e Q.
Baizemos do ponto B uma-

perpendicular sobre AC, e
prolonguemol-a até encon-
trar FM seja BLE, fica o
quadrado AM decomposto
em dous rectangulos ALEF
‘e LCMF; vamos provar que
estes dous rectangulos sdo
Tespectivamente equivalen-
tesaos quadrados P e Q.
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tes aos quadrados I & . )
Liguemos o ponto B ao ponto

los GAC e BAF sio iguaes porijue tém do ; S eomo lados
igual o angulo por e%les formado, a saber 0 lado AC iguaba AF eomo laos

3 adra-
deum quadrado, o lado AG igual a AB tambem como la.:iolzz)fiecgg;;];; Lcada
do, o angulo GAC igual ao angulo BAF porqus estes angulos

' n a saber
um de um angulo recto e de uma parte ¢ m:nu 1 1 8 .
A GAC = A GAB + A BAC = 11_ + Q gi(c;
8 A BAF = A CAF 4 A BAC =1t +

logowos dous trinngulos sdo iguaes. 1o P, e tomando para base

Comparando o triangulo GAU com 0 qualra “‘l" que & igual a AR comy
commum o lado GA, a altura do trinngulo 30‘1“&" (1|a\l?-‘“ . 10”50 quadrardo P @
partes de parallclas comprehemlidas entre para lt{n:a ;ra sabanios 1u8
o triangulo GAC tém & mesma hase e & mcs.".l.“l : e n!nletade da area do
aarea do triangulo n'estas condigdes é equivaien

. 18
unadradeo P, »« omando para bas
’ CO!I;p'u‘amlo o trlangulo BAF com © recmm-"“:q Al];c’émigu'xl 4 altura LA

¢ o . 3 v
commum o lado AF, a altura do trmngllllo “I:'l\; ltg.mqa mesma base o mei;
is 0 BAT . »
do rectangula ALZ; logo oste e o triangwo = "L quivalonte & meta:
ma altura e como consequencia, a ared do triang

g opon'o G aoponto (¢ o8 dous t_riangn-
us lados respectivamente iguagse

da do rectangulo AE, mas 0s dous triangulos GAC e BAF sio iguaes logo
a metade da area do quadrado P serd equivalente a metade da a?ea do rec-
tangu_lo AE, ora é claro que as metades das areas sendo equivnentes ag
proprias areas o serdo e portanto a area do quadrado P é equivalenve a area
do rectangulo AE.

Do mesmo modo se prova que a area do quadrado Q é equi
rectanm i q Q é equivalente a do
Ora a area dos dous rectangulos AE e LM ¢ equi
quivalente 4 somma das
areas dos dous quadrados P e Q e como a area dos dous rectangulos é

0 mesmo que a do quadrado 8, ficar4 sendo esta equivalente
. a
areas dos quadrados P e Q. l sommed

Fig. 19 Teorema de Pitdgoras, Timotheo Pereira, p.207-208

Os elementos de geometria analisados até agora, s@o livros que trazem os
teoremas e problemas indexados, viabilizando referenciar as proposi¢des que
fundamentam a prova, mas no caso da obra de Timotheo, em relagc@o as anteriores,
ela se particulariza por trazer uma lista de Exercicios numéricos, ao final de cada
Secdo. O proprio nome deixa claro que tipo de atividade o livro propde ao
estudante, como exemplifica o exercicio nimero 8: “pede-se a drea de um
triangulo regular cujo lado é 30 ™ (p. 221). A presencga do exercicio ja indica que
o livro escolar de geometria dedutiva também sofre modificagdes em sua
estrutura, mostrando como as defini¢des e proposi¢des da geometria plana passam

a ter aplicagdes em célculos numéricos.

7.4. Elementos de geometria de Perez y Marin e Paula

Os autores Perez y Marin e Paula foram catedraticos do Ginasio do Estado,

em Campinas. O exemplar usado nesta pesquisa € uma terceira edi¢do, ndo datada,
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que contém apenas um prefacio a primeira edicdo, de 1912. A obra indica pontos
de aproximacdo com o livro langado por Roxo no final dos anos 20 e serd
analisada antes de todas as outras. No quadro geral das obras analisadas, esse
livro-texto intercala a estrutura dedutiva, teorema-problema e outros fatores que
inovam o texto escolar, como as notas explicativas e histdricas, os exercicios,
estes, como ja se mostrou, aparecem pela primeira vez em Timotheo Pereira.

O livro-texto de Perez y Marin agrupa os contetidos em dois grandes temas,
Geometria plana e Geometria no espaco, cada um deles apresentando trés partes
que se subdividem em capitulos. O desenvolvimento da prova do teorema de
Pitagoras, pelo método da equivaléncia de areas, consta no Capitulo Terceiro,

Comparagcdo de Areas, da Terceira Parte dos estudos de geometria plana.

THEOREMA DE DPYTHAGORAS (*) .

314, O quadrado consiruido sobre a hypolenusu de
wm triangulo rectangulo & equivalente 4 somma dos
quadrados construidos sobre os cathetos (fig. 196).

Hyp.: Seja o triangulo 4 B(' rectangulo em A,

Tuese: BDE(C=ABFGL+ACIH.

DemoxsTRa¢R0: Tracando a perpendicular AK e
as rectas AD e CF. obtém-se os dois (riangulos 4 BD
e CBF. O primeiro triangulo é a metade do rectungulo
BDKL, que tem a mesma base BD e a mesma aliura
BL:; e o segundo é a metade do quadrado ABF G, pela
mesma razio. .

(*) Pyruacoras (580 anles C.) descobriu este . theorema,
construinde o triangulo cujos lados sio 3, 4 e 5.-Este triangulo, con-
siderado pelos antigos como o triangulo por excellencia, tem para
frea 6, ¢ o cubo desta Area ¢ egual 4 somma dos cubos dos lados.

Mas esses triangulos sao eguaes, pois que sio eguaes
os angulos FEBC ¢ ABD, por constar cada um de um
recto ¢ do angolo communm A B,

e Lambem eguaes os lados que 7
formiun esses angulos: logo, o
gquadrado construido sohre o ca- A4 4
theto A B equivale ao rectangulo
BK, por terem metades equiva-

- lentes, : fad
Provar-se-ia do mesma modo L
©que o quadrado eonstruido sobre I
.0 cathelo A€ equivale ao rectan- Lo
o e o !

gulo LKEC, e o theorema, por- e v

tanto, fica demonstrado.

Fig. 20 Teorema de Pitagoras, Perez y Marin e Paula, p. 170.

Em relacdo aos outros livros analisados, a estrutura da redagcdo tem um

cardter mais esquematizado. Em Paranagud se destaca apenas a etapa
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Demonstragdo, em Timotheo Pereira a etapa These, enquanto em Perez y Marin e
Paula constam as trés etapas Hypothese, These € Demonstracdo, caracteristica que
aparece em livros bem mais recentes, dos anos 90. Mas, no Elementos de
Geometria, F. 1. C., 1933, a redac@o do texto ndo é esquematizada, mostrando que
o periodo final do século XIX e primeiras décadas do século XX foi, de fato, um
tempo de mudancas no livro-texto de geometria pela convivéncia do novo e do
antigo.

A nota histérica inserida no texto do teorema provoca o leitor para um teste
numérico, o que se repete com certa freqiiéncia ao longo de cada capitulo,
mantendo o carater episddico de associar nomes, fatos e datas.

Apés o teorema de Pitdgoras, consta o coroldrio “se sobre os trés lados de
um triangulo rectangulo, considerados como lados homdlogos, se constroem trés
figuras semelhantes, a figura construida sobre a hypotenusa € equivalente 4
somma das outras duas construidas sobre os cathetos” (p. 171), que é um caso
mais geral exemplificado pelos autores com as Lunnulas de Hypocrates, sem no

entanto ter sido explicitado esse aspecto.

316. Lunuias de Hyppocra-
tes (¥). — Na fig. 197 o semicirculo
construido sobre a hypotenusa sera
equivalente & somma dos construi-
dos sobre os cathetos. Mas, si do
primeiro se subtraem 03 dois se-

— V sec.), que nio se deve con-

(*) Hippocrates de Chios
X ’ ( deu a primeira qua-

fundir com o celebre medico de egual nome,
dratura de uma figura curvilinea.

gmentos fica a area do triangulo A B(; e, bllbf,[ﬂ.hlndo
~08 mesmos segmentos dos outros (lms sewi-circulos, fi-*
cam as lunulas; logo, a drea do [riinguly 6 egual. 4"

-Somma das Aareas das duas lunulas.

Fig. 21 Lunulas de Hipdcrates, Perez y Marin e Paula, p. 171

Como nos outros livros de autores brasileiros ja analisados, Perez y Marin e
Paula apresentam mais uma prova do teorema de Pitdgoras, incluida na parte
relativa aos estudos da geometria plana, Capitulo Terceiro, Linhas proporcionaes
e semelhanca dos polygonos, que estd subdividido em vdrias partes. No item,

Relagoes métricas entre os elementos de um triangulo, consta a prova do teorema
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de Pitdgoras pelo método da semelhan¢a quando o autor apresenta o conceito de

projecdo ortogonal.

IV. — Relacoes metricas entre os elementos
de um triangulo

175.  Projeccao. — Chama-se projecciao orthogonal
de um ponto sobre uma recta. o pé da perpendicular bai-
rada do ponto a esta recta. Assim, os pontos ¢ e d (fig.
112) sdo as projeccoes orthogonaes
dos pontos (' e D sobre a recta AB;
as perpendiculares ("¢ ¢ Dd cha-
mam-se prejectantes dos pontos C e D.

Projec¢io de um segmento de
recla sobre oulra recta é a porcio

\

Np-decces

N A

A . .
e, 112 B esta ultima. comprehendida entre as
projeccoes dos extremos da primeira.
Por exemplo, ¢d ¢ a projeccio de ('D sobre a
recta A B.

Fig. 22 Projecéo ortogonal, Perez y Marin e Paula, p. 90

Logo depois, segue-se a proposicao,

Se do vértice do angulo recto de um triangulo rectangulo se baixa uma
perpendicular 4 hypotenusa verifica-se:

1° O triangulo proposto fica dividido em dois tridngulos semelhantes entre si, e
semelhantes ao total.

2° A perpendicular ¢ media proporcional entre os dois segmentos que ella
determina sobre a hyupotenusa.

3° Cada catheto é media proporcional entre sua projec¢do sobre a hypotenusa e a
hypotenusa inteira.

4° O quadrado da hypotenusa € igual 4 soma dos quadrados dos cathetos.

5° Os quadrados dos trés lados s@o proporcionaes ds projec¢des dos mesmos lados
sobre a hypotenusa (fig. 113). (p. 90-91)

O caso nimero 5 é um elemento novo na abordagem das relagdes métricas
do tridngulo retangulo e serd encontrada também em livros como F. I. C. e Roxo.

O caso ndmero 4, o teorema de Pitdgoras ¢ demonstrado como a seguir,
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Com effeito: 1.0 0 friangulo 1'D & rectangulo
como o proposto, ¢ o angulo (! ¢ commum aos dois
triangulos; logo, sio equiangulos .

e, por conseguinte, semelhantes. 4
Analogamente se demonstra a se-

melhan¢a dos triangulos ABD ¢ g

ABC.

_ Os dois triangulos parciaes 5 —

sao, pois, semelhantes ao total e, Dra 4
portanto, semelhantes entre si. Fig. 113

2° Da semelhanca dos triangulos parciaes, temos:

nggwrgg;MMeZ#;DCXBD
BC  4c -2
10" po l AC=BC <D
_Bi 4B I donde L
AB ’_ET_) AB=B(C X BD.

o | —
40 Sommando as duas ultimas egualdade
2

=BCDC BD); mas, BD - D — BC; logo:
AC - AB = BC, isto &, a2 - b2 1 ¢

1

S, vem:

AC+AB

5.» Das egualdades:
b 8 : 2 : S
AC=BCXDC; AB=BC X BD,e BC
— 2 -2 —
AC AB . BC

: D = B0 RO como se queria demonstrar.

______ e 2

BC X BC, tira-se;

Fig. 23 Teorema de Pitagoras, Perez y Marin e Paula, p. 91-92

Como se pode notar na demonstracio acima, com respeito ao padrdao
euclidiano, o desenvolvimento se baseia no método da semelhanga, mas tem um
carater algébrico e se modifica também por nao haver referéncia as proposi¢coes
que embasam as conclusdes que também deixam de ser marcadas discursivamente
e a redacdo da prova ndo estd esquematizada no modelo tese, hipdtese,
demonstrac@o. A escrita com equacdes vai englobar esse discurso no sentido de
que as propriedades das figuras geométricas passam a ser associadas a férmulas.

Quando relagdes como, ser igual a, ou operagdes como adicionar, que
relacionam os objetos geométricos, sdo expressas nao discursivamente mas com 0
uso dos simbolos algébricos, a prova torna-se mais independente da figura na

medida em que se opera com as igualdades da equagdo. Conceitualmente, isso
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significa que se opera com grandezas € com relacOes entre grandezas em um

sentido mais geral, estas podem ser ou numéricas ou geométricas.

7.5. Elementos de Geometria F.I.C.

A série de livros da colecdo F. I. C. surgiu nas escolas da congregacao
Freres de I’Instruction Chrétienne, e segundo Carvalho (2008) essa obra tem
origem em 1660, na tradicdo de geometrias que resultaram da releitura dos
Elementos de Euclides®. No periodo 1923-1931, essa obra € indicada no Colégio
Pedro II (Beltrame, 2000). A obra estd marcada pela estrutura dedutiva teorema-
problema, cada livro tem inicio com as definicbes ao que se segue a série de
proposi¢cdes acompanhadas das respectivas provas. Embora o exemplar da base
documental date de 1933, ele sera analisado antes do livro de Roxo, de 1931. Isso,
porque, o livro de Roxo é uma obra inovadora em relacdo aos tradicionais
elementos de geometria, dos quais a geometria F.I.C. ¢ uma referéncia por
exceléncia. Por outro lado, esse fato mostra a convivéncia de tipos variados de
livros, considerando que a geometria F.I.C. teve edi¢do brasileira até os anos 50,
pelo que eu sei, 13* ed. de 1953.

A geometria F.I.C. mostra que o padrio dedutivo teorema-problema
presente nos elementos de geometria estd ainda mais mesclado com fatores novos,
como tipos variados de questdes propostas e o formuldrio, itens que a indexacao
numérica que percorre todo o livro registra. O livro se caracteriza por trazer
problemas que sdo aplicagdes praticas dos teoremas como ressalta Carvalho
(2008) e Valente (1999), confirmando uma tendéncia que ja aparece em Perez y
Marin e Paula. Os itens aumentam em quantidade e variedade.

A prova do teorema de Pitdgoras com o uso da semelhanca de figuras,
consta no Livro III: Figuras semelhantes, no item, VI — Relacdes numericas das
linhas nos tridngulos.

Preliminarmente, o livro apresenta as defini¢des que associam segmento de
reta e medida numérica,

245. Chama-se quadrado de uma linha o quadrado do numero que exprime o
comprimento d’essa linha.

6 Ver: Valente, 1999.
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Chama-se somma, differenca, producto, quociente ou razdo de duas linhas, a
somma, a differenca, o producto, o quociente ou razio, dos nimeros que exprimem
os comprimentos d’essas linhas com relagdo 4 mesma unidade. (p. 103)

A defini¢do de projecao repete o que ja se viu com Perez y Marin e Paula, se
ndo fosse o item que vem logo em seguida, uma pequena observacdo sobre o

~ z . . r’d Z : 7
estudo das relagdes numéricas e o uso das “férmulas” algébricas’.

N'am triangulo qualquer ABC, a altura BD determing
o lado CA segmentos DC e DA que g

projeccoes respectivas .
dos lados BC e BA sobre MVi
o lado CA. P M

Se duas recfas m en x_w\m,?

a0 tguaes e parallelas
80 tguaes € pural ,' Fig. 50,
suas projecgies m' e n
sobre o mesma recta XY sdo iguaes; porque os triangulos rectan-
gulos ABE e CDF sao iguaes (n° 54).

sobre
30 ag

246. Observagde. No estudo das relagdes numericas, frequen-
temente se empregam as seguintes férmulas algebricas :
(at+Db)2=0a2+ b2+ 2ab
(a—b)2=a%4-b?*—2ab
(a-+b) (a—b) =a2—b?

Fig. 24 Observacao, Elementos de Geometria, F.I.C., p. 104

A referéncia (n” 54) leva a seguinte proposicao, “dois tridngulos rectangulos
sdo iguaes quando tém a hypotenusa igual e um angulo agudo igual” (p. 14).

A prova do teorema de Pitdgoras € encaminhada a partir do conceito de
média proporcional entre segmentos que, no caso do tridngulo retangulo,
estabelece a relagdo entre altura e projecao dos lados que formam o angulo reto

sobre a hipotenusa.

7 Note que o livro designa por férmula algébrica o que corresponde a identidade algébrica
Essa imprecisdo de linguagem encontra-se nos elementos de geometria.
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Theorema.

247. N'um triangulo rectangulo :

1° Cada lado do angulo recto é media proporcional entre sué
projecgao sobre a hypotenusa e a hypotenusa inteira ;

A 2° A altura ¢ media proporcional entre
‘ os dois segmentos que ella determina sobre
7/_1\\ a hypotenusa. :

e o < Scja ABC um triangulo rectangulo, €
.4_"_‘-_.,.%_[),‘&/_ % seja AD a perpendicular abaixada do ver:
rmnr s @ emnes tice do angulo recto sobre a hypothenusa

Fig. 181.

. 1.° Os triangulos rectangulos CAB &
CDA sao semelhantes por terem um angulo agudo commum
(n° 224); podemos pois dizer (n° 220) :

a, hypotenusa do primeiro triangulo, esta para b, hypotenusa
do segundo, como b, opposto ao angulo B no primeiro triangulo
esta para m, seu homologo no segundo : '
a b
b m

Assim tamben, 03 triangnlos CA3 e ADB sao semelhantes, e

o

dao : -

8

~

2.° Os triangulos CDA e ADD, semelhantes cadaum a CAB, sfo
semelhantes entre si, e dio a proporgao ,

m h

[

Logo...

Fig. 25 Teorema, Elementos de Geometria, F. I. C., p. 105

As referéncias (n° 224) e (n° 220) estabelecem a justificativa da prova, ou
seja, a semelhanga dos dois triangulos.

220. Chamam-se polygonos semelhantes os que t€m os angulos respectivamente
iguaes, e os lados homologos proporcionaes. (p. 92).

224. Dois tridngulos retangulos sdao semelhantes quando t€m um angulo agudo
igual. (p. 94)

E importante ressaltar que, posteriormente, no livro dos anos 50, o autor
Maeder faz uso do conceito de semelhanca de dois tridngulos retangulos, sem que
a proporcionalidade dos lados homdlogos seja referida. Nesse aspecto, a
abordagem da geometria F. I. C. e a de Maeder tém uma correlagdo direta,
indicativa de que o estudo dedutivo da geometria deixa de ser alvo do ensino-
aprendizagem, pela auséncia das justificativas que concluem os passos dedutivos
da demonstragao.

Voltando ao teorema, chega-se a expressdo do que se conhece hoje como

relacdes métricas no tridngulo, como mostra o Escholio I, e que serdo as
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proposi¢des de entrada para a demonstracdo do teorema de Pitdgoras, apresentada
no Escholio II.
Observe, abaixo, que as justificativas estdo baseadas em operagdes com

proporg¢des, no primeiro escolio e em operagdes algébricas, no segundo escolio.

248. Escholio I. E'm toda triangulo rectangulo,
0 quadrado d’'wm lado do angulo recto é lgual & sua projecedo
sol())re a hé;pc:;erztsa, multiplicada pela hypotenusa inteira ;
quadrado da altura é igual ao producto dos do:
da hypotenusa. P N i

Com_effeno, das tres proporgdes acima, fazendo os productos
dos meios e dos extremos, deduz-ge '

b*=am ct=an

h? —=mn

Fig. 26 Escdlio, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 105

249. Escholio II. O quadrado da hypotenusa d'um triangulo
rectangulo é igual & somma cos quadrados dos lados do angulo
recto.

Com effeito, addicionando membro a
membro as igualdades b2=am e c*=an,
obtem-se :

b2t ct=am-}an

=a(m-+n)=aa=a?

Fig. 27 Escélio, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 105

A prova do teorema de Pitdgoras € algébrica sem a marca das etapas da
redacdo euclidiana, hipotese, tese, demonstracdo que se mantiveram ao longo do
tempo nos livros-texto. O que se nota a partir da base documental, é que a
redacdo das demonstracdes varia. Por exemplo, o livro de Sangiorgi, dos anos 60,
vai apresentar uma prova algébrica equivalente a essa, com o texto estruturado em
duas colunas e esquematizado conforme as etapas acima.

A segunda prova do teorema de Pitdgoras, com o uso do método da
equivaléncia de dreas, consta no Livro 1V, Avaliacdo das superficies, item Il —
Relagoes entre as superficies.

Uma série de teoremas antecede o teorema de Pitdgoras e esclarecem sobre
o encaminhamento dado ao estudo da avaliacao das superficies. O livro estabelece

a area do retangulo, do tridngulo, do trapézio e do setor circular. Em seguida, o
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item Il — Relacoes entre as superficies, apresenta trés demonstragdes referentes as
identidades algébricas (a + b)2, (a - b)2 e (a + b) (a - b), que sdo interpretadas

geometricamente e esse ponto serd retomado adiante.

828. 0 quadrad heorema de Pythagoras.
. rado co :
rectangulo ¢é iguq] 4 nstruido sobre g hypotenusa d'wm triangulo

§
faletor omma dos quadrados construidos sobre 0s
Seja o tri
drad«J)s con:&rf;iz ;zita"gulo ABC; ¢ sejam M, P e Q, os qua-
¢ 08 tres lados. Tiremos ADF perpendi-

CB; tiremos tambem Bl e AE, e considerenos os dojg
"

. eular 8
i:-]langulos ACE e BCH.

0 angulo em C, quer n'um, quer
p'outro d'esses triangulos, se com-
.poe do angulon augmentado d’'um
‘angulo recto, os ladus CA e CE do
primeiro triangulo sdo iguaes res- 2
[,ectivamente a CH e CB do se- C T
gundo, como lados dos quadrados T
P e M. Portanto estes triangulos [. 1

|
I

830 iguaes.

O primeiro triangulo ACE ¢ a
metade do rectangulo CEI'D ou R,
que tem a mesma base CL e a Fe
mesma altura CD; o cegundo tri- Fig. 241.
angulo BCH ¢ a metade do quadrado P, que tem a mes:a
base CH e a mesma altura CA *.

Portanto, o rectangulo R e o quadrado P sao equivalentes, por
terem metades iguaes. Da mesma maneira poderia provar-se que
o rectangulo S é equivalente ao quadrado Q. Temos pois R4S
ou M=P-4Q.

Logo o quadrado construido sobre a hypothenusa...

(o)

Fig. 28 Teorema, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 158-159

Note que a demonstragdo ndo estd esquematizada e nem contém a estrutura
justificativa com referéncia as proposi¢des que fundamentam a prova. O asterisco
(*) esclarece que no triangulo ACE e BHC a altura € a distancia entre a reta que
contém a base do tridngulo e a outra que lhe € paralela.

Mas o modo como o livro explanou o assunto, relacdo entre dreas, trouxe
um fato novo que foi apresentar a demonstracdo das identidades algébricas,
mostrando que existe correlagdo entre elas e o teorema de Pitdgoras, tema que sera

focalizado adiante. Esse procedimento aparece também em Roxo (1931).
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7.6 Sinteses a partir dos elementos de geometria

As andlises dos textos dos teoremas em elementos de geometria usados no
ensino brasileiro, a partir do século XIX, reportaram as matrizes histéricas que
estruturam a concep¢do e a realizacdo desta Tese, que sdo livros do tipo elementos
de geometria, no padrdo euclidiano teorema-problema. Constituiu-se, assim, um
conjunto de observacdes que permite compor um quadro caracteristico de ordem
mais geral, revelador de estruturas sob as quais os conteidos e o proprio livro

usado no ensino brasileiro se organizam.

7.6.1 Identidade algébrica ou propriedade de objetos geométricos?

Os Elementos de Geometria F. 1.C. apresentam uma passagem que reporta
ao modelo euclidiano de operar com a grandeza segmento de reta que, por sua
vez, equivale a operar com a medida numérica associada ao comprimento do
segmento e que, também, sdo operagdes representadas em cardter mais geral pelas
igualdades algébricas. E, ainda, indicam propriedades de objetos geométricos.

Os Elementos de geometria F.1.C. apresentam o item Observacdo 246, que
se insere no estudo das Relacoes numéricas das linhas nos tridngulos, subtitulo do
Capitulo II: Figuras semelhantes e apresenta as seguintes “férmulas” algébricas.
Atente para a questdo geométrico-algébrico, presente no texto original, abaixo: os
simbolos a e b das “férmulas algébricas” podem “representar linhas”. E preciso
considerar que o livro definiu, antes, que “chama-se quadrado de uma linha o
quadrado do numero que exprime o comprimento d’essa linha” (p. 103). E
também, o que hoje se define como identidade algébrica, estd nomeado como

férmula e essa caracteristica se apresenta, por exemplo, em Legendre.
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246. Observagdo. No estudo das relagdes numericas, frequen-
temente se empregam as seguintes formulas algebricas
(a4-D2=a24 b2 2ab
(a— b)2 =02+ b? —2ab
(a-+b) (a—b) =a2—1b?

Os symbolos ¢ e b podendo representar linhas, as formulag
acima se enunciar como se segue i

1° 0 quadrado do somma de duas linhas é igual ao quadrado
da primeira, mais o quadrado da segunda, mais duas vezes o pro-
ducto d’essas duas linhas.

2 0 quadrado da differenca de duas linhas é igual ao quadrado
da primeira, mais o quadrado da segunda, menos duas vezes o
producto d'essas duas linhas.

3 A somma de duas linhas, multiplicada pela differenca, ¢
icual a0 quadrado da primeira linha, menos o quadrado da se-
gunda, isto €, igual 4 differenga dos quadrados d’essas linhas.

Fig. 29 Férmulas algébricas, Elementos de Geometria, F.I.C., p. 104

Abaixo, com o Teorema 252 a geometria F.I.C. ilustra uma operacdo com a

identidade algébrica (a - b)* = a® + b — 2ab.

Theorema.

954. N'um trangulo qualquer, o quadrado de wm lado opposte
a um anqulo agudo é igual @ somma dos quadrados dos outrus

dois lados, menos duas veses o producto do seqgundo pela projecgao
do terceiro sobre o sequndo.

Fig. 183.

0 angulo considerado A sendo agudo, temos

a?=h2+ms
ora ht =c?*—n?

e m’:(b—n)*:b’+n’—2bn

portanto a?="b%}c2—2bn Logo o quadrado...

Fig. 30 Teorema, Elementos de Geometria, F.I.C., p. 106

A identidade (a - b)2 =a’ + b - 2ab, acima, é uma justificativa na
demonstracdo do teorema e expressa o lado oposto ao angulo agudo em um
tridangulo qualquer: porque o quadrado da diferenga descreve a relacdo métrica

entre lado e projecdo dos lados do tridngulo qualquer, logo se refere a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0410357/CB

159

propriedades de objetos geométricos. Demonstragdo equivalente a essa consta do
livro de Roxo (1931). Com isso, a abordagem do assunto nas duas obras se
correlaciona.

As igualdades algébricas sdo provadas geometricamente. Por exemplo, a
demonstracdo geométrica da identidade (a + b)* = a> + b* + 2ab, consta do Livro

1V: Avaliacdo das superficies, da geometria F.I.C., como a seguir.

Theorema.

325. 0 quadrado construido sobre a somma de duas Lm.hus é
tyual @ somma dos quadrados construidos sobre essus duas lmhus,
mais duas veses o rectangulo construido comy essus mesmas linhas

(ne 240 :
(a-b?=ar-} b4 2ub

Sejam CD e DE, ou a ¢ b, duas rectas quaes-
quer, e CF o quadrado construido sobre a
somma d’escas linhas. No interior, formeinos
o quadrado M tendo a como lado, e prolongue-
mos os lados além do ponto .

A figura total comprehende quatro partes, .
a saber : 08 quadrados M e N, cujos lados sao Fig. 238.
respectivamente a e b, e o8 rectangulos R e S que tém pof
dimensdes esses mesmos comprimentos. >

Logo o quadrado construido sobre a somma...

’

1

Fig. 31 Elementos de Geometria, F.I1.C., p. 158

Note bem, os Elementos de geometria F.I.C. apresentam a demonstracao
geométrica do que € conhecido hoje na escola elementar como produtos notaveis,
um célculo numérico, mas que no estudo da geometria dedutiva significa uma
relacdo entre lados e suas projecdes, considerando um tridngulo qualquer. Ou seja,
o livro-texto mostra diferentes significados para essa expressao.

Roxo (1931) estuda o tridngulo retangulo como um caso particular dessa
ralacdo, explorando o fato intuitivamente a partir da figura do tridngulo
acutangulo, retangulo e obtusdngulo. Ottoni e Timotheo Pereira apresentam a
demonstracdo geométrica dos produtos notdveis, quando apresentam o estudo da
comparacao de dreas. Mas, a demonstracdo geométrica dos produtos notaveis, que
desaparece dos livros-texto, remonta as obras histéricas de Legendre, Hérigone e

Euclides.
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A prova da identidade algébrica (a + b)* = a® + b” + 2ab nos Eléments de

Géométrie de Legendre, 1* edi¢do de 1794, é a Proposicao VIII do Livro III.

PI’LOPOSITION Vilt
puEoREME

e AT D
Siuneligne ACest divisde en dene parties At;l, L(.;, ]
! far ‘e entivre AC contiendra le
e quarré fait sur la ligne entiere A.(- CGF, fendna |
guarréd fait sur AB ., plus i quarré faitsur B, pius
deur fois le rectangle compris sous fes dewe parties
| ——
. . : )
ABee BC, ce qulon exprime alnst AG oz ( AD A
BCY=ADB-+ BC +2ABXBEC. AP AD
Construisez le quarré ACDE, yretez A G; R
menez PG paralleled A ¢, et BT parallele a AL, )
Le quarré ABCD est divisé en quatre parbes @ a
preiniere ABIF est le guarsé [ait sur Ab, puisu on
a pris AF=—=AD:laseconde IGDIL est Je ruaryé fait
. p R—— W ”
sur BC, car puisqu’on 4 AC=AE ,Hvt Al __f‘.\l s 1:1
différence AC —AD estigaled la difffrence AF—AL,
cest-3-dire que BC=EF. Mais 2 cause des paralleles
16=DBC, et DG=ET; donr HIG D est dpat ;uli (']li‘v]I;i_:
z N jes (L , chifes d
fait sur BC. Ces deux parties ¢tant © lr‘m' BC,GI
quasté total , il reste les deux reclangles | s
T B
EFI1H, qui ont chacun pour mesure AL BC, Donu
le quarré fait sur AC, etc. o .
Scholie. Cette proposition revientd celle qu 01’1‘:.!
montre en alzebre pour la formation du quarré d'ur
binbme, et qui est ainst exprimdée : (a-+by =a 2
:‘i"b"q

Fig. 32 Teorema, Legendre, p. 67

Legendre conclui que a proposicao corresponde a uma igualdade da algebra.
Nesse sentido, a geometria de Legendre é um marco no conjunto das obras que
sao reescritas dos Elementos de Euclides e que escrevem a histéria da matematica

escolar.

Essa mesma proposicdo consta da versdo em portugués dos Elementos de

Geometria de Legendre, de 1809.
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PROPOSIGAO m_f;.

_ .7 "THEOREMA.

Se huma linka AC (fig. 106.) for dividids. om-.
Jua:.pafles AB, BC, a( 'qtz;adrado) %iro,;fq&rz‘ a Z,f
nha inteira AC conteré _o quadrado feits febre huma
%art; AB, mais o quadrado feito fobre & outra ‘parte
C > ma:is duas wezes o re@angule comprehendido de- -
baixo das duas partes AB-, BC s 0 que fe expriic .

afim, AT o (AB 1-BC)* —AB® L BC" 1.
2AB x BC. IR +

. anﬂrua—fe o quadrado. ACDE, tome—ﬁ:jﬁFy:‘:,: 3
ﬁlé s tire-fe FG parallela a AC, e BH pamallela-a -

=
22

O quadrado - ABCD efti dividido em - quatro E
partes : a primeira ABIF he o. quadrado feito fobre
AB ; porque tomimos AF.— AB ; a fegunda IGDH * F G
he o quadrado feito, fobre BC; porque como temos AC = I

AE, ¢ AB"AF, a differenga AC — AB ke igual”
a dxﬂ'crcnga'AE —'AF, o que da BC :EF.‘ﬁas
For caufa das pamallclas IG —=BC, e DGEF; B C

'eo HIGD be igml 20 feito fobre BC. |
!‘I)‘g:;,mi{d eflas duas’g‘a'ta vadrado total , ficda fig. 106
os dois re@angulos BCGI, EFIH , que tem cada
hum por medida AB X BC. Logo o quadrado feito
fobre AC , &c. : . :

Scholia. Efta propofigio fe reduz i que fe de.
monftsa na algebra para formagio do quadrado de bum

' ] i
binomio , ¢ que fe exprime afim: (af-8) Ta |

Yasb4 b .

Fig. 33 Teorema, Legendre, p. 69-70

Esse teorema possuiu um equivalente nos Elementos de Euclides, a
Proposi¢do 4, do Livro II, mas com um desenvolvimento distinto do que se viu
nas demonstracdes acima. Neste ponto, € importante notar que a matematica
escolar se algebriza e que associar as proposi¢des do Livro II dos Elementos a
enunciados geométricos de leis da aritmética, como a propriedade distributiva, ou
a igualdades algébricas usuais nos dias de hoje, como os produtos notdveis,
facilita o entendimento do procedimento geométrico caracteristico dos Elementos
de Euclides. Mueller diz que a interpretacdo algébrica tem numerosas vantagens,

sendo a mais importante delas, a de tornar inteligivel ao leitor moderno, partes da

matemdtica grega que sdo tdao complexas geometricamente, que O seu
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desenvolvimento puramente geométrico parece quase impossivel (1981, p. 43),
embora esse autor ndo admita que haja procedimento algébrico na geometria dos
Elementos. Neste ponto, € importante registrar a polémica sobre a existéncia ou
nao de uma dlgebra geométrica na matematica grega antiga.

Tradicionalmente, essa questdo surgiu com Nesselmann (1842) que
reconheceu uma algebra disfarcada nos procedimentos matemaéticos antigos. Esse
posicionamento foi seguido por Tannery (1882) e poucos anos depois por Zeuthen
(1886) e logo se tornou popular. Em 1908, Heath segue essa tradi¢do nos
comentdrios ao texto dos Elementos de Euclides. Por volta de 1930 Neugebauer
procurou também origens da algebra na matemadtica babilonica e, van der
Waerden, anos 50, Freudenthal (1977), Weil (1978), também se incluem nessa
escola. Os autores Szabé (1969), Unguru (1975), Unguru e Rowe (1981), Grattan-
Guinness (1996) posicionam-se contrariamente. Em resumo, o debate sobre a
algebra geométrica se baseia em dois pontos de vista que podem ser chamados
como matematico e filolégico (Artmann, idem; Grattan-Guinness, idem)g.

O desenvolvimento da prova em Euclides obedece as etapas da redacgao e as
referéncias as proposi¢des que justificam os passos dedutivos da prova constam

do texto.

PROPOSICAO 4, LIVRO II A c_=®

Se uma linha reta é cortada ao acaso, o quadrado
sobre o todo é igual ao quadrado sobre os
segmentos e duas vezes o retdngulo contido pelos
segmentos.

Seja a linha reta AB cortada ao acaso em C.

Eu digo que o quadrado sobre AB ¢ igual aos quadrados sobre AC, CB e duas
vezes o retangulo contido por AC, CB.

Pois seja o quadrado ADEB descrito sobre AB, [I, 46]

e seja tragada BD.

Por C, seja CF tracada paralela a AD ou EB, e por G seja HK tracada paralela
aAB ouDE. [I, 31]

Entdo, como CF é paralela a AD, e BD cai sobre elas, o angulo externo CGB é
igual ao angulo interno colateral ADB. [I, 29]

Mas o angulo ADB ¢ igual ao dangulo ABD, como o lado BA é também igual a
AD. [I, 5]

Portanto o dngulo CGB ¢é também igual ao dngulo GBC, assim como o lado

8 Ver Artmann e Grattan-Guinness, obras citadas; Unguru e Rowe, 1981, Does the

» o«

quadratic equation have greek roots? A study of “geometric algebra”, “application of areas”,
and related problems, Libertas Mathematica, v. 1, 1981 e v. 2, 1982; Mueller, obra citada.
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BC é também igual ao lado CG. [I, 6]

Mas CB € igual a GK e CGa KB. [I, 34]

Portanto, GK € também igual a KB,

portanto CGKB € eqiiilatero.

Digo que é também retangulo.

Pois como CG € paralela a BK, os dngulos KBC, GCB sao iguais a dois
angulos retos. [I, 29]

Mas o angulo KBC € reto, portanto o angulo BCG € também reto, assim como
os angulos opostos CGK, GKB s@o também retos. [I, 34]

Portanto CGKB ¢é retangulo e foi provado que equilatero,

portanto é um quadrado e estd descrito sobre CB.

Pela mesma razao HF € também um quadrado e estd descrito sobre HG, isto é
AC. [I, 34]

Portanto, os quadrados HF, KC sdo os quadrados sobre AC, CB.

E como AG € igual a GE, e AG € o retingulo AC, CB, pois GC € igual a CB,
portanto GE é também, igual ao retdngulo AC, CB.

Portanto AG, GE sao iguais a duas vezes o retingulo AC, CB,

Mas os quadrados HF, CK sdo também os quadrados sobre AC, CB.

Portanto as quatro dreas HF, CK, AG, GE sdo iguais aos quadrados sobre AC,
CB e duas vezes o retangulo contido por AC, CB.

Mas, HF, CK, AG, GE sdo o todo ADEB, que é o quadrado sobre AB.
Portanto o quadrado sobre AB € igual aos quadrados sobre AC, CB e duas
vezes o retangulo contido por AC, CB.

Portanto, etc. Q.E.D

Fig. 34 Teorema, Elementos de Euclides, p. 388

Comparando o texto de Legendre com o de Euclides, as justificativas sdo
diferentes e isso indica que a demonstracdo sofreu mudancas também.
Observando a etapa construgdo, Legendre ndo traca a linha que vai bissectar a
figura e com isso ndo desenvolve a prova com base na igualdade de angulos, ao
contrario do que mostra o texto euclidiano.

Em Euclides, as referéncias [I, 29], [I, 5], II, 6], [I, 34] justificam
geometricamente as igualdades. Por exemplo, a proposicdo [I, 29] afirma, “uma
linha reta caindo sobre linhas retas paralelas determina dngulos alternos iguais, 0
angulo externo € igual ao interno colateral, e os angulos internos sobre 0 mesmo
lado sdo iguais a dois angulos retos” (p. 311). Nesse sentido, o texto de Hérigone,
abaixo, estd esquematizado e expde as proposi¢cdes de modo conciso. Note as
igualdades dos angulos justificando as igualdades dos lados dos retangulos.

Por exemplo, a afirmativa ZLa , ZLaed , £d , Zabd snt |, ou seja, os

angulos sao retos, se justifica pela referéncia [29, I], citada acima.
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! THEOR.IV. PROPOS: IV, E

SireQalineafe@afi t‘vtcuquc:%dramm,qﬂoe

A tota defcnbxtur, zqualc eft &zlhs, quza fcgmcn.

tis dcfcrlbuntur 5 quadraus &ei ,quod bis fub fe-|
gmenns comprehcndltur s rc&angulo

YR ) lzgne droicte eft couppee comme on vondra : le

uarré de latoute eft égal aux quarrez; des | Imrtzes ¢ a

1 eshie fois le reé?anglccontenu ﬁm icelles Partm : i [ef 22 hg, e m
1 H)f’ﬂf : A bp.da [Bf eff O hguac, ‘ y
L abtft-—— ' o : dy cglbeﬁlcb
e aC(y’cb fhthT ab ) 1{1d2 Dag zi;_ o, acb
.| Reg. . demonly. : o1 |oag ,_I,_ ogd,
2 D ab22 Qac—+0 cb—n:: acb W d 1 ©.ach,
- Prapar.. g Bas -Uadzzﬂhf—l—UCH::a -+ d
AL d_eftD gb - x ——p fﬂ"g' Uabzl[zD ac—+0.cb~+ z%:acbg
w1 teb eff —, : ‘
" b lcf= aeubd, - H r-
hng* abucd : AT Cc B Explicat, p n
- €mon, bypoth.fac eff 5, 1ids ,
- <3 <3Cd,<d:<abd _/;”' s o : hil;- b [ti , frda ;‘gnn‘i)c;)ﬁﬁ- 105
<¢hg,<cfg,<hgf ﬁn‘.J > « - par fabeff 7, R A gdoach off 10,
ac,l;ab, S " ' x.cmadl:labeﬁ 49, tzn. ad[]abcf 49
0 <aebcjt‘__|_1 . \‘ B \ T e IhfDac e/i‘z;, . B
Lol <dcbtf5__l, ’
al<hge eft 1,
<fge eft .J, ,
he :.Izh :
of 2|2 é -

Fig. 35 Teorema, Hérigone, p. 67-66

Seguem algumas explicagdes da notagao usada no teorema acima,

Req .11.. demonstr.: o exigido para

demonstrar ad est []. ab: ad é um quadrado sobre ab
Prepar.: preparagao cf ==== aeubd: cf é paralela a ae ou bd
est. € 3 Zaeb 2/2 _|:angulo aeb € a metade do
St angulo reto

2/2: igual

—+ : mais . [1': quadrado

Zg ;::) cb snt par. . ab: ac e cb sdo partes [J: paralelogramo

A demonstracdo de Hérigone e a de Euclides se equivalem, embora a escrita
sofra mudancas, ao contrario do que ocorre no caso de Legendre, que indica a
presenca da dlgebra sintetizando proposi¢des geométricas e permitindo operar

com 0s objetos geométricos, no caso, areas, de um modo mais geral.
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Observe que Legendre constr6i a prova do teorema com base na
decomposicdo do quadrado em outras figuras, revelando um procedimento inverso
do que se apresenta nos Elementos porque, em Euclides, a constru¢ao de cada uma
das figuras que compdem o quadrado total leva a concluir o teorema.

Essa mudanca estrutural no desenvolvimento da demonstracdo exemplifica
uma correlacio ja discutida na primeira parte da Tese. Ou seja, a partir do livro-
texto se atesta a presenca do procedimento por sintese, caracteristico da geometria
dedutiva euclidiana e, por andlise, no caso de Legendre, que estd associado aos
procedimentos algébricos.

A correlagdo geometria-dlgebra na demonstragdo vai mostrando que a
geometria dos Elementos tem correspondentes algébricos e aritméticos que
cobrem muitos dos assuntos estudados na matemdtica da escola elementar’. Sobre
a demonstracdo de Euclides, acima, Boyer (1974) comenta que esse método de
prova € “uma maneira prolixa de dizer” as equacdes e que as proposi¢oes do Livro
IT ndo desempenham qualquer papel em textos modernos. Porém, no tempo de
Euclides tinham grande significado e “é facil explicar essa discrepancia — hoje
temos dalgebra simbdlica e trigonometria, que substituiram os equivalentes

geométricos da Grécia” (idem, p. 79).

7.6.2 Correlacoes entre demonstracao, formula e questoes propostas
em elementos de geometria

Os Elementos de geometria F.1.C. € um livro que se caracteriza por trazer
problemas que sdo aplicacOes prdticas dos teoremas como ressalta Carvalho
(2008) e Valente (1999). Mas, o que se constata, € que esse fato se estabelece a
partir de estruturas complexas que organizam os conteidos e o proprio livro.

Mas como trabalhar com o complexo? Estabeleca uma amostra, mas, uma
ressalva parece se apresentar de modo necessdrio - a perspectiva histérica. Ela
surge como uma exigencia, pois falar de demonstracao em geometria plana requer
considerar o modelo euclidiano e, por sua vez, falar em demonstracdo escolar leva
a obra de Legendre e, ainda, quando o livro propde estratégias para o ensino de
como demonstrar, uma matriz se encontra em Hérigone. Os niveis de andlise

padrdao dedutivo e didatizagdo dos contetidos remetem ao livro-texto, em que é

9 Sobre esse assunto, ver Heath, 1956; Waerden, 1971; Aaboe, 2002.
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necessario reconhecer correlacdes e estruturas que sustentam as evidéncias que se
tomou como objeto de estudo.

Comparando os Elementos de Euclides e os Elementos de geometria F.I.C.,
por exemplo, a estrutura teorema-problema, o livro ser indexado, sdo evidéncias
que os aproxima, mas a presenca de exercicios e de férmulas os diferencia, sendo
caracteristicas evidentes no segundo livro. Um modo de avancar na proposta de
fazer um trabalho comparativo, foi observar um padrio que se repetisse, primeiro,
no texto da demonstrag@o. Isso é importante, porque a proposta, nesta pesquisa,
foi partir de uma instancia local, o texto de um teorema.

Uma evidéncia se apresenta, quando esse texto € euclidiano: indices
referenciam as proposicdes que embasam a prova. Quando se observa o texto de
uma demonstracdo em Euclides, proposi¢des, definicdes, axiomas, postulados sdao
referenciados, porque eles estdo na base da estrutura dedutiva do teorema ou
problema.

Os elementos de geometria, livros direcionados ao ensino da geometria
dedutiva, seguindo o modelo euclidiano, sdo indexados e também retinem um
conjunto de teoremas e problemas. S6 que nos elementos de geometria, os indices
aumentam em quantidade e variedade quando se retine um conjunto de obras.

Esse fato levou a duas evidéncias, a formula e as questdes propostas, que se
correlacionam e constituem uma estrutura explicativa sobre modos distintos de se
apropriar de propriedades dos objetos geométricos, descritas pelas proposi¢des da
geometria dedutiva.

A geometria F.I.C. apresenta vdrios tipos de questdes propostas. Partindo do

exemplo, abaixo, alguns pontos serdo discutidos.

Exemplo. Qual ¢ o lado do triangulo equilatero inseristo n'um oi
- eripto oireyl
que tenha de drea 20 centimetrog quadrados ? pto n'um circyls

0 lado ¢ do triangulo equilatero imseripto é dado pela formula ;

e=rv3 (n* 277) )
Além d'isso xr'=2; donde r= \/2—0 )
, 3

Fig. 36 Questao proposta, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 149
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Primeiro, observe a presenca das referéncias. As férmulas que expressam a
propriedade do tridngulo e a drea do circulo estdo devidamente referenciadas pelos
indices (n° 227) (1) e (2). Essa evidéncia permite explorar a rede de justificativas,
em que uma proposicao leva a outras. Apresenta-se um funcionamento,
caracteristico, que preside a abordagem dos contetidos no estudo da geometria
dedutiva.

As referéncias (1) e (2), estabelecem,

Escholio I. Expressdo do lado do triangulo eqiiil4tero inscripto, em funccdo do raio.
O triangulo BAE, rectangulo em A (no 148, 2°), d4

AE2=BE’ - AB’=(2r") -1 =4r’ - " =3r
Logo
AE = r\3=r=1,73205...) c

Escholio II. O apothema do triangulo eqiiilatero € igual a metade do raio (...)
(p- 118)

E, por sua vez, o (n° 148, 2°), referencia a proposigio,

Todo angulo inscripto n“um semi-circulo € recto; porque tem por medida a metade
de uma semi-circunferencia, ou um quadrante. (p. 51)

A dltima proposicéo leva as referéncias (n™ 50, 51, 52) que remetem aos
teoremas relativos aos “casos de igualdade entre tridngulos” e assim,
sucessivamente. Ou seja, uma instancia local como o teorema, vai exigir a
observagdo mais global do livro, levando a outras referéncias no préprio livro ou
em outros volumes de uma mesma cole¢do.

Exceto nas obras histéricas, em que a numeracao recomeca a cada Livro ou
capitulo, o texto dos outros elementos de geometria da base documental é
marcado desde a introdugdo até o fim da obra com uma seqiiéncia numérica tnica.
Entre os livros usados no ensino brasileiro, em Paranagud, a seqiiéncia vai de 1 a
354; em Ottoni (s.d. 9%; 1% ed. 1853), de 1 a 280; em Timotheo Pereira (1898, 2°.
ed.; 1927, 11% ed.) de 1 a 639; em André y Marin e Paula (s.d., 3% ed.; 1% ed.,
1912)de 1 a677;em F.1.C. (1933, s.ed.),de 1 a 1124.

O livro como um todo, mostra a indexacdo correndo em vdrias instancias.
Por exemplo, quando sdo observados quais tipos de questdes o livro propde, onde
elas estdo alocadas. A presenca de questdes a resolver € uma caracteristica que

aparece em Timotheo Pereira. Os elementos de geometria de Paranagua e Ottoni
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nao propdem questdes a serem resolvidas. Em F.I.C. a numeracao do livro inclui
as questdes propostas e em Timotheo Pereira e em Perez y Marin e Paula essas
questdes sao numeradas a parte.

Elejo os termos questoes a resolver, questoes propostas para referir
expressdes como exercicios, problemas, problemas numéricos, presentes nos
elementos de geometria e mostrar que estas devem ser entendidas no contexto de
cada obra e que, com isso, as obras se particularizam umas em relagdo as outras.

Os Elementos de geometria de Legendre, Paranagui e Ottoni nao
apresentam questdes a resolver e se enquadram entre o tipo de elementos de
geometria mais tradicional.

Em Timotheo Pereira constam os Exercicios numéricos. Uma série com 51
questdes encerra o Segundo Livro — Da Extensdo de Um Plano, e ao final do
Quarto Livro, a ultima parte da obra, duas listas reinem Exercicios Numericos
sobre as areas dos polyedros, 31 questdes, e Exercicios Numericos sobre os
volumes dos polyedros, 41 questoes.

Em Perez y Marin e Paula, o desdobramento do padrio teorema-problema é
mais variado e especialmente significativo porque preserva a palavra problema se
referindo as construgdes geométricas com régua sem escala e compasso,
mantendo o padrio euclidiano que diferencia problema de teorema. E
caracteristico, no livro, apresentar em cada capitulo a exposicdo do assunto
seguida da listas de questdes a resolver, que sob a denominagdo geral, Exercicios,
se subdividem em até trés tipos: Theoremas a demonstrar, Problemas a resolver,
Problemas numéricos. A expressao Problemas numéricos refere questdes do tipo,

Calcular as medianas de um triangulo, cujos lados valem respectivamente 10m.,
8m., e 9m. (p.99)

Em Resolver os seguintes problemas, o termo problemas se refere a
questdes de dois tipos. Abaixo, um exemplo mostra que se trabalha com
igualdades algébricas, embora o livro ndo as mencione como férmulas. Mas,
quando associadas aos problemas numéricos, tem-se a estrutura que fundamenta
as questdes do tipo cdlculo numérico. Ai estd a origem dos formuldrios que,

posteriormente, vao ser uma novidade nos elementos de geometria.
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184. ProBLEMA. — Caleular as medianas. as bis-
seclrizes e as alturas de wm triangulo
em func¢do de seus lados. B
Lo Calenlo das medianas (fig. 118).
Temos no triangulo AB ¢ (180): m
a’tc?=2m?+ ~~,“-, donde
R 4 D [
m——--~[/ 2(1 —y‘2c- b2, Fig. 118
’ m' =1 l/ 2p? -+ 22 _ ¢

De modo analogo S
' = 2 | 2[)~ —c?

Fig. 37problema, Elementos de Geometria, Perez y Marin e Paula, p. 96

Outro tipo de problema sao as construcdes geométricas no padrdo

tradicional euclidiano,

159. ProBLEMA. — Sobre wma recta dada. cons-
truir um triangulo semelhante a outro (fig. 100).

Seja o triangulo ABC e A'B a recta dada.
ficiente formar os angulos A’ e B, rex-
pectivamente eguaes a 4 e B, para se B
obter o triangulo pedido A’ B (.

Si em logar de ser dado o lado

E suf-

A’ B, fosse a razio - de semelhanca, 4 c

o lado 4’ B’ deveria Sdtl%[lllel a relacao '

= - f,ﬁ,, e bastaria determinar a

quarta1 };roporcional as tres rectas m, A ¢
e / .

Pie. 105 (...)

Fig. 38. Problema, Elementos de Geometria, Perez y Marin e Paula, p. 83

A geometria F.I.C apresenta questdes propostas ainda mais diversificadas.
Os Problemas numéricos estao alocados na parte final da obra. A lista com essas
questdes estd divida por subtitulos que as agrupam por livro e assunto. Por
exemplo, Livro IV: Polygonos e circulo, Circulos e polygonos inscriptos e

circumscriptos (174-181). Sao questdes como,

Qual é o lado d’'um quadrado, se a diagonal e o lado tém em somma 5™,80? (p.
421).

Os outros tipos de questdo constam apds cada Livro e o titulo por assunto
mostra fatos novos. A lista relativa ao Livro VI apresenta o item Theoremas

englobando os subtitulos Area das figuras, Relacées deduzidas da consideracio
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das dreas. Em seguida, o termo Problemas retine os subtitulos Construc¢do das
figuras, Divisdo das figuras, Mdxima e minima, Figuras inscriptas ou
circumscriptas, Procura das formulas e, como dltimo informe consta, “Os dados
dos problemas numéricos estao reunidos e expostos no fim d’este livro” (p. 181).

Comparativamente, em relagdo ao livro anterior, de Perez y Marin e Paula, a
correlacdo entre formula e problema numérico torna-se mais evidente na
geometria F.I.C.

E relevante observar a categoria problema, nesse caso. Aqui, problema se
refere a constru¢do geométrica, dentro do padrao tradicional e também a trabalhar
com o tedrico de um modo especifico, ou seja, reunir os teoremas dentro de uma
categoria, formula, cuja fungao o livro explica.

A lista Procura das formulas apresenta questdes como, “Exprimir o lado e a
superficie do tridngulo equilateral em func¢do da altura” (p. 180). Cruzando essa
informacdo com as orientagdes do livro sobre a resolucdo de Problemas
numéricos, ha indicios de como se estabelece o processo que vai das proposi¢oes
demonstradas em geometria dedutiva as férmulas e calculos aritméticos.

Nesse sentido, o livro apresentou o teorema da area do triangulo e, logo,

depois, o Escholio,

T CTUT T ST CUTIUD I8 UISPE.

315. Escholio. A férmula da area do triancsulo é:
bh -
S = —
2
Podemos deduzir d'esta formula diversas conscquencias ; eis
encias ;

aqui as mais empregadas :
I.. Area do triangulo equilatero. Seja a o lado do triangulo
equilatero. -
O triangulo rectangulo ABD di
AD2= AB2-—BD?

2 2 2

u h;_ ? __ (_l — _.a___3(l

° ¢ (2) =T 7

Lo —2V3
go h~2\/ "

A drea & ignal I h="2V3

rea é igual a 5 h 2,2\/
ou emfim S = at \/;

4 (2)

Fig. 39 Escélio, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 153

Observe que a formula é um modo de “traduzir” as proposi¢des, como

mencionou Legendre. O procedimento de traduzir as proposi¢des em foérmulas
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algébricas se correlaciona com os problemas numéricos, conforme o livro mostra.

A se¢do Problemas numéricos consta no

Apéndice, instruindo sobre a resolucgdo,

Em geometria, os problemas numéricos ndo sao mais do que simples applica¢des
do calculo arithmetico 4 formulas conhecidas.

E importante ter em conta as seguintes observagdes:

1° Dispdr os calculos com muita ordem;

2° Empregar os logarithmos logo que as multiplicacdes e as divisdes se tornam
muito numerosas, € sobretudo quando se tem de extrahir raizes;

3° Transformar as férmulas, afim de obter a expressdo do valor da incgnita em
funccio dos dados, em logar de fazer depender um serie de calculos de um calculo
approximado feito no comego. (p. 419)

As instrugdes sdao exemplificadas como a seguir,

Exemplo. Qual ¢ o lado do trign

O lado ¢ do triangulo equilatero i
=rV3
Além d'isso

Mas em logar de calcul
20 por =,

e =V19,0936 = 4,37

que tenha de drea 20 centimetros quadrados ?

xr'=20; donde f:\/?g
™

\ lar r extrahindo a raj
melhor substituir r ng férmula (1)

czyg\/@: 2 X3
T

, 60
Assim = — 9 1 y
¢ \/n ou \/""X;~ 60X 0,31831

gulo equilatero inseripto n'um circylo

nscripto é dado pela formula -

(n* 277) (l)

)

%z quadrada do quociente de
pelo valor obtido 2).

T

Fig. 40 Questéo a resolver, Elementos de Geometria, F.1.C., p. 419

Considerando que “os problemas

numéricos nao sao mais do que simples

applicacdes do calculo arithmetico & formulas conhecidas™, se reconhece, aqui,

um padrdo caracteristico em funcionamento, ou seja, a estrutura formula —

problema numérico — cdlculo aritmético.

Isso mostra a hierarquizacdo que leva das defini¢des e proposicdes tedricas

aos problemas numéricos. O estatuto tedrico da geometria dedutiva adquire um

carater instrumental, de ferramenta com que ‘“‘simplesmente” sdo resolvidas as

contas da aritmética elementar ligada

confere.

s as atividades praticas, como o livro

No final do Apéndice dos Elementos de Geometria, F.1.C., que é bem

extenso, englobando 113 paginas em um livro que totaliza 442 paginas, se V€ o

seguinte registro,
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Os nossos Elementos de Geometria, tdo abundantes em questoes theoricas, nao
podem propdr sendo um numero mui pequeno de problemas praticos; mas 0 nosso
Curso superior de Geometria, para o Ensino primdrio, contém mais de mil
problemas numéricos; além d’isso, elle termina por uma taboa muito util que d4 as
cordas de 10 em 10 minutos. Assim estas duas obras, feitas pra corresponder a
diversos usos, completam-se uma com a outra. (p. 420)

O livro menciona a complementaridade de dois estudos em geometria, o
estudo dedutivo e estudo de carater pratico. Esta Tese, na busca por mudancas
ocorridas no texto demonstrativo, mostrou que os elementos de geometria
apresentam evidéncias dessa complementaridade. Mas o préprio livro sugere a
pista de que a historia continua — outro livro.

A categoria férmula, encontrada pela primeira vez entre as obras da base
documental, nos Elementos de Geometria de Legendre, pelo lugar que ocupa entre
o geométrico, o algébrico e o aritmético, deve ser olhada com ateng¢do nos livros.
Os elementos de geometria mostram que a presenca da formula além de gerar
modificagdes na demonstracdo em geometria dedutiva se correlaciona com as
aplicacdes préticas.

A préxima amostra a ser estudada redne os livros de matemdtica, livros que
se particularizam em relacdo aos elementos de geometria e que surgem, entre nos,
por volta dos anos 30 do século passado. O desafio agora é desvendar algumas

trilhas desse percurso.
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