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2 Euclides Revisitado

Nesse capitulo € apresentado como a critica aos Elementos de Euclides, que
se sedimenta na Franca do século XVI, da origem ao texto diddtico de geometria
nos moldes como o concebemos hoje. Inicialmente é abordada a estrutura e a
principal caracteristica dos Elementos, a geometrizacdo das grandezas e em
seguida o processo de transmissao. Apds isso, trés autores servem para explorar as
criticas que sdo feitas a obra euclidiana: Petrus Ramus, capitulo III do livro
Scholarum Mathematicarum, 1569; Antoine Arnauld, Prefacio do livro Les
Nouveaux Elemens de Geometrie, 1667, e André Marie Legendre, Elemens de
Géométrie, edi¢des de 1794 e de 1886. Finalmente, com Christian Wolff, 1710, o
texto do livro didatico Anfangs-griinde aller mathematischen Wissenschaften
explana sobre a arte de ensinar matematica.

O terceiro Capitulo, Do mostrar ao demonstrar, continua explorando a
demonstracdo como legado do percurso cultural dos povos: a origem aristotélica

da demonstracdo matematica e, em seguida, o uso da figura em textos chineses

antigos, em Euclides e em Arquimedes.

2.1 A estrutura e a demonstracao nos Elementos de Euclides’

Como nos diz Carvalho (2008),

Os Elementos t€ém sido exaustivamente estudados, principalmente nos dltimos cem

anos; procura-se saber que teoremas sdo devidos a Euclides e quais sdo de

matematicos anteriores; analisa-se o encadeamento l6gico das proposi¢des;

procura-se reconstruir o texto original, visto que nio nos chegou nenhuma edi¢do

proveniente da época do autor. (p. 14)

Os Elementos de Euclides datam dos anos 300 a.C. da Grécia antiga. Os
contetidos dos Elementos se organizam em treze capitulos ou livros. As
Definicoes, os Postulados, as No¢coes Comuns ou Axiomas fundamentam a obra de

Euclides.

' Tenho como base para esse texto, Bulmer-Thomas, 1956; Caveing, 1990; Heath, 1981;
Carvalho, 2004; Schubring, 2004.
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O objetivo de Euclides € o trabalho tedrico, ou seja, sistematizar a
matemdtica demonstrativamente, segundo o desenvolvimento dedutivo que
estabelece as verdades geométricas que se pode conhecer por meio do raciocinio.

A demonstracdo matemdtica tem sua origem em preceitos de Aristételes.
Ela surge entre os gregos: demonstrar € estabelecer a verdade de uma proposi¢dao
como conseqiiéncia necessaria de uma ou de mais verdades ja admitidas.
Qualquer ciéncia demonstrativa tem como base um conjunto de principios que sdo
hipéteses tomadas a priori, a partir das quais se estabelecem outros fatos por meio
de deducdes. Mas uma ciéncia dedutiva particular vai exigir também um conjunto
de definicdes.

Os gregos distinguiam procedimento sintético e analitico. O procedimento
analitico consiste em considerar primeiro o que deve ser provado e depois pela
deducdo de conseqiiéncias, chega-se ao que foi aceito inicialmente. Nos
Elementos, Euclides procede por sintese, isto &, parte de proposicdes ja
conhecidas para chegar, por meio de deducdes, ao que deve ser provado.

A estrutura sintética caracteristica dos Elementos estabelece Definicoes,
Postulados, Nogcoes Comuns ou Axiomas, ou seja, estabelece Principios que
constituem os pontos de partida das cadeias dedutivas. As defini¢cdes servem para
estabelecer os atributos que caracterizam os objetos matemadticos, fixando o
significado de termos que serdo usados no discurso demonstrativo. Mas, para
Aristoteles, definir os primeiros objetos de uma ciéncia explicitando suas
propriedades, ndo é garantir que os objetos existem. Com isso, OS primeiros
principios de uma ciéncia sdo verdades auto-evidentes impossiveis de serem
provadas, para as quais a existéncia deve ser assumida sem provas.

Na Grécia antiga a grandeza geométrica e a unidade aritmética sao
consideradas os fundamentos da ciéncia matemdtica. Assume-se a existéncia
desses objetos primeiros da ciéncia matemadtica ndo no ambito formal, pois os
objetos das ciéncias sdo anteriores a ciéncia. Enquanto a existéncia dos objetos
primeiros repousa sobre a existéncia natural dos seres, a dos objetos secundarios
repousa sobre construgdes logicas. O preceito da existéncia em Aristételes
autoriza Euclides a assumir procedimentos técitos. Ele comeca sua geometria
aceitando a unidade aritmética e a grandeza geométrica como evidentes, sendo
assim para diferentes tipos de grandezas geométricas tais como comprimento,

area, volume.
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Os teoremas tém por objetivo constatar e demonstrar que um objeto, que
sabemos existir, possui ou ndo possui uma propriedade. A frase, Que foi
demonstrado, finaliza esses textos em sua forma abreviada, Q. E. D. Os
problemas constituem o conjunto de proposi¢des em que se prova a existéncia de
figuras geométricas. Euclides assume a existéncia de pontos, linhas retas e
circulos como os objetos basicos da sua geometria € com essas suposi¢des estd
apto a provar a existéncia de todas as outras figuras definidas. A indicacao, Q. E.
F., que em latim abrevia a frase, que foi pedido para ser feito, finaliza os textos
dos problemas. Os cinco Postulados enunciam a possibilidade das construgdes
geométricas, sdo eles,

1- Desenhar uma linha reta de um ponto qualquer a um ponto qualquer.

2- Prolongar uma linha reta finita continuamente em uma linha reta.

3- Descrever um circulo com um centro € um raio qualquer.

4- Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

5- Se uma linha reta caindo sobre duas linhas retas faz angulos internos, do
mesmo lado, menores que dois angulos retos, as duas linhas retas, se produzidas
indefinidamente, encontram-se do lado em que os angulos sdo menores que dois
angulos retos.

Os trés primeiros postulados geram algumas conseqiiéncias. O primeiro
implica que entre dois pontos pode ser desenhada uma unica linha reta, o que
equivale a dizer que duas retas com mesmas extremidades coincidem, ou ainda,
que a linha reta ndo delimita um espago plano. O segundo, estabelece que a linha
reta pode ser prolongada em uma tunica dire¢do, em cada extremidade. Duas
linhas retas ndo t€m um segmento comum, podendo ser prolongadas
indefinidamente em um ndmero de vezes também indefinido. O terceiro postulado
implica também ser o espago infinito porque o raio do circulo ndo € limitado,
decorrendo disso ser o espaco continuo, ndo-discreto (Bulmer-Thomas, 1956, p.
416-417).

Segundo o mesmo autor, o quarto € o quinto postulados sao de uma outra
ordem porque eles ndo prevéem que alguma coisa deve ser feita, como nos trés
anteriores. O Postulado 4 significa dizer que o angulo reto é uma grandeza
tomada para medir outros angulos, o que equivale a pressupor o espago
homogéneo ou a invariabilidade das figuras. Assim, se o postulado pudesse ser

provado, seria apenas pela superposicao de figuras. O quinto postulado, o famoso
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postulado das paralelas, escolhe como principal caracteristica desse tipo de linha
elas ndo se interceptarem (idem, p. 417). Ou seja, Euclides testou o paralelismo
considerando que as linhas sdo nao-secantes.

Sabemos que desde a antiguidade, existiu a desconfianga de que esse
postulado pudesse ser provado. Ptolomeu e Proclus, entre outros, trabalharam
nesse sentido. Mas tudo dependia de fazer uma outra suposi¢do equivalente a que
fez Euclides. Saccheri, em 1733, com seu livro Euclides livre de todo erro, entrou
na histéria da criacdo de um outro tipo de geometria. Ele foi quem primeiro se
perguntou quais seriam as conseqiiéncias de hipoteses diferentes das de Euclides.
Assim, se deparou com a possibilidade de outros tipos de geometria. Mas estando
convencido, como os matematicos e filésofos do seu tempo, de que ndo poderia
existir geometria diferente da construida por Euclides, ele nao percebeu o que
tinha feito. Somente em meados do século XIX ficam estabelecidas
definitivamente as geometrias nao-euclidianas. “O quinto postulado de Euclides
revelou, assim, o que ele € — uma suposi¢do nao demonstravel definindo o carater
de um tipo de espaco” (idem, p. 417).

Os Axiomas ou Nogoes Comuns reinem o conjunto de Principios auto-
evidentes que vao permitir o encadeamento dedutivo das proposicdes. Eles fazem
a mediagdo entre as etapas do raciocinio e estdo assim enunciados,

1: Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre si.

2: Se iguais sdo adicionados a iguais, entdo o todo € igual.

3: Se iguais sdo subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.

4: Coisas que coincidem com uma outra sao iguais entre si.

5: O todo € maior que a parte.

Ao longo de séculos, em livros-texto de geometria aparece com frequéncia o
procedimento euclidiano da igualdade por superposicdo. E importante ter em
mente que igualdade, aqui, significa congruéncia geométrica ou igualdade de
areas, e nao igualdade aritmética entre nimeros. O procedimento da superposicao
de dreas estd previsto pelo Axioma 4. Lehmann e Bkouche (1982) chamam a
atencdo para a questdo empirica ai subentendida e para como se avanca desde esse
ponto até chegar a formulagdo tedrica. O critério da igualdade por superposicao se
apdia sobre o movimento, pois € o transporte de um objeto geométrico sobre o
outro que permite concluir a igualdade entre eles. Nesse caso, o raciocinio tem

base na evidéncia visual da figura geométrica (idem, p. 440-441). “O problema da
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geometria € agora enunciar ‘a priori’ as condi¢des da igualdade, o que permitira,
por isso mesmo, eliminar 0 movimento, que serd substituido por um raciocinio
apoiado sobre critérios de igualdade definidos” (idem, p. 440). Justamente o que
preveé o Axioma 4.

O desenvolvimento do texto demonstrativo euclidiano esta previsto dentro
de um modelo padrio. Ele segue etapas bem definidas. Primeiro, consta o
enunciado que estabelece o que € dado e o que é procurado; em segundo lugar, a
exposicdo ou hipotese vai designar os objetos referidos no enunciado com o uso
de letras; a explicacdo ou determinagcdo em que consta a Unica frase com verbo na
voz ativa enunciando a conclusdo, ou seja, explicando claramente o que € pedido;
a construgdo ou preparagdo traz informagdes adicionais ao enunciado, precisando
o que é procurado; a demonstracdo traca a inferéncia exigida para se raciocinar
cientificamente a partir de premissas admitidas previamente; a conclusdo volta de
novo ao enunciado, confirmando o que se demonstrou. Quando ndo € completa, as
partes essenciais e sempre presentes em toda demonstracdo sdo o enunciado, a
prova e a conclusdo, uma vez que € preciso conhecer de antemdo o que é
procurado, provar isso por meio de passos intermedidrios e estabelecer o fato
provado como conclusao.

Os Elementos estao divididos em treze livros que tratam de geometria e de
aritmética’. Os quatro primeiros livros tratam da geometria plana sem usar a
proporcionalidade. O Livro I é dedicado a geometria dos pontos, linhas,
tridngulos, quadrados e paralelogramos. Apresenta pela primeira vez o exemplo
de equivaléncia de &4reas, uma ferramenta eficaz da matematica grega. Esse
método equivale a procedimentos algébricos de resolucdo de equacdes do
primeiro e do segundo grau. A ultima proposi¢do desse livro traz a prova do
teorema de Pitdgoras com base na equivaléncia de 4reas entre o quadrado e o
paralelogramo. O Livro II desenvolve a transformacdo de areas, que corresponde
também a um exercicio de dlgebra. Nesse livro, a penidltima proposi¢ao generaliza
o teorema de Pitdgoras. O Livro III trata da intersec¢do e tangéncia do circulo e o
Livro IV contém problemas sobre inscrever ou circunscrever figuras retilineas no

circulo.

2 Sobre a distribuicdo dos contetidos nos Elementos ver: Carvalho, 2008; Artmann, 2001.
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O Livro V apresenta a teoria geral das grandezas proporcionais, atribuida a
Eudoxo, sendo independente dos anteriores. Enquanto os outros livros discorrem
sobre os objetos geométricos, este se ocupa das grandeza de modo geral, sejam
comensuraveis ou incomensuraveis. Euclides faz uso de segmentos de reta como
exemplo para as grandezas consideradas, mas as demonstragdes se aplicam a
grandeza de qualquer tipo. O Livro VI discute a geometria plana das figuras
semelhantes, aproximando-se do Livro I, IT e IV. Os teoremas 19 e 20 relacionam
linhas e dreas de poligonos semelhantes. As secdes finais apresentam o que
Euclides chama de aplicacoes de dreas e que equivale, em termos modernos, a
resolucao de equagdes quadréticas.

Os Livros VII, VIII e IX sdo conhecidos como livros aritméticos e, ainda
que as demonstragdes nao dependam de geometria, elas sdo formuladas em termos
geométricos. Por exemplo, o produto de dois niimeros a e b é sempre concebido
como a area de um retangulo. O Livro VII discorre sobre a aritmética bdsica.
Euclides define a proporcionalidade de nimeros sem relacdo com o Livro V, sua
aritmética estd baseada no algoritmo para determinar se dois nimeros quaisquer
sdo primos entre si, fornecendo o maior divisor comum entre eles. Em
contrapartida, trata também da teoria do menor multiplo comum. O Livro VIII
lida principalmente com seqii€ncias numéricas em propor¢do continua € com a
média geométrica.

O Livro IX apresenta os nimeros em propor¢do continua e nele consta a
Proposigdo 14 conhecida como o teorema fundamental da teoria dos niimeros: “A
decomposicdo de um nimero em produto de primos € tnica” e o Livro X estuda
segmentos de reta incomensurdveis ou, em linguagem atual, os nimeros
irracionais.

Os Livros XI, XII e XIII tratam de geometria no espago. O livro XII
discorre sobre dreas e volumes, e na segunda proposicao consta a demonstragdo de
que as areas de dois circulos estdo entre si como os quadrados de seus didmetros.
A demonstrac@o se baseia na teoria das proporcdes do Livro V e no “método da
exaustdo”, que Arquimedes empregaria, tempos depois, sendo considerado um
prentncio do atual conceito de limite. No livro X, Euclides investiga o que hoje
conhecemos como equacdes biquadradas e sua reducdo a equacdo quadratica. Os

trés ultimos livros dos Elementos sdo dedicados aos sélidos geométricos.
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Os Elementos sao uma compilacio de coisas jd conhecidas, com a
caracteristica notdvel de organizar o conteiido com o uso de uma quantidade
minima de proposicdes, de modo que a uma proposi¢io se segue outra, em uma
ordem estritamente l6gica. Assim, o significado dos Elementos na histéria do
pensamento, diz Bulmer-Thomas (1956), € duplo. Em primeiro lugar, ele introduz
novos padrdes de rigor no raciocinio matematico que vigoraram até os dois
ultimos séculos. Em segundo lugar, ele foi um passo decisivo na geometrizagao da

matematica (idem, p. 425).

2.2 A geometrizacao das grandezas e o texto de demonstracao

Foi a barreira grega entre nimero e grandeza que desencadeou a
geometrizacdo da matemdtica em seu padrdo tedrico. Para fins préticos, no dia-a-
dia a medicdo de grandezas sempre foi necessdria e usada. Medir ganha o
significado de chegar a um valor numérico, nesse caso. Mas no caso do tratamento
tedrico ocorre um impasse devido a prépria natureza do medir.

A medida é uma operacdo que consiste em associar um nimero a uma grandeza, o
que o discurso matemadtico enuncia como um isomorfismo entre o conjunto das
grandezas e o conjunto dos nimeros (racionais, decimais ou reais, dependendo do
contexto). Essa concepcdo, reduzindo a operacdo a uma unica leitura do seu
resultado, oculta a prépria operagdo. (Bkouche, cf. Rouche, 1992, p. 4)

Quando duas grandezas tém uma medida comum, elas sdo comensurdveis e
€ possivel expressar com nimeros inteiros positivos a quantidade de vezes que a
menor grandeza estd contida na maior. Mas nem sempre duas grandezas t€m uma
medida comum. Entdo, como os gregos s6 possuiam os ndmeros inteiros positivos
eles se encontraram diante de um impasse: a impossibilidade de tratar
numericamente a medida de qualquer grandeza, pois as grandezas
incomensuraveis t€ém sua medida expressa por nimeros reais.

Nao havia aquela época o conceito de zero, de nimero negativo, nimero
racional e irracional, e os numeros inteiros eram iguais ou maiores que 2. O
nimero 1 era a unidade e ndo era considerado um numero. Em Euclides, os
ndmeros inteiros sdo representados por segmentos de reta e as grandezas ndo estao
associadas a ndmeros. Euclides ndo divide nimeros inteiros para obter como
resultado nimeros racionais como nos dias de hoje. No Livro V dos Elementos,

Euclides apresenta a teoria das propor¢des de Eudoxo, uma forma de comparar
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grandezas comensurdveis e incomensuraveis e que foi o principal alvo de criticas
no Renascimento.

Em demonstracdes da geometria bdsica nos livros-texto, a entrada das
operacdes aritméticas e algébricas significa um novo modo no tratamento das
grandezas. As razdes acabam sendo vistas como fracdes. E o que Legendre
ressalta em seu livro Elementos de Geometria, como veremos. Mas essa mudanga
tem um longo percurso.

Os drabes operavam com a antifarese, procedimento usado desde os
pitagéricos e que Euclides descreve no Livro VII, uma alternativa para lidar com
grandezas incomensurdveis. A antifarese ¢ um modo de procurar a maior parte
aliquota comum entre duas grandezas, com o procedimento das subtragcdes
sucessivas,

Sejam dois segmentos AB e CD e suponha AB > CD.

Fig. 1

O método consiste em subtrair CD de AB o que resulta em A 131; depois,
como CD < A 131’ subtraindo de novo CD de A sz’ resulta Asz’ e assim por
diante. Quando se chega a um segmento A, B < CD, tem-se: se os dois segmentos

iniciais s@0 comensurdveis, chega-se a um nudmero finito de etapas e a uma
diferenca nula entre os dois segmentos. Em caso negativo, o processo se repete
infinitamente e o comprimento dos segmentos sucessivos, tende a zero.

Contudo € preciso destacar que,

Para a matemdtica grega seria um anacronismo entender a antifarese como
desenvolvimento em fragdes continuas, porque, ai, ela foi utilizada como resultado
da subtracdo, enquanto as fragdes continuas sio resultado de divisdes. (Hogendijk,
cf. Schubring, 2004, p. 265)

Para Murdoch (1961) a caracteristica mais notavel entre os matematicos

arabes foi priorizar os procedimentos aritméticos (idem, p. 255) e o trabalho de
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estabelecer a possibilidade de associar propor¢do com nimeros encaminha a
invencao dos nimeros reais,

Para o caso da incomensuralidade se entende a antifarese como a constitui¢ao das
fragdes continuas pois as bases de um matemdtico como Omar Al-Khayyam (1048-
1131) substituem a teoria da proporcionalidade de Eudoxo pelas relacOes da
antifarese, tornando-se entendidas, por isso, como elemento do processo de
desenvolvimento do significado dos numeros reais positivos. (Djebbar, 1997, cf.
Schubring, 2004, p . 265).

Mas as tentativas de reformular a teoria da proporcionalidade dos
Elementos ndo alcangam a generalidade e a consisténcia do trabalho de Eudoxo.
(Sobre esses aspectos ver Murdoch, 1961). Na Europa renascentista aumentam as
criticas ao Livro V dos Elementos no sentido de substituir o conceito geométrico
de proporcionalidade por operacdes aritméticas com fragdes (Schubring, 2004, p.
265). A identificac@o entre razdo e fracdo vai aparecendo nos livros-texto e vai
acarretar modificacdes na demonstracdo geométrica.

Como visto no inicio do capitulo, Carvalho (2008) ressalta ter sido o texto
dos Elementos de Euclides construido ao longo de um longo processo de
transmissdo, o qual serd tratado a seguir. Essa breve retrospectiva permite
observar a presenca de criticas feitas a obra eucidiana e sua correlagdo com a
questdo didatica, no sentido de que um assunto deve ser apresentado de modo
adequado ao ensino. A atuagdo critica de Ramus e dos seus seguidores, no

Renascimento, se insere nesse contexto.

2.3 A transmissio do texto dos Elementos®

Depois da Biblia o livro com maior nimero de edi¢des e que influenciou
decisivamente o pensamento ocidental foi o texto matemético Elementos de
Euclides, legado dos gregos antigos. Justamente, por ser um modelo de
racionalidade cientifica. Essa obra tem sua origem na Grécia dos anos 300 a. C. e
esteve no centro do desenvolvimento da matematica até o século XVIL.

Dois fatos da vida de Euclides sao aceitos, embora resultem de suposigdes.
Ele ter vivido entre o tempo dos alunos de Platdo, 347 a. C., e o de Arquimedes,

287 a. C. Provavelmente, foi em 300 a. C., o auge da producdo de Euclides e a

3 Construf esse texto com base em Murdoch, 1956.
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escrita dos Elementos. Proclo (410-485), em seu sumdrio da histéria da geometria
nos conta, sobre a vida de Euclides,

Nao mais jovem que estes (referéncia a dois discipulos de Platao) é Euclides, que
reuniu os elementos, colocando em ordem muitos teoremas de Eudoxo e
aperfeicoando muitos de Teeteto e também trazendo em demonstragcdes
irrefutdveis, coisas que foram provadas apenas frouxamente por seus antecessores.
Este homem viveu no tempo de Ptolomeu I, pois Arquimedes, quem veio
imediatamente depois de Ptolomeu I, faz mencdo a Euclides e, além disso, eles
dizem que Ptolomeu uma vez lhe perguntou se havia um caminho mais curto em
geometria que aquele dos elementos, e ele respondeu que nao havia uma estrada
real em geometria. Ele é entdo mais jovem que os alunos de Platdo e mais velho
que Eratéstenes e Arquimedes, pois o dltimo foi contemporineo daqueles, como
diz Eratéstenes em algum lugar. (Heath, 1956, v. I, p. 1)

Um fato a mais confirma a opinido de Proclo sobre as ligagdes entre
Euclides e Aristételes, que morreu em 322 a.C. Os postulados e axiomas, ou
nog¢des comuns que estruturam os FElementos sao marcos do pensamento
aristotélico. Ja Euclides ter vivido em Alexandria € uma informacdo vinda de
Pappus que relata ter sido, nessa cidade, o local onde Apoldnio por muito tempo
se ocupou com um ensino dado na tradi¢io de Euclides. E assim aceito que
Euclides viveu em Alexandria entre 320 e 260 a. C., j4 que Apoldnio ai atuou
entre os anos 246 e 221 a. C.

A histéria do texto dos Elementos diz respeito a uma grande variedade de
traducdes e redacdes em parte acrescentadas, omitidas, corrigidas. Sao feitos
comentarios e versdes especiais atendendo a objetivos especificos. Aceita-se que a
obra Elementos tenha sido escrita originalmente em grego e sua transmissdo é
estudada a partir de algumas fases.

A fase da Grécia antiga apresenta alguns destaques. Proclo, 410-485, é autor
do mais extenso conjunto de comentdrios que chegou até nds, reunindo escolios
préprios aos de outras pessoas. O mais antigo escélio, de Heron de Alexandria,
em torno de 60 d.C., € conhecido por meio de Proclo e dos fragmentos arabes de
al-Nayrizi, 900 d. C. Mas o comentador mais importante dos Elementos é Pappus
de Alexandria, primeira metade do século IV d.C., cujo texto grego foi perdido,
nos chegando em drabe a parte sobre o Livro X. Outro comentador, Gemino de
Rhodes, 77 a. C., € conhecido pelas citacdes de Proclo que trazem informagdes
valiosas sobre a ordem na matemadtica. Logo depois do tempo de Proclo,
Simplicio, cerca de 530, escreveu o Comentdrio sobre as Premissas no livro de

Euclides e al-Nayrizi (922) preservou esses fragmentos.
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Um grande marco na transmissdo de Euclides é a edicio de Theon de
Alexandria, 400 a.C., que serviu de base a todas as outras edi¢des dos Elementos
até os anos 1900. Por sorte ele revelou ter feito um adendo na dltima proposi¢ao
do Livro VI em seu comentdrio sobre o Almagesto de Ptolomeu. Essa foi uma
informacdo chave para o especialista Peyard, em 1808, analisar um manuscrito em
grego, do século X, conhecido como Manuscrito Vaticano. Peyard concluiu que
esse manuscrito era anterior ao livro de Theon porque, além de outras diferencgas,
ndo continha o adendo de Theon. Usando essa novidade e outros materiais, Peyard
fez correcoes na edicdo de Simon Grynaeus, datada de 1533. Outros autores,
usando outros documentos e sempre a edi¢cdo de Theon, continuaram melhorando
o trabalho de Peyard. Durante o periodo 1813-1888, Heiberg estabeleceu o que
seria um texto “original” dos Elementos, com base no Manuscrito Vaticano e
usando também outras fontes.*

Na alta Idade Média Euclides tem sua fase de dissemina¢@o entre os drabes
e o primeiro registro desse fato € a inclusao do seu nome no index bibliogréafico de
al-Nadim, em 1100. Segundo este, houve vdrios comentdrios, duas tradugdes
completas dos Elementos e essas atividades perduraram por 300 anos. Também
um manuscrito bizantino foi adquirido pelo califa al-Mansu (754-775), embora
ficasse sem traducdo. Al-Nadim nos conta que Hajjaj faz a primeira tradu¢do no
periodo 786-833, mas o texto original em drabe dos Elementos, existente hoje,
data dos anos 800 e contém apenas os livros I-VI e XI-XIII. Os seis primeiros
livros existem no manuscrito Leiden juntamente com um comentdrio de al-Nayrizi
sobre o preparo dessa 2* edi¢ao por Hajjaj, dizendo que este

deixou de fora superficialidades, preencheu falhas, corrigiu ou removeu erros além
de ter aperfeicoado o livro tornando-o correto e 0 sumarizou como se encontra na
presente versdo. Isso foi feito por especialistas sem mudar qualquer substancia,
enquanto ele deixou a primeira versdo como estava para o uso comum. (Murdoch,
1956, p. 439)

Murdoch (1956) comenta a seguir que, nessa segunda versdo, ha pistas
evidentes da preocupacdo do autor em orientar o texto para o ensino,

A tendéncia a distinguir casos separados de uma proposi¢cdo e o uso de exemplos
numéricos para ilustrar vdrias provas, aponta preocupacdes pedagdgicas que iam se
tornar uma caracteristica marcante de Euclides no mundo drabe e nas versodes
medievais em latim que daf derivaram. (idem, p. 439)

* Essa questdo é polémica entre os pesquisadores que buscam estabelecer a autenticidade
dos Elementos. Ficam sob avaliacdo os textos que vém da tradicdo grega, os que vém da tradigdo
arabe de transmissdo. Ver Knorr, 1975.
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A segunda tradugdo drabe de Euclides foi em grande parte realizada por
Ishaq ibn Hunayn, sendo depois atualizada por Thabit. Nao ha pistas de ligacGes
entre a primeira traducao de Hajjaj e o livro de Thabit, cujo texto ndo sobreviveu.
Existem apenas manuscritos de atualizagdes e hd evidéncias de que Thabit se
baseou em um original grego.

O primeiro especialista a analisar criteriosamente as duas versdes drabes dos
Elementos, Klamroth, afirma haver pouca diferenga entre elas e que variagdes
ocorrem nos trés ultimos livros. Murdoch comenta ser destacdvel que, para
Klamroth, a tradi¢do drabe como um todo, pelo modo como a conhecemos hoje,
produziu um texto mais proximo do texto original de Euclides do que a versao
grega sobrevivente. “Heiberg, contudo, organizou uma consideravel quantidade de
evidéncias contra a posicdo de Klamroth e claramente confirmou a superior
confiabilidade da tradicdo grega” (Murdoch, idem, p. 349). Neste ponto, é
importante destacar um trabalho recente mostrando que Klamroth estava certo, ao
contréario de Heiberg e que a versdo dos Elementos de Euclides por Heath, lancada
em 1908 e aceita no meio académico, tem como base o texto de Heiberg (Knorr,
2001; Murdoch, idem, p. 349). Isso mostra que o processo de transmissdao dos
Elementos ainda estd em pauta gerando conhecimentos novos. Nesse sentido,
Schubring (2003) se refere a atuagdo dos drabes apds a antiguidade que, embora
negligenciada, tem o mérito da preservacdo e disseminacdo do texto e que
manuscritos bizantinos apresentam versdes mais antigas e completas que
embasam as leituras criticas atuais dos Elementos (p. 33). E partes do Livro XII,
dos Elementos, de tradi¢do drabe sdo mais corretas que as de tradicdo bizantina
(Knorr, 1996, cf. Schubring, idem).

Em seu relato sobre as versdes em darabe, al-Nadim menciona Dimashqi,
cerca de 908-932, que traduziu partes dos Elementos e também o comentério de
Pappus sobre o Livro X, mas apenas este ultimo chegou até ndés. Ha ainda o
trabalho de Nazif que, por volta de 900, traduziu nao s6 o Livro X considerando
ndo s6 as varias adi¢des e modificacdes do texto grego mas também o comentario
de Pappus; este dltimo sobrevive até hoje. Embora al-Nadim ndo registre, houve
tradugdes por Qusta ibn Luqa, de espurios, ou seja, de versdes falsificadas que
constituiram os livros XIV e XV dos Elementos, os quais ndo provém de Euclides.

No mundo arabe, além de versdes, o trabalho relativo aos Elementos de

Euclides requer aten¢do para com outras formas de tratar o texto, como sumarios,
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atualizagdes e correcdes. O sumdrio mais conhecido é o que consta, como o
verbete geometria, na enciclopédia de filosofia de Ibn Sina ou Avicenna.

No periodo medieval temos também a fase grego-latina, em que versoes
para o latim sdo feitas a partir de originais em grego. No mundo latino a primeira
referéncia a Euclides aparece em Cicero, 106-42 a.C., ndo sendo provavel ter
havido tradugdo ou estudo da geometria entre os romanos nessa época. Cicero diz
que a geometria foi tratada pelos gregos de modo brilhante como nunca antes, e
que entre os romanos ela se limitou apenas a aplicacdes em medidas e cdlculos.
Uma segunda referéncia estd em Boécio, cerca de 475-524, autor citado por
Cassiodoro e a quem se atribuiu a tradug@o dos Livros XII-XIII dos Elementos,
conforme consta no palimpsesto descoberto em 1500, em uma biblioteca de
Verona. Reunindo os trabalhos atribuidos a Boécio resulta a versao de quase todas
as defini¢odes, postulados e axiomas dos Livros 1-V dos Elementos; os enunciados
de quase todas as proposi¢des dos Livros I-IV, e as provas das proposicoes 1-3 do
Livro L.

Sabe-se que houve trechos de Boécio misturados em, pelo menos, duas
versdes drabes dos Elementos. Uma delas, cerca de 1200, foi compilada por um
especialista alemao com notdvel ganho matemético, considerando o documento
original, e a outra consta em quatro manuscritos, trés deles do século XII. Ha,
ainda, mais duas versdes latinas com fragmentos dos Elementos a partir do grego,
em manuscritos do século X ainda existentes em Munique.

Finalizando o periodo medieval de transmissdo dos Elementos, destaca-se a
fase das versdes latinas feitas a partir de originais em arabe. Gerard de Cremona
(1114-1187), reconhecido como o tradutor mais competente dos trabalhos arabes,
se baseou no trabalho de Ishag-Thabit. Em 1901, um manuscrito dos Elementos
identificado como trabalho original de Cremona passou a ser base para o estudo
dos textos de tradicdo grega que os drabes preservaram. Cremona também
contribuiu para a literatura de Euclides em latim ao traduzir os comentérios de al-
Nayrizi sobre os Elementos e os de Muhammad al-Baqi sobre o Livro X, além dos
comentdrios de Pappus também sobre o Livro X.

Contudo, a mais importante versao latina dessa fase, foi a do inglés Adelard,
1100. Ela aparece em trés edi¢des diferentes e serve a numerosas redacdes e
revisdes posteriores. Murdoch (1956) destaca, como caracteristica importante em

Adelard, os comentdrios fornecerem dire¢des relevantes que se poderia tomar ao
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desenvolver uma prova. Por exemplo, qual proposi¢do, definicio ou axioma se
emprega, ou se a prova € direta ou indireta, ressaltando que frequentemente se
enfatiza a construcdo utilizada e ndo caracteristicas da prépria prova. Tais
reflexdes tendem a tomar a prova levando em conta aspectos externos a
matemadtica, com o objetivo de dar um tom mais diddtico a obra de Euclides
(idem, p. 446-447).

E importante a versio dos Elementos preparada por Campano de Novara,
cerca de 1259 (idem, 447). Campano fez adicdes, relacionou os Elementos com a
producdo do seu tempo, o século XIII, incluindo material da Aritmética de
Jordano de Nemore. E bem divulgado o modelo mecinico incorreto que ele
propde para explicar a defini¢do 4, do Livro V, afetando a interpretacdo do texto
genuino. As trés versdes de Adelard e a de Campano foram fontes para vdrias
versdes dos Elementos e, num quadro geral, influenciaram as produc¢des da idade
média. Murdoch (1956) destaca como a grande caracteristica dessa fase estar o
trabalho com as proposicdes, acréscimos e omissdes, direcionado a refletir sobre o
modelo euclidiano de prova, deixando transparecer preocupagdes didaticas,

A tradicdo adelardiana forneceu, dessa forma, um Euclides escolar que
admiravelmente enquadrou os interesses da escoldstica dentro e além do limites da
matematica medieval. (idem, p. 447)

No Renascimento e na Idade Moderna a transmissdo de Euclides foi
determinada principalmente por algumas producdes como descrito a seguir. A
primeira edicdo impressa do texto medieval de Campano em Veneza, 1482, e as
muitas outras impressdes em lugares e datas variados, durante os cem anos
seguintes; a versao latina a partir do grego, feita por Zamberti em 1505; a primeira
edicao do texto grego, por Simon Gryaneus, Basel, 1533; e a versdo do grego para
o latim, feita por Commandino em 1572. As produgdes que resultaram desses
trabalhos mostram o efeito que elas tiveram sobre as demais traducdes e versoes,
seja em latim ou no verndculo (idem, p. 448).

O trabalho de Campano, publicado na enciclopédia de Georgius Valla,
1499, exceto os fragmentos de Boécio, ndo foi tao influente como o de Zamberti.
Este publicou pela primeira vez, em latim, um texto completo dos Elementos com
base em Theon. Ele considerava que o trabalho com o texto grego o habilitou a
acrescentar partes esquecidas, a organizar € propor novas provas € que assim

refazia o trabalho de Campano, no qual identificava muitos barbarismos. Com
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isso, uma querela se estabeleceu, de modo que ataques vindos de Zamberti
geravam uma reposta dos seguidores de Campano. A mais notavel destas, foi a de
Luca Pacioli, 1509, que afirmava ter liviado Campano dos erros dos copistas.

A edi¢do completa dos Elementos de Simon Gryaneus, com base em
manuscritos gregos, também incluiu os comentédrios de Proclo. A maioria das
outras edi¢Oes renascentistas de tradicdo grega € incompleta. Entre elas destaca-se
a de Conrad Dasypodius (1532-1600), cuja intencdo foi escrever um texto
didatico. Assim, ele acreditou ser adequado dar apenas os enunciados dos Livros
[I-XTII seguidos do texto completo dos Livros I-II, em grego e em latim. Murdoch
(1956) destaca,

A intengdo pedagdgica da sua publicagdo € também vista pelo fato de que, a
despeito da grande exclusdo de material genuino de Euclides, ele julgou adequado
incluir o texto de uma versdo aritmética mais compreensivel do Livro II, composta
em 1350 por Barlaam. (idem, p. 449)

Anteriores a Commandino, os textos de Simon Gryaneus e Zamberti
forneceram material para a fase renascentista dos Elementos. Em Paris, 1536,
surge a edicdo em latim de Oronce Finé baseada em Zamberti. Mas seu
compatriota Jacques Peletier du Mans seguiu mais as edi¢cdes drabes de Campano,
em latim. Também o francés Candalla, 1566, lancou os quinze livros dos
Elementos em latim. Logo depois disso, Johannes Buteo publica um apéndice que
revé erros nas edi¢des dos Elementos feitas por Campano, Zamberti, Oronce e
Peletier. Segundo ele, os dois ultimos autores tomaram maior liberdade com
omissdes ou acréscimos e a melhor versdo surge com Campano.

O impacto do trabalho de Campano e Zamberti se apresentou também nas
edicoes vernaculares dos Elementos. A mais antiga delas, a de Tartaglia, lancada
em Veneza em 1543, d4 maior peso a Campano. Na Franga, 1564, surge o
trabalho de Etienne Forcatel e, na Alemanha, o de Scheubel, 1558, ¢ o de
Holtzmann, 1562. Nas edicdes inglesas dos Elementos, uma primeira intervengao
¢ feita por Recorde, 1551, que toma a geometria com objetivos praticos,
reescrevendo as proposicoes dos livros I-IV.

Em 1572, Commandino, considerado o mais competente editor
renascentistas dos Elementos, estabelece sua versiao latina. Murdoch (1956) diz
que, pela primeira vez, “nds temos uma versao (nio importa em que idioma) dos
Elementos que esta fortemente baseada em um aceitdvel e critico original grego”

(idem, p. 450). Ainda acrescenta que Commandino, embora consciente dos
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esforcos de seus predecessores, ndo deixou duvida sobre as vantagens de
estabelecer um texto seguindo atentamente a tradi¢do grega, e que a importancia
do trabalho de Commandino € decisiva para a subsequente histéria moderna dos
Elementos (idem). A obra de Commandino embasou a maioria das produgdes
durante séculos, até a descoberta de Peyard nos anos 1800. Versdes em latim
como a de Henry Briggs, 1620, a de Gregory, 1703, texto modelo até o inicio do
século XIX, e a de Simson Gryaneus, editada também em inglés em 1756, seguem
a tradicio de Commandino. Também houve publicagdes vernaculares dos
Elementos que seguiram esse autor.

O século XVI vé os Elementos gerando comentdrios importantes e
sedimentando o género livro escolar. Clavius (1537-1662) trata dos quinze livros
de Euclides, tendo por base o trabalho de Campano, Zamberti e Commandino,
apresentando comentérios proprios e compilacdes, valiosos para a histéria dessa
obra. Entre os séculos XVI e XVIII a maioria dos comentdrios refere-se a livros
especificos ou a partes dos Elementos. Na linha de Buteo, como visto antes, surge
uma quantidade considerdvel de trabalhos, Benedetti langa em Veneza, em 1553,
o livro Resolugdo de todos os problemas de Euclides... contanto que seja dada
uma abertura do compasso. Mas, nesse contexto, Petrus Ramus se destaca. E um
autor que preconizou e fez escola na critica a estrutura dos Elementos, aos seus
principios e a ordem das suas proposi¢des, com o lancamento do livro O Ensino
da Matemdtica, publicado em 1559, Frankfurt. Para Murdoch (1956) essa obra foi
uma extensao sofisticada das criticas medievais relativas a légica dos Elementos
(idem, p. 452), seguindo a tendéncia cada vez mais acentuada de adequar Euclides
a0 ensino.

Em um plano mais especifico, na transmissdao dos Elementos surgem
comentdrios sobre o Livro V e, particularmente, sobre a defini¢cdo eudoxiana de
igualdade de razdes. Comecando com Giambattista Politi, 1529, e Eleia Vineto,
1575, a questdo também foi abordada por Galileo. Dois trabalhos retinem
comentdrios sobre aspectos particulares dos Elementos no inicio da fase moderna.
O primeiro, de Henry Savile, 1621, de modo ainda valido hoje, cobre as primeiras
oito proposi¢des do Livro I, discutindo dificuldades relativas aos principios, as
defini¢des e aos postulados nelas implicitos. O segundo, de Girolamo Saccheri,
1733, é a famosa tentativa de provar o postulado das paralelas que inclui seu nome

na histéria das geometrias nao-euclidianas.
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O segmento final da fase moderna dos Elementos € o da tradi¢dao dos livros
escolares. Produgdes, tanto em latim quanto no verndculo, a partir do
Renascimento cada vez mais vdo se sedimentando e remontam, em Seus
primérdios, ao trabalho medieval dos drabes. Murdoch (1956) cita dois autores,
André Tacquet (1612-1660), que escreve um compéndio incluindo coroldrios e
escolios, com fins pedagdgicos e Isaac Barrow (1620-1677) que, ao contrério,
para escrever os quinze livros dos Elementos de modo sucinto, apropria-se do
simbolismo de William Oughtred (1574-1660) (idem, p. 451).

O préximo estagio na tradi¢do dos livros escolares pertence ao século XIX e
se caracteriza pela producdo de material em grande quantidade e muito
diversificado. Nos anos 1800 surge a filologia classica. Sem o objetivo de tornar
Euclides adequado aos liceus e gindsios dessa época, continuam os esfor¢os por
estabelecer de forma segura e critica o texto dos Elementos. Trabalho que cada
vez mais envolve especialistas como historiadores, arquedlogos e ndo apenas
matematicos. Conforme Murdoch (1956) existe muito material sobre a
transmissdo dos Elementos ainda nao estudado (p. 452). Atualmente a traducdo
inglesa por Thomas Heath, lancada em 1908, tornou-se consagrada no meio
académico. Heath teve como base principal o texto estabelecido por Heiberg a
partir da tradi¢do grega teonina quando escreveu o seu Euclides: os treze livros

dos Elementos.

2.4 Criticas aos Elementos de Euclides conforme Ramus, Arnauld e
Legendre

O desenvolvimento da matematica nos séculos XVI e XVII estd ligado a
reintroducdo de textos gregos cldssicos, fomentada pelo humanismo, quando a
nova tecnologia da imprensa dd inicio ao processo de impressdo de obras
cléssicas, até entdo compiladas manualmente. Entre muitas obras e em posicao de
grande importancia para a historia da educacio e, em particular, para a historia da
educagcdo matemadtica, estdo os Elementos de Euclides, que significou por séculos
o conhecimento matematico tedrico que era ensinado nas primeiras universidades.
A partir do Renascimento, os Elementos de Euclides passam a ser criticados, tanto
por questdes especificas dos conteudos matematicos como por questdes didaticas.

Desencadeia-se, nessa época, uma demanda por publicar livros-texto de
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matemadtica resultantes de releituras dos Elementos. Inicialmente, as obras ainda
marcadas pela tradicdo euclidiana se intitulam elementos de geometria, mas de
modo crescente o desenvolvimento da aritmética e da dlgebra vao fornecendo
opg¢oes a abordagem padrdo dos contetudos, até que surge em sua versao moderna
o livro de matematica.

Com o francés Ramus surge o Scholarum Mathematicarum, 1569, primeiro
livro impresso em que um autor ataca 0 modo como os assuntos sao organizados
nos Elementos de Euclides. Ramus faz escola e entre seus seguidores serdo
focalizados Arnauld, 1667 e Legendre, edicdo original de 1794 e uma edi¢do de

Blanchet, 1886.

2.4.1 A critica aos Elementos de Euclides conforme Ramus

O préprio nome de um dos livros de Ramus, O Ensino da Matemadtica,
anuncia o caso particular de abordagem dos conteidos matemadticos. “Uma das
principais realiza¢cdes de Ramus foi sua critica aos Elementos de Euclides: ndo
somente das proposicoes em particular ou da exatiddo ou do rigor de certas
demonstragdes, mas muito mais fundamentalmente da sua metodologia”
(Schubring, 2003, p. 46).

O francés Pierre de La Ramée, que latinizou seu nome para Petrus Ramus,
foi um fil6sofo, professor e matemético que viveu no periodo 1515-1572.

Lefranc (1970) nos diz,

A entrada em cena de um dos mais ilustres e mais destemidos combatentes do
século XVI ndo ia mais tardar a atrair de uma maneira vivida e durdvel, a atencdo
do mundo sdbio no colégio dos professores reais: nds vamos falar da nomeagao do
célebre Ramus, em 1551, na qualidade de professor de eloquéncia e filosofia. (p.
204-205)

A cadeira de professor em Presles lhe serviu de oportunidade para
experiéncias pedagdgicas, em aulas que eram muito concorridas. Em 1557, ele
integra a comissdo encarregada da reforma geral dos estudos nos colégios da
universidade. Por volta de 1559, abandona por uns tempos o campo da légica e da
eloquéncia para se dedicar ao ensino da matemdtica na universidade de Paris.
Forcatel, que foi seu aluno, ensinava aritmética e geometria em lingua materna em

nivel colegial.
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Por sua atuacdo como professor e como um inovador na organizacdo do
ensino, Ramus esteve em luta com vdrios adversdrios, “ndo € preciso dissimular, é
no fundo o ardor reformador de Ramus nas questdes dos programas e da
organizacdo do ensino que estd a causa primeira de todas as inimizades” (idem, p.
208).

No capitulo III da obra Schcolarum Mathematicarum, 1569, ou Livro I,
como era usado na época, Ramus trata da obscuridade da matemética e assume
que os Elementos de Euclides geraram essa situacdo. Ele afirma que nada tao
obscuro foi escrito pela mao humana, como os livros dos Elementos € que quem
se da ao trabalho de estudar e aprender os elementos da matematica seriamente, se
ocupa com a disciplina e com o aluno (Ramus, 1569, p. 75).

E notével aqui o posicionamento diditico de Ramus. Ele se preocupa com a
matemadtica enquanto um assunto que deve ser ensinado e para isso € preciso que,
antes, se pense no aluno e no contetido. Segundo Ramus, existiria uma ordem
mais natural para aprender e ensinar matemadtica. Isso o leva a criticar, sob o
aspecto metodolégico, o modelo aristotélico presente nos Elementos de Euclides.

Para Ramus, a matematica € transmitida nos textos dos Elementos de tal
forma que apenas o rigor lhe da sustentacdo, e isso ele considerava um método
pobre. Nada havia, ali, que fornecesse qualquer indicacdo sobre como se chegou
aos resultados, o que nao favorecia qualquer a¢ao independente do aprendiz. E um
modo mais claro de reescrever o texto de Euclides seria abordar os contetdos de
outra maneira, fazendo uso da aritmética e da édlgebra, além da reordenacdo dos
conteudos.

Como ja visto antes, a matemdtica grega ndo tratou teoricamente as
operacdes aritméticas e nem dispunha de qualquer simbolismo com que pudesse
operar. A matemdtica grega tratou de propriedades de vdrias figuras geométricas
ou do conjunto dos nimeros inteiros positivos, com o uso do método sintético e,
no renascimento, Ramus tem um papel decisivo no desencadeamento do trabalho
de reescrita das demonstragdes euclidianas. Nessa época, a dlgebra era chamada
de “arte analitica” e os matemdticos investigavam esse procedimento
metodolégico. Foi Ramus quem sugeriu que a raiz do método analitico estaria na
algebra (Mahoney, 1969, p.4). A atuacdo de Ramus nesse sentido é conferida por

Schubring (2003),
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Na opinido de Ramus, os Elementos ndao eram, como tradicionalmente julgados, o
modelo primordial para o raciocinio rigoroso e para a dedugdo légica, mas antes
revelavam uma falta de ordem natural, metddica. Ramus consequentemente, por
um lado desenvolveu regras para o pensamento metddico, e por outro lado propds
uma ordem e uma arquitetura inteiramente diferentes para a matemadtica: ela
deveria comecar com o geral, e o geral, era, no entendimento de Ramus, ndo a
geometria, e sim a aritmética. Além disso, a aritmética e a geometria deveriam ser
tratadas primeiro separadamente, e s6 depois combinadas. Portanto, Ramus parece
ter sido o primeiro humanista a refletir sobre os métodos e a estrutura dos livros-
texto. (idem, p. 47-48)

Segundo Ong (2004) a palavra método sofre um deslocamento de uso e de
significado em Ramus. O uso corrente desse termo se referia a Aristoteles,
correspondendo ao raciocinio 16gico, investigacao sistematica ligada ao campo da
filosofia. A partir do século XVI sdo publicados vérios livros e “eles sdo
interessantes porque associam em seus titulos o conceito de método com
linguagem, em vez de com ciéncia ou pensamento abstrato (...) (p. 231). E nesse
contexto de ruptura que Ramus atua de modo decisivo. Com ele a palavra método
se desloca para o campo do pedagdgico, significando que qualquer area requer
procedimentos que tornem os conteudos inteligiveis. A entrada da aritmética junto
com os procedimentos algébricos nos textos matemadticos € uma proposta
metodoldgica inovadora, nesse sentido, por priorizar o procedimento analitico no
campo da matemadtica, propondo partir do geral para as partes constituintes do
problema. Esse seria o método mais adequado ao ensino.

As idéias de Ramus sustentam novos desenvolvimentos que cada vez mais
rompem com o modelo geométrico sintético euclidiano, estabelecendo a
aritmética e a dlgebra como uma alternativa promissora. Descartes, um herdeiro
dessa escola, concordava com seus contemporaneos ao admitir que a geometria é
o estudo das grandezas. No entanto, ele mostrou como as grandezas podem ser
manipuladas geometricamente e o resultado pode ser descrito algebricamente
(Fauvel, 1987; Barbin, 1996).

O trabalho de Ramus € importante para a criagdo do campo didatico porque
trata os conteiudos matematicos como um assunto de ensino, enfatizando ser
preciso considerar o contetdo e o aluno, concebendo também um modelo de livro
adequado a esse fim. Ao criticar os Elementos ele esta propondo um livro-texto

alternativo para fins didaticos.
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Como ja visto, os trés autores a seguir, Arnauld, Legendre e Wolff sdo
herdeiros do ramismo e assim tem continuidade a discussiao de como Euclides foi

sendo revisitado.

2.4.2 A critica aos Elementos de Euclides conforme Arnauld

Arnauld viveu no periodo 1612-1694 e, conforme Piclin (1984), “Antoine
Arnauld, te6logo, doutor pela Sorbonne, € um dos melhores testemunhos que se
pode achar da atividade intelectual e s6cio-politica no curso do século XVII” (p.
148). Sua obra é vasta e também o seu campo de atuagdo. Filésofo, tedlogo,
matematico, professor, autor de livro didatico, ele dialoga com Descartes, com
Leibniz e outros pensadores do seu tempo, e enquanto te6logo se ocupa da defesa
dos principios cristdos. Junto com P. Nicole, foi autor das Ldgica ou A arte de
pensar, obra chave no conjunto das grandes produgdes intelectuais de entdo. Em
1667, Arnauld edita anonimamente pela primeira vez o seu livro Novos Elementos
de Geometria. Conforme Schubring (2003) esse € “o protétipo de um livro-texto
moderno” (idem, p. 49). O ponto chave dessa obra, é que o autor ndo somente faz
uma critica aos Elementos de Euclides, mas escreve um livro com ‘“uma outra
ordem totalmente nova”, como consta da capa de um exemplar de 1683. Com
isso, Arnauld realiza o que Ramus havia proposto ainda no século XVI, dando
continuidade e sedimentando um pensamento novo sobre a matemadtica e, em
particular, sobre a demonstracdo matematica, quando defende o uso de uma ordem
natural para os conteidos. A folha de rosto dos Novos Elementos de Geometria,

anuncia,

NOVOS ELEMENTOS DE GEOMETRIA contendo uma outra ordem totalmente
nova, € novas demonstragdes das Proposicdes mais comuns, de novos meios de
fazer ver quais Linhas sdo incomensurdveis. De novas medidas de Angulos, que
nem se tinha ainda percebido. E de novas maneiras de achar e de demonstrar a
propor¢ao de Linhas.

SEGUNDA EDICAO, onde hd um Tratado totalmente novo das Proporgdes, e
muitas outras mudangas consideraveis.

Entre essas palavras algumas sdo especialmente significativas: ordem e
incomensuraveis. Ordem, porque o que ha de novo e se construiu em
contraposicdo a FEuclides, é o germem do discurso metodoldgico e,
incomensuravel, porque também gerando divergéncias com Euclides, é o germem

da entrada, no livro-texto, de conteidos mateméticos novos, modernos, por meio
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do debate centrado fundamentalmente na prioridade da aritmética e da algebra
sobre a geometria, ou da prioridade do método analitico sobre o método sintético’.
A nova ordem se correlaciona diretamente com a entrada de novos contetidos no
livro de geometria e constitui um processo que desemboca na producdo de livros
que serdo finalmente nomeados como elementos de matemdtica, onde os
contetidos passam a ser abordados aritmética e algebricamente.

Dessa forma, a demonstracdo geométrica conforme o modelo cléssico
textualizado nos Elementos de Euclides, e que se caracteriza pela geometrizagao
das grandezas, ou método sintético, d4 lugar a novas possibilidades, ou seja, o
tratamento aritmético-algébrico das grandezas. A figura passa a dar lugar aos
simbolos algébricos e veremos que esse ¢ um dos destaques que Arnauld faz,
significando que o contetido do texto demonstrativo vai mudar porque enquanto a
demonstracdo euclidiana se ocupa com a constru¢do ou observacdo de figuras
geométricas, envolvendo objetos matemdticos como linhas, tridngulos,
comprimentos, areas, diagonal, etc., e com relacdes entre grandezas geométricas,
o novo modelo de demonstragdo utiliza letras e simbolos e se ocupa com
identidades e relagdes genéricas, ndo se atendo a nenhuma grandeza especifica.
Dai advém a justificativa da prioridade da dlgebra e do método analitico sobre a
geometria de entdo — o seu maior poder de generalidade.

Arnauld ressalta a importancia das proposicdes fundamentais que embasam
as provas de um certo assunto. Assim, a questdao da ordem implica em estabelecer
como que familias de proposicdes que se organizam segundo o grau de
generalidade que possuem e segundo conteudos especificos aos quais elas se
aplicam, o que nao ocorre nos Elementos.

No prefacio do livro Novos Elementos de Geometria, inicialmente Arnauld
focaliza a utilidade da demonstragdo geométrica. Segue com especificidades das
ciéncias humanas e da ciéncia matemdtica quando trata da necessdria
diferenciacdo entre as matérias ao admitir diferentes graus de prova. O modo
como ele constréi essa linha de pensamento revela um processo interativo entre a
demonstracdo matemadtica, as ciéncias humanas e a religido, conforme o
comentério de Piclin sobre um dos livros importantes de Arnauld, *“ ‘a l6gica ou a

arte de pensar’ é um belo esfor¢o para estabelecer um método suscetivel de ser

5 Uma leitura sobre esse assunto encontra-se em Schubring, 2005.
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utilizado simultanemente pela ciéncia, a filosofia, a teologia” (p. 150).
Finalmente, ele apresenta a critica a Euclides, fazendo assim a defesa das suas
inovacoes.

Ao ler o texto de Arnauld deve-se ter em mente o idedrio daquela época, a
busca por uma ciéncia geral que abarcasse todos os campos do conhecimento.
Arnauld defende que a geometria contribui positivamente na formagdo de pessoas
“justas”, pois o exercicio do raciocinio l6gico da acesso a que se pense com
clareza, evitando, assim, o engano. E também, por esse motivo, uma via para se
alcancar a salvacdo da alma. Nos dois casos, essa drea da matemdtica liga-se a um
exercicio de disciplina. A disciplina do corpo, uma vez que a geometria “nio tem
absolutamente nada que possa favorecer por pouco que seja a inclinagdo da Alma
para os sentidos” (p.7)°. E também um exercicio de disciplina intelectual, pois
requer acostumar a mente a regras de raciocinio bem especificas, ensinando a
impedir os pensamentos enganosos, j que nao basta

reconhecer e ndo se deixar enganar pelas maximas demasiadas obscuras e incertas,
que servem de principios aos falsos raciocinios dos quais os Homens estdo
totalmente ocupados. Pois, se se toma cuidado, o que nos lanca ordinariamente no
erro e nos faz tomar o falso pelo verdadeiro, ndo é ainda a falta de ligacdo das
consequéncias com os principios, que consiste no que se chama a forma dos
argumentos. (p. 8)

E, para pensar de modo claro, evitando a obscuridade, € preciso estar atento
ao fato de que a principal causa de erros nas demonstracdes nao estd na sele¢do
dos principios, das proposi¢des implicadas em um encadeamento 16gico, mas na
propria obscuridade dos principios que devem ser utilizados.

pois é mesmo a obscuridade dos principios, que ndo sendo exatamente verdadeiros
e ndo sendo também evidentemente falsos, apresentam ao Espirito uma luz
confusa, onde a verdade e a falsidade estdo misturadas, o que causa em vdrias
pessoas uma espécie de ofuscacdo que lhes faz aprovar os principios sem os
examinar por mais tempo.” (p. 8).

O modo como a légica permite evitar a obscuridade dos principios €
definindo os termos duvidosos, estabelecendo assim principios claros e certos. Por
esse motivo, consta no final do livro o item Glossdrio. Isso ainda nado € suficiente
pois a pessoa se engana na préopria no¢do de evidéncia, e também porque quem
sabe essas regras nem sempre as pratica. Contudo, a geometria se aplica para

sanar os efeitos dessas faltas,
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Porque de um lado, ao fornecer os principios verdadeiramente claros, ela nos d4 o
modelo da clareza e da evidéncia para discernir aqueles que os t€ém dos que nao; e
de outro, como ela ndo dispensa jamais a observacdo dessas duas regras, ela
acostuma o Espirito a praticd-las e a sempre estar atento contra os equivocos das
palavras e contra os principios confusos que sdo as duas fontes mais comuns dos
maus raciocinios. (p. 8)

O préprio exercicio do bom raciocinio 16gico pode levar a um erro mais
considerdvel, que € o de admitir unicamente esse modo de raciocinar. E nessa
linha de argumento, propde a necessdria distingdo entre matefias, correlacionando
a evidéncia do tipo 16gico-geométrica as ciéncias matemadticas e a evidéncia que

advém das situagdes as ci€ncias humanas. Assim,

esse costume de rejeitar tudo o que ndo € inteiramente claro pode engajar em uma
falta mais considerdvel, que é a de querer praticar essa exatiddo em todo tipo de
matéria e de contradizer tudo o que ndo é proposto com a evidéncia Geométrica.
Entretanto, hd uma infinidade de coisas que ndo se deve julgar dessa maneira e que
ndo podem ser reduzidas a demonstra¢des metddicas. (p. 8)

Essa formulacdo é compativel com a linha de pensamento de Wolff em suas
Aula sucinta sobre a arte de ensinar matemdtica, lancado em 1710, como
veremos adiante na secdo 1.5. O pensamento dessa época especula sobre modos
diferenciados de se conhecer, discutindo, propondo modelos metodoldgicos

diferenciados. Considerando as ciéncias humanas, isso se justifica,

E arazdo € que elas nao dependem de um certo nimero de principios ordindrios e
certos, como as verdades Matemdticas, mas de um grande nimero de provas e de
circunstancias; € preciso que o Espirito veja tudo de uma vez e isso nido sendo
convincentes separadamente, elas ndo deixam de persuadir com a razdo quando sao
reunidas e relacionadas em conjunto. A maior parte das matérias morais e humanas
se incluem nesse caso.

Entdo € um grande defeito ndo fazer a distin¢do entre as matérias; exigir para tudo
essa série metddica de proposi¢des que se vé na Geometria. Sobretudo, arrumar
dificuldade e crer haver o direito de se rejeitar absolutamente um principio, quando
se julga que ele pode admitir alguma excec¢do em algum caso. (p. 8)

Segundo Arnauld, o valor de prova de um principio depende do caso a que
ele se aplica, resultando a necessidade de se considerar a distincdo entre as
matérias, o que nem sempre ¢ feito e constituiria portanto um erro frequente.

Mas se essa falta € bastante comum em alguns Gedmetras, ela ndo nasce todavia da
propria Geometria. Essa Ciéncia sendo totalmente verificavel, ndo pode autorizar
um encaminhamento que esteja fundado apenas sobre os principios do erro. Porque
ndo é verdade que um principio ndo prove absolutamente nada; e que nio provando

® O nidmero das pdginas foram dados por mim porque, no original, o preficio ndo é
paginado.
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em si, ele ndo prove estando reunido com outros. H4 diferentes graus de prova. (p.

9)

Com respeito aos diferentes graus de prova, um permite concluir a certeza e
o outro a aparéncia. O primeiro, o caso das demonstracdes da geometria, resulta
da aplicacdo de principios claros e o segundo, resulta das provas que se reinem
para se chegar a uma certeza nas matérias ditas humanas ou morais. Esses seriam
os diferentes graus de prova.

H4 aqueles dos quais se pode concluir a certeza e outros dos quais se conclui a
aparéncia. E das vdrias aparéncias reunidas em conjunto se conclui algumas vezes
uma certeza a qual os Espiritos racionais devem se render. Nao é absolutamente
certo que se deve ver o Sol apenas nos dias do Ano em que ele aparece, contudo eu
devo acreditar nisso, e eu seria ridiculo ao duvidar que isso seria impossivel
demonstrar. A Razdo ndo deve entdo pretender demonstrar Geometricamente as
coisas; mas ela pode provar Geometricamente que € tolice ndo crer nisso e é dessa
maneira que se pode servir da Geometria mesmo nesses tipos de matérias, para
fazer ver mais claramente a forca da verossimilhanga que nos deve fazer crer. (p. 9-
10)

A geometria seria ndo apenas util, mas também admiravel pelo seu poder de
generalizacdo. Por exemplo, o que se demonstra para uma linha vale para todas as
outras. Ninguém poderia crer nem pensar nesse poder do espirito (p. 7-8). Mas,
para o bom raciocinio, para se aprender a discernir, é preciso exercitar o
pensamento com uma ordem natural de pensar e uma grande dificuldade nesse
ponto foi gerada, justamente, pelos Elementos de Euclides que ensinam a pensar
de modo confuso, ou seja, desordenado.

Seria uma coisa bastante vantajosa acostumar a reduzir seus pensamentos a uma
ordem natural; esta ordem seria como uma luz que os esclareceria uns em relagdo
aos outros. Houve sempre alguma dificuldade nisso, porque os Elementos de
Euclides eram totalmente confusos e misturados, porque longe de poder dar ao
Espirito a idéia e o gosto da verdadeira ordem, eles apenas podiam, ao contrario,
acostumi-lo a desordem e a confusdo. (p. 13-14)

Mais importante que substituir demonstra¢des em Euclides por outras mais
claras, foi a visdo que ele teve com respeito a ordem, pois € prioritario “uma
maneira mais natural de dispor toda a geometria” (p. 14). Essa nova ordem
embasa também um modo compreensivel para o tratamento da geometria porque
permite achar proposicoes “fundamentais”,

Acrescento ainda que essa ordem ndo serve somente para facilitar a inteligéncia e
para aliviar a memoria, mas que ela permite achar os principios mais fecundos e as
demonstracdes mais claras (...) hd nesses novos elementos demonstracdes
totalmente novas que nascem, elas mesmas, dos principios que sdo estdveis e que
compreendem um nimero bem grande de novas proposigdes. ( p. 16)
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(...) ha alguns teoremas aos quais se tem dado o nome de Proposi¢do fundamental
porque todas as Proposi¢cdes de uma certa maneira dela dependem. (p. 19)

O autor adverte sobre a possivel dificuldade de alguns leitores com os
quatro primeiros livros, porque ele faz uso da dlgebra e o motivo para isso tem
como ponto central a incomensuralidade,

€ que tratando-se das Grandezas em geral, sendo que as letras compreendem todas
as espécies de quantidade, ndo se pode servir de figuras para ajudar a imaginacao.
Além do que se julgava ttil comegar com esse método que € mais fecundo e o mais
Geométrico. (p. 16-17)

Desse modo, a dlgebra sendo mais geral compreende todo o tipo de
grandeza, ndo apenas as grandezas geométricas conforme acontece nos Elementos
de Euclides, permitindo dispensar o uso de figuras. E, ainda, segundo Arnauld nao
seria preciso ter atengdo com o significado ao indicar as grandezas com o uso de
letras, pois se passa a investigar identidades e relacdes (Schubring, 2005, p. 51).
Uma vez mais vemos que a proposta alternativa ao modelo euclidiano de
geometrizacdo das grandezas implica a prioridade do método analitico sobre o
método sintético.

No final do prefacio, Arnauld apresenta um glossdrio reunindo verbetes
como axioma, defini¢do, teorema, entre outros, seguidos de algumas notas
explicativas em que o autor apresenta e explica novidades algébricas como, por
exemplo, a escrita 2 + 3 ou o sinal de igualdade, =. As notas explicativas atestam
um momento em que existe a necessidade de explicitar o significado de simbolos
que sdo totalmente correntes nos dias de hoje. Nesse sentido, um livro de 1634,
Cursus Mathematici de Hérigone, exemplifica que as notacdes entram no texto
demonstrativo provocando modificagdes. A capa do livro de Hérigone anuncia um
método novo, breve, claro, “que pode ser entendido facilmente sem o uso de
qualquer lingua”. Na secdo Ao Leitor, uma das partes pré-textuais do livro,
Hérigone diz que o melhor método para ensinar as ciéncias é aquele que alia
brevidade e facilidade e sendo assim, o uso da simbologia torna-se o mais
adequado. Em outra parte pré-textual do livro, Explicacdo das Notas, consta o
significado de uma série de sinais e de palavras abreviadas, ou a combinagao dos
dois. Hérigone alerta ser preciso conhecer as notas pois apenas elas sao usadas no
desenvolvimento das demonstragdes.

O glossdrio apresenta os seguintes termos (p. 19-20),
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DEFINICOES DE ALGUMAS palavras das quais se serve, nesses elementos, sem
as definir porque elas sao preferencialmente da l6gica que da Geometria.

AXIOMA. Chama-se, assim, uma proposicdo tdo clara que ela ndo precisa de
prova. Como, Que o todo € maior que sua parte. Veja a Logica IV. Part. Cap. VL.

POSTULADO. Serve-se dessa palavra quando se tem alguma coisa a fazer, a qual
¢ tdo fAcil que ndo se tem necessidade de prova para demonstrar que se fez o que se
quis fazer. Como, Descrever um Circulo em um intervalo dado.

DEFINICAO. O que se chama por esse nome em Geometria é a determinagio de
uma palavra que pode formar diversas idéias em uma idéia tdo clara e tao distinta,
que ela retorna sempre ao Espirito quando ele se serve dessa palavra. Como,
Chama-se Paralelogramo uma figura cujos lados opostos sdo paralelos. Veja a Arte
de pensar. 1. Part. Cap. XI.

TEOREMA. Chama-se assim uma proposi¢cdo da qual € preciso demonstrar a
verdade. Como, O quadrado da base de um Angulo reto ¢ igual ao quadrado dos
dois lados.

PROBLEMA. E também uma proposi¢io que se precisa demonstrar, mas na qual
se trata de fazer alguma coisa, e de provar que se fez o que se tinha proposto a
fazer. Como, Fazer passar por um ponto dado uma linha paralela a uma linha dada.

LEMA. E uma proposicdo que estd no lugar onde estd apenas para servir de prova a
outras que se seguem. Pode-se ver exemplos no comeco dos Livros VI. X. e XI.
COROLARIO. E uma proposi¢cio que é apenas uma continuacio de uma outra
precedente. Pode-se ver um grande nimero deles no Livro IX.

Mas, € preciso destacar que para melhor fazer ver a dependéncia que vdrias
proposi¢des tinham de uma s6 que era como o principio e o fundamento delas, é
preciso algumas vezes tomar como Coroldrio o que se podia colocar como
Teorema, se vocé quisesse. E pela mesma razao, hd alguns Teoremas aos quais se
tem dado o nome de Proposicdo fundamental, porque todas as Proposi¢des de um
certo assunto deles dependem. Pode-se ver dois exemplos nos Livros VI. VIILX.
XL (p. 19-21)

As notas explicativas tratam de notagdes e explicam o uso das operacdes

aritméticas e algébricas (p. 20-21),

Explicacao de algumas Notas.

Ainda que essas Notas sejam explicadas cada uma em seu lugar: todavia se
acreditou dever colocd-las aqui, a fim de melhor as fazer entender.

+ Mais; assim, 9 + 3 quer dizer, nove mais trés.

— Menos ; assim, /4 — 2 quer dizer, quatorze menos dois.

= sinal de igualdade ; assim, 9 + 3 = /4 — 2 quer dizer, nove mais trés € igual a
quatorze menos dois.

:: Esses quatro pontos entre dois termos na frente e dois termos atrds, destacam que
0s quatro termos sdo proporcionais ou Aritmeticamente, ou Geometricamente.
Assim, Aritmeticamente, 7.3::13:9. E Geometricamente, 6.2::12. 4.
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++ Esses mesmos quatro pontos com uma linha que os corta, destacam a
Proporc¢do continua. Assim, 3.9.27. quer dizer, 3 estd para 9 : como 9 estd para 27.
Duas letras reunidas, como bd, destacam algumas vezes uma Grandeza de duas
dimensdes, como um Plano em que o comprimento seja b e a largura d. Mas outras
vezes, 1sso € apenas uma linha em que as duas letras marcam as duas extremidades;
o que é fécil de discernir pelo assunto de que se trata. (p. 20-21)

O sumadrio, ou Tabela (p. 22-23), expde a distribuicdo dos contetidos dos
Novos Elementos de Geometria. Nesse sentido, em uma outra obra, A arte de
pensar, Arnauld apresenta algumas regras para a demonstracdo matemdtica e
também discorre sobre duas regras referentes aos procedimentos metodolégicos.
Ele afirma que as coisas devem ser tratadas, o quanto seja possivel, na ordem
natural, comecando das mais gerais para as mais simples, e que se deve dividir
cada género em todas as suas espécies, o todo em suas partes, cada dificuldade em
todos os seus casos (cf. Coolidge, 1950, p. 105). Observando as notas explicativas
e os trés primeiros Livros ou capitulos da obra de Arnauld, hda mudancas na
abordagem de conteddos que em Euclides foram tratados geometricamente. Como
as operacOes algébricas e aritméticas podem ser aplicadas a qualquer tipo de
grandeza, elas sao priorizadas no tratamento das grandezas e das proporc¢oes.

TABELA do que € tratado em cada Livro.

LIVRO PRIMEIRO. Das grandezas em geral e das quatro Operacdes, Somar,
Subtrair,Multiplicar, Dividir, sendo que elas podem se aplicar a todos os outros
tipos de grandezas. Pdgina 1

LIVRO II. Da Razao e Proporcao Geométricas. Pdgina 29

LIVRO III: Da Razdo e Propor¢do composta, onde se faz ver também como se
pode fazer com as Razdes as quatro opera¢des comuns, Somar, Subtrair,
Multiplicar, Dividir. Pdgina 72

LIVRO IV. Das grandezas comensurdveis € incomensurdveis. Pdgina 90

LIVRO V: Da extensdao. Da Linha reta e circular. Das retas perpendiculares e
obliquas. Pagina 145

LIVRO VI. Das Linhas paralelas. Pdgina 174

LIVRO VII. Das Linhas terminadas em uma circunferéncia; onde é falado do Seno
e da Proporcdo dos arcos de diversos Circulos com suas circunferéncias e do
paralelismos das Linhas circulares. Pagina 195

LIVRO VIIL Dos Angulos retilineos. P4gina 223

LIVRO IX. Dos Angulos que tém seu vértice fora do centro do Circulo, cujos arcos
ndo os deixam medir. Pdgina 245

LIVRO X: Das linhas proporcionais. Pdgina 282

LIVRO XI: Das linhas reciprocas. Pagina 306

LIVRO XII: Das figuras em geral, consideradas segundo seus angulos e seus lados.
Pé4gina 356

LIVRO XIII: Dos triangulos e quadrilateros considerados segundo seus lados e
seus angulos. Pagina 380

LIVRO XIV: Das Figuras planas consideradas segundo sua area; ou seja, segundo
a grandeza das superficies que elas contém. E primeiramente os Retdngulos. Pdgina
406
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LIVRO XV. Da medida da 4rea dos Paralelogramos, dos Tridngulos e outros
Poligonos. Pagina 437

SOLUCAO de um Problema de Aritmética chamado OS QUADRADOS
MAGICOS. Pégina 463 (p. 22-23)

Segundo Schubring (2005), o livro de Arnauld junto com o livro de Prestet
iniciam uma nova proposta de livro didético concebidos segundo a nova ordem, o
que significa mudancas nio s6 na geometria mas em toda a matematica (idem, p.
51). Essa tradicdo marca toda uma produgdo de livros-texto no ocidente, como o

livro de Legendre que chegou a ser usado como livro escolar no Brasil.

2.4.3 A critica aos Elementos de Euclides conforme Legendre

Adrien Marie Legendre publicou o seu Elemens de Géometrie, avec notes
em 1794, livro premiado no concurso de livros-texto para ado¢do em escolas
francesas. Lacroix e Delambre destacam a importancia dessa obra em um relatério
educacional: “O Sr. Legendre, em 1794, empreendeu fazer reviver entre nds o
gosto pelas demonstragdes rigorosas” (Delambre, 1810, cf. Schubring, 2003, p.
142). Essa volta significa um padrdo de texto distanciado daquele em que as
questdes praticas devem embasar o desenvolvimento dos assuntos da geometria,
como nos Elémens de Géométrie, de Clairaut, 1741.

Elementos é um tipo de livro que deve reunir assuntos importantes, mas de
um modo rigoroso. Para Legendre,

Acusa-se os elementos de geometria de serem poucos rigorosos (...) Ora os autores
supdem coisas que ndo estdo contidas nas defini¢des, ora estas defini¢cdes sdo
defeituosas nelas mesmas. Algumas vezes eles se contentam em invocar o
testemunho dos olhos, as vezes eles empregam principios que sido verdadeiros em
si mesmos, mas parecem ocasionar algumas negligéncias, donde o espirito ndo fica
satisfeito. (p. 5)

Dependendo do assunto, o método sintético ou o analitico pode ser o mais
apropriado, quando se considera um livro elementar de geometria destinado ao
ensino, diz Legendre. O rigor advém entdo dos fundamentos sélidos sobre os
quais devem estar estabelecidas as proposicdes. A atividade algébrica permite
combinar proposi¢des, trabalhar aplicacdes e consequéncias que dai se pode tirar
(p. 8). Legendre pondera a necessidade de abordar o assunto com rigor na hora de
escrever bons elementos, € a de ser sucinto com o uso dos procedimentos

modernos, quer dizer, algébricos,
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Para conseguir esse objetivo, ndo € necessdrio o receio de parecer longo e
minucioso. Contanto que se seja claro, exato, e que nao se diga nada de supérfluo,
o objetivo estd cumprido. E os alongamentos, se os hd, devem ser rejeitados pela
natureza das coisas, a menos que se sacrifique a maior vantagem da ciéncia, sua
exatiddo. Eu penso que o tipo de método de que se serviram os antigos € ainda o
que mais se aproxima da perfeicio e o que melhor convém as demonstragdes
geométricas. Os modernos acham esse método muito trabalhoso e o substituiram
pelos mais simples e mais rdpidos, mas € preciso reconhecer que eles também nao
s@o rigorosos nem satisfatorios. (p. 6)

Com isso, Legendre explica porque ele usa o método de Euclides e “aquele
do livro de Arquimedes, Da Esfera e do Cilindro” (p. 6), tentando, na medida do
possivel, abrandar o trabalho do leitor ao dar as demonstragdes toda clareza e
brevidade que o assunto comporta. Proposta de trabalho na qual se explicita que a
argumentacdo da necessidade de exatidio e de brevidade nas demonstragoes
geométricas, constituintes do discurso diddtico, implica também no
desenvolvimento e na selecdo do conteido matematico. Nesse sentido, o préprio
Legendre diz ainda que seu livro é resultado do trabalho docente, “ocupado com o
ensino das ciéncias, eu tenho tido ocasido, ji& hd longo tempo, de destacar
imperfeicOes que se encontram em algumas obras elementares mais conhecidas;
pouco a pouco eu reuni materiais para aperfeicoar os elementos” (p. 6).

Os Elementos de Geometria de Legendre foi o primeiro livro de matemaética
impresso no Rio de Janeiro, em 1809, pela Regia Officina Typografica que se
instalou junto com a corte de D. Jodao VI na entdo colonia portuguesa. Legendre
teve vdrias edi¢des no Brasil ao longo do século XIX, inclusive a tradugdo para o
portugués por Manoel Ferreira de Aradjo Guimardes. Uma edi¢do do livro de
Legendre, feita por Blanchet, tem o texto original alterado. Com isso, foi possivel
comparar dois textos de uma mesma demonstragdo do Livro II, visando explorar
com um exemplo histérico o alcance da critica aos Elementos de Euclides e seu
impacto sobre os contetidos matematico e modos de aborda-los.

Explorar o texto de uma mesma proposi¢do nas duas edi¢des do livro de
Legendre, a original e a modificada por Blanchet, exigiu recorrer ao trabalho de
Schubring, especialista em estudos da correlacdo entre desenvolvimento de
contetddos e desenvolvimento do livro didatico na area da matematica, € com
pesquisas especificas sobre Legendre.

Exemplificando, Schubring (2004), destaca que, para provar a
proporcionalidade entre os angulos internos ao circulo e os arcos de circulo

determinados por eles, o texto original de Legendre apresenta dois casos, a
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Proposi¢do X VI, referente ao caso comensuravel e a Proposicdo XVII, tratando do
caso incomensuravel. Ao contrario, Blanchet os concentrou em um tunico caso, a
Proposi¢do XVIII. Além disso, o desenvolvimento das demonstragdes nas duas
obras € distinto. O método de prova usado no texto original é a reducdo ao
absurdo, enquanto no texto alterado a prova é por aproximagdes sucessivas,
“embora esse método pertenca a matemadtica elevada” (Blanchet, 1845, II; cf.
Schubring, idem, p. 270). Como Blanchet censurava “imperfeicoes e algumas
lacunas” no trabalho de Legendre, ele achava suas intervengdes legitimas (idem).

O texto das duas demonstragdes estd disposto em duas colunas, incluindo

alguns comentdrios feitos por mim, em um tipo de letra diferenciado.

Elementos de Geometria, com notas,
por A. M. Legendre
12" edigdo, 1823, Paris

Proposicao XVI, Livro II, p. 44-46

TEOREMA

Em um mesmo circulo ou em circulos
iguais, se dois dngulos de centro ACB,
DCE, estiverem entre si como dois
ndmeros inteiros, 0s arcos
interceptados AB, DE estardo entre si
como 0s mesmos numeros e se tera
esta propor¢ao:

Angulo ACB : angulo DCE :: arc AB : arc
DE.

Suponhamos, por exemplo, que os
angulos ACB, DCE, estejam entre si
como 7 estd para 4, ou, o que did no
mesmo, suponhamos que o dngulo M,
que servird como medida comum,
esteja contido sete vezes no angulo
ACB e quatro, no angulo DCE.

Os angulos parciais Acm, mCn, nCp,
etc., Dcx, xCy, etc., sendo iguais entre
si, 0s arcos parciais Am, mn, np, etc.,
Dx, xv, etc., serdo também iguais entre
si*, entdo o arco inteiro AB estara

Elementos de Geometria por A. M.
Legendre, com adi¢des e modificacdes
por M. A. Blanchet

29" edicéo, 1886, Paris

Proposicao XVIII, Livro II, p. 41-42

TEOREMA

Em um mesmo circulo ou em dois
circulos iguais, a razdo dos dois
angulos no centro, € a mesma que
aquela dos arcos interceptados entre
seus lados.

Sejam ACB, DCE, dois angulos no
centro de circunferéncias iguais. Eu
vou supor primeiro os arcos AB e DE
tendo uma medida comum tal que ela
esteja contida 7 vezes em AB e 4
vezes em DE. A razdo de AB para DE
serd 7/4.

Agora, se ligamos os pontos de
divisdo dos dois arcos aos centros das
circunferéncias, se vé (grifo meu) que
o angulo ABC serd dividido em 7
angulos iguais entre si, assim como
compreende entre seus lados arcos
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para o arco inteiro DE como 7 estd
para 4.

Legendre justifica a igualdade entre
angulos e arcos remetendo a
Proposicao 15, logo, opera a partir de
resultados matematicos ja admitidos.
Proposicao 15: “Em um mesmo
circulo ou em circulos iguais, os
angulos iguais ACB, DCE cujo vértice
estd no centro, intercepta sob a
circunferéncia dois arcos iguais AB,
DE”. (LEGENDRE, 1823, p. 43-44)

Ora, é evidente que o mesmo
raciocinio terd sempre lugar, quando
na posicdo de 7 e 4 tivermos outros
numeros quaisquer. Entdo, se a razdo
entre os angulos ACB, DCE pode ser
expressa em numeros inteiros, o0s
arcos AB, DE estardo entre si como os
angulos ACB, DCE.

Legendre ressalta que esse é o caso
geral valido para ndameros inteiros
quaisquer e logo passa a apresentar o
caso da proporcionalidade
incomensuravel. Blanchet nao faz esse
destaque.

Escélio. Reciprocamente, se os arcos
AB, DE, estivessem entre si como
dois numeros inteiros, os angulos
ACB, DCE estariam entre si como 0s
mesmos nimeros € se teria sempre
ACB : DCE :: AB : DE, porque os
arcos parciais Am, mn, etc., Dx, xy,
etc., sendo iguais, os angulos parciais
Acm, mCn, etc., Dcx, xCy, etc., sdo
também iguais.

*15 (ou seja, Proposicdo 15)

PROPOSICAO XVII
TEOREMA

Qualquer que seja a razdo entre dois
angulos ACB, ACD, esses dois

iguais, e que o angulo DCE conterd 4
desses angulos. Logo, a razdo dos
arcos AB e DE serd também 7/4.

Blanchet justifica a mesma igualdade,
descrevendo uma construcao
geométrica e remetendo ao apelo
visual que ela permite, pois ao
contrario de Legendre, se vé (grifo
meu) a igualdade entre angulos e
arcos, apdés unir ao centro da
circunferéncia os pontos de divisdo do
arcoo Também a prova da
proporcionalidade entre angulos e
arcos exige admitir a igualdade entre
eles. O modo como se argumenta tal
igualdade é um ponto de distingdo
nos dois textos.

Se os arcos AB e DE sdo
incomensuraveis, dividimos o arco DE
em trés partes iguais, por exemplo, e
suponhamos que o arco AB contém 4
dessas partes com um resto KB menor
que uma delas. A razdo de AB para
DE € maior que 4/3 e menor que 5/3.
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angulos estardo sempre entre si como
os arcos AB, AD interceptados entre
seus lados e descritos dos seus
vértices como centros com raios
iguais.

Suponhamos o menor  4ngulo
colocado no maior: se a proposi¢cdo
enunciada ndo € vdlida, o angulo ACB
estard para o angulo ACD como o
arco AB estd para um arco maior ou
menor que AD. Suponhamos esse arco
0 maior e o representemos por AQO,
teremos assim:

Angulo ACB : angulo ACD :: arc AB :

arc AO.

Imaginemos agora que o arco AB
esteja dividido em partes iguais, cada
uma das quais seja menor que DO.
Existird ao menos um ponto de
divisdo entre D e O: seja I esse ponto,
e unamos CI. Os arcos AB, Al,
estardo entre si como 0s numeros
inteiros e se terd em virtude do

teorema precedente:
Angulo ACB : angulo ACI : : arc AB : arc
AlL

Legendre descreve uma construcdo
geométrica — unamos o ponto I ao
ponto C — mas a igualdade entre os
dois arcos se justifica por um teorema
matemdtico, ndo pelo apelo visual
como em Blanchet.

Comparando essas duas proporcdes
uma com a outra e observando que os
antecedentes s3o0 0s mesmos, se
concluird que os consequentes sdo
proporcionais e que assim

Angulo ACD : angulo ACI::arc AO:
arc AL

Mas o arco AO € maior que o arco Al
E preciso, entdo, para que a propor¢ao
subsista, que o angulo ACD seja
maior que o angulo ACL Ora, ao
contrario, ele € menor. Entdo, é
impossivel que o angulo ACB esteja
para o angulo ACD como o arco AB
estd para um arco maior que AC.

Mas, se ligamos os centros C, F aos
pontos de divisdo dos arcos, se vé
(grifo meu) que o angulo DFE estd
dividido em trés partes iguais e que o
angulo ACB contém 4 dessas partes,
com um resto KCB menor que uma
delas. A razdo dos angulos ACB, DFE
estd, portanto, ainda compreendida
entre 4/3 e 5/3. Portanto, as razodes
ACB : DFE e AB : DE

estdo compreendidas todas as duas
entre 4/3 e 5/3.

Mas, dividindo o arco DE em 10,
100, 1000... partes, se provard
semelhantemente, que as razdes estdo
compreendidas entre dois ndmeros
consecutivos de décimos, centésimos,
... Logo, as razdes sdo iguais, pois se
chega a provar que elas estdo
compreendidas entre ndmeros cuja
diferenca pode resultar tdo pequena
quanto se queira.

Enquanto Legendre opera com a
igualdade de proporcdes entre
grandezas geométricas e com O
método da redug¢do ao absurdo,
conforme o modelo euclidiano,
Blanchet opera com a igualdade entre
proporgdes numéricas, utilizando o
método  entdo  moderno  dos

procedimentos aritméticos e, assim, a
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razdo euclidiana que compara
Demonstra-se por um raciocinio | grandezas ¢ vista como fragdes
inteiramente semelhante, que o quarto | continuas, introduzindo uma
termo da propor¢do ndo pode ser operagio numeérica.

menor que AD; logo, ele é exatamente
AD, logo, se tem a propor¢ao:

Angulo ACB : 4ngulo ACD : : arc AB :
arc AD.

O dltimo bloco de texto das duas demonstracdes merece ser um pouco mais
explorado. Note que o procedimento de Legendre € a comparacdo de duas razdes
que surgem, como se vé, pela divisdo dos arcos e, dai, pela redu¢do ao absurdo se
conclui a igualdade entre os arcos. Assim foi tratado o infinito que estd implicito
na incomensurabilidade entre grandezas, desde os antigos gregos e durante
milénios.

Segundo Barbin (1989), o infinito tem um papel decisivo no modo como se
legitima uma demonstragdo matemadtica (idem, p. 129). Essa questdo € que estd
em jogo e que diferencia os dois textos acima, conforme destacou Schubring
(2004). Assim, o procedimento de Blanchet transforma profundamente a
demonstracdo original, pois trabalha com o processo infinito de divisdes
sucessivas. E quanto a evitar o uso do infinito, o proprio Legendre se manifesta
dizendo preferir o método dos antigos por entender que aborda a questdo com
maior rigor. Encerrando a demonstragdo dos dois teoremas, Legendre apresenta
um coroldrio sobre a proporcionalidade direta de angulos e arcos e com dois
escolios referentes a medidas’, que ndo constam na edicdo de Blanchet.

Apo6s a leitura dos dois textos, constatamos que sdo duas demonstracdes
distintas pelo modo de argumentar e, consequentemente, pelos conteidos e
procedimentos usados. Blanchet ndo edita um livro que contém apenas muitas
modificagdes. Considerando o pequeno tépico sob andlise, € um outro texto, nao é
o original, “é falsificado” como destaca Schubring (2004). Esse fato tem
implicagdes histdricas decisivas. Primeiro, as proprias alteracdes feitas nos textos
originais indicam o encaminhamento novo que vai sendo dado aos contetdos.
Segundo, deixa lacunas, como confere a pesquisa de Schubring (idem) sobre a
critica ao livro de Legendre em favor dos Elementos de Euclides, ocorrida na

Italia do século XIX. Nesse pais, circularam as duas versdes de Legendre e ndao ha

7 Os textos do Corolério e dos dois Escélios constam do Anexo 1.
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indicios ainda de qual edicdo foi objeto das criticas. Um terceiro fato € que
reedi¢des do livro de Legendre acabam por ndo apresentar o prefacio, no qual, em
geral, os autores explicavam escolhas feitas, justificando o lancamento da obra.
Logo, o prefiacio € um item importante. Por exemplo, a primeira edi¢do de
Legendre em portugués, por Manoel Ferreira de Araijo Guimaraes,1809, ndo traz
a demonstracdo alterada ou falsificada como visto anteriormente, mas o prefacio

da edig¢ao original foi omitido. O tradutor informa,

Devo fazer aqui huma advertencia sobre a edi¢do. Eu comecei a servir-me da 3%
edi¢do (de 1800), até que hum Official, muito estudioso e muito erudito, teve a

bondade de me franquear a 5* (de 1804), e por esta conferi a presente.
A versdo de Legendre em portugués traz apenas um resumo das oito partes
em que o livro estd dividido, com os respectivos conteidos, e apresenta o item

Notas como consta na edicdo original.

2.5 O trabalho de Christian Wolff — Aula sucinta sobre a arte de
ensinar matematica ®

Christian Wolff, 1679-1754, foi quem lancou na Alemanha a primeira
colecdo de livro diditico de matemaética, Anfangs-griinde aller mathematischen
Wissenschaften, ou Elementos fundamentais para todos os conhecimentos
matemadticos, 1710, seguindo o novo modelo de Arnauld. Conforme Schubring
(2005), a cole¢do lancada por Wolff, também em latim, Elementa Matheseas
Universae, 1713, foi um sucesso reeditado muitas vezes ao longo de todo o século
XVIII, tendo sua qualidade reconhecida pela Encyclopédie (idem, p. 94-95) como
a melhor a mais popular produ¢do no seu género, difundindo-se por toda a Europa
durante cinquenta anos, pelo menos. O texto dessa obra com que eu trabalhei,
Kurzer Unterricht, von der mathematischen Lehart ou Aula sucinta sobre a arte
de ensinar matemdtica, explana sobre o ensino de matematica.

Um caso que vem sendo estudado por Schubringg, a atuacdo do matemético

e astronomo portugués, José Monteiro da Rocha (1734-1819), estd diretamente

¥ Uma versdo em portugués desse texto consta do Anexo 2.

 Ver Schubring, 2001, onde ele analisa um manuscrito de Monteiro da Rocha, embora, ali,
ndo seja mencionado esse fato novo sobre a ligacdo entre Monteiro da Rocha e Wolff. Esse
assunto ainda ndo publicado entre nds, Schubring expds por ocasido do meu Exame de
Qualificagao II, requisito do Curso de Doutorado em Educacdo, PUC-Rio, 16 de agosto de 2007.
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relacionado com o trabalho de Wolff, atestando a popularidade acima mencionada
e mostrando a possibilidade de influéncia desse autor no Brasil.

Monteiro da Rocha foi um padre jesuita, passando depois ao clero secular,
que lecionou Gramatica Latina e Retdrica em Salvador, Bahia. Por volta de 1760,
ele segue para Portugal, onde atuou e teve seu trabalho reconhecido, participando
da reforma pombalina do sistema de ensino, chegando a ser vice-reitor da
Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra. Segundo Schubring, a
metodologia adotada por Monteiro da Rocha tem como base o texto de Wolff que
serd discutido a seguir, sendo que Monteiro da Rocha usou a versdao em latim que
corresponde a versdo em alemdo, antes mencionada. Esse fato € importante
porque traz informagdes sobre os estudos de matemdtica no Brasil durante o
século XVIII, quando a maioria dos colégios era dirigida pelos jesuitas, que ao
serem expulsos de Portugal em 1759, pelo Marqués de Pombal, tiveram muitos
arquivos dispersados ou destruidos também na col6nia e pouca informacio
chegou até nds dessa época.

Wollff, filésofo e matematico alemao, segundo Buchdahl (1980) interessou-
se pela l6gica, principalmente por suas implicacdes metodoldgicas. Para Wollff,
faltava a 16gica alguma sustentacdo com respeito a “arte da descoberta” (idem, p.
483) (grifos do autor). O texto de Wolff exemplifica claramente esse
posicionamento, sendo um complemento importante no sentido de avangar o
entendimento do alcance das criticas aos Elementos de Euclides e suas relagoes
com o texto didatico.

Ap6s o prefacio do livro, encontra-se o capitulo Aula sucinta sobre a arte de
ensinar matemdtica, que pode ser lido como um texto destinado ao professor,
destinado a quem ensina. O autor tem por objetivo mostrar como, a medida que
um conteido matemadtico vai sendo estabelecido, essa producao exige ser exposta,
escrita, comunicada. Em suas explanagdes Wolff toma por base exemplos que
vém da geometria e com seu trabalho nos atemos a um conjunto de procedimentos
e de objetos especificos que constituem a matemadtica enquanto um campo tedrico.
Ele discorre sobre axioma, teorema, definir, explicar, entre outros termos. Explora
como eles surgem e as especificidades que lhes sdo proprias e € notdvel como
Wolff encadeia os assuntos em sua complexidade. Com isso, o estudo desse autor

torna-se importante para construir entendimentos sobre a demonstracdo
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geométrica no texto escolar, porque ele explora como a exposi¢ao do contetddo vai
sendo constituida no contexto do ensino. Em suas primeiras palavras, Wolff diz,

A arte de ensinar matemadtica, isto €, a ordem a qual ela atende em sua exposi¢ao,
comeca com as defini¢cdes, tem origem nos principios € continua com os teoremas e
as tarefas. (p. 5)

A exposicdo de um conteddo matemadtico necessariamente envolve um
conjunto de defini¢des, conceitos, algoritmos e assim por diante, que é mediado
por um léxico, uma série de termos que se tornam especificos. Sendo assim, Wolff
opera no ambito da referéncia a objetos, relagdes e operagdes matemadticas e
também opera no ambito da relagdo sujeito que conhece e objeto a ser conhecido,
destacando nessa relagdo a presengca do aspecto intelectual, mental e o da
experiéncia.

Conceituar, segundo Wolff, é a operacdo mental de representar a coisa e
definir é estabelecer as caracteristicas das coisas. Apesar de tanto um caso quanto
0 outro envolverem operacdes mentais, ¢ importante notar que para o autor hd
distin¢do entre conceituar e definir,

Chamamos um conceito toda representacdo de uma coisa pela mente. (p.5)

As definicdes sdo conceitos distintos pelos quais as coisas tornam-se diferentes
umas das outras e delas derivam outros resultados que se pode conhecer. (p.6)

As definicdes demandam uma operacdo mental, logo sdo conceitos, mas
com a especificidade de caracterizar os objetos segundo atributos que eles
possuem. Para diferentes defini¢cdes hd a necessidade de diferentes termos, quer
dizer, a demanda pela produ¢do do léxico. Também para um mesmo termo hd
defini¢des que podem ser equivalentes ou mais gerais e assim por diante. Além
disso, uma definicao diz respeito a um termo especifico que a ela corresponde,
indicando os atributos dos objetos, e também diz respeito a existéncia.

Conforme Wolff as defini¢des,

(...) parecem duas coisas: ao mesmo tempo definicdes de palavras, as definicdes
nominais ou defini¢des das coisas, as defini¢des reais. (p. 5-6)

As defini¢des nominais estabelecem algumas caracteristicas pelas quais as coisas
podem se tornar conhecidas, as quais levam um dado nome. Como quando se diz
na geometria ser um quadrado uma figura que tem os quatros lados e angulos
iguais. Entdo, o nimero de lados torna o quadrado diferente de todas as figuras
restantes que ndo tém nenhum angulo, mas a igualdade dos lados e dos angulos o
diferencia de todas as restantes que tém angulos. E, assim, as caracteristicas
indicadas sdo suficientes para diferenciar essa figura de todas as restantes. (p.6)
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As defini¢Ges das coisas é um conceito claro e distinto da maneira e modo como a
coisa € possivel. Como quando na geometria é dito, um circulo torna-se descrito
quando se move uma linha reta a partir de um ponto fixo. Entdo, disso se
compreende que um circulo é possivel. O que se pode realmente fazer, tem que ser
possivel. (p.6)

O autor diferencia entre enunciar as caracteristicas de um objeto
matematico, definicdo nominal, e descrever as condi¢des necessdrias para se gerar
um objeto matematico, definicdo real. Nesse ponto, tem-se a especificidade do
definir e do construir um objeto, do mostrar sua existéncia. Questdo antiga no
desenvolvimento da matemadtica, j4 presente na obra de Euclides e determinante
das duas classes de demonstragdo, os teoremas e 0s problemas.

Wolff afirma que, em matematica, se aspira a clareza e a completude dos
conceitos. Ele faz a distincdo entre conceito claro e conceito confuso
considerando a operacdo mental pela qual a pessoa pode dizer prontamente que
uma figura € um tridngulo, por exemplo, no caso da clareza. Ao contrario, quando
um conceito € confuso essa identificacdo imediata ndo ocorre, hd divida quanto
ao nome do objeto. A operacdo de reconhecer um objeto pelo nome, de imediato
ou ndo, seria um modo de se manifestar a posse ou ndo de um conceito claro. E
para explorar ainda mais o que seria conceituar, o autor diferencia conceito claro
distinto de conceito claro nao-distinto. Ele exemplifica com as cores, dizendo que
se pode identificar a cor vermelha sem, no entanto, enunciar suas caracteristicas
constituintes.

O conceito claro € distinto se eu posso dizer por quais caracteristicas eu reconheco
a coisa em questdo, como, quando eu digo, um circulo em si mesmo implica a
figura de uma linha curva sem interrup¢do, cujos pontos estdo a uma mesma
distdncia de um ponto central. Pertence também a isso o exemplo do quadrado. (p.
7

Mas um conceito claro é nao-distinto se eu ndo posso dizer as caracteristicas pelas
quais se reconhece a coisa em questdo; da mesma forma é com o conceito que se
tem da cor vermelha. (p. 7)

N

A questdo da completude diz respeito a rede de outros conceitos que a
caracterizacdo de um objeto matemadtico demanda. Por exemplo, no caso do
circulo, um conceito distinto é completo ou incompleto quando se tem ou ndo “um
conceito claro de linha reta, de pontos, de pontos fixos € de movimento ao redor
de si mesmo” (p.7). Cada vez mais em seu trabalho Wolff se atém e segue
explorando o ambito da produgdo e do uso de um Iéxico especifico no campo da

teorizacdo matemdtica. Um desses termos € a propria palavra definicdo que,
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segundo ele, deve se tornar um conceito claro, diferenciado de todos os outros,
pois nas ciéncias matemdticas o que se busca € justamente a clareza e a
completude dos conceitos,

Dai, ndo se encontra nas definicdes nenhuma palavra que ndo se tornou
previamente esclarecida, ou palavras diferentes que se possa assumir como
conhecidas. (p. 8)

O autor trata da aquisicdo das definicoes. Segundo ele, esse processo se dd a
partir de defini¢des ja estabelecidas ou a partir da vivéncia pessoal. Fica claro que,
devido a necessidade tedrica, esses dois pontos sdo colocados de forma distinta,
mas nido em oposicdo. Wolff admite e explora a correlacdo entre tedrico e
empirico e isso pode ser visto, por exemplo, no modo como ele concebe o
processo de aquisicdo das defini¢des. Segundo ele, o processo pelo qual se
encontra a definicdo das palavras ou definicdo nominal, pode acontecer de quatro
maneiras. A primeira maneira segue-se quando alguém observa pessoalmente, por
exemplo, um eclipse total da lua e pode definir esse fendmeno como uma
destitui¢do da luz em toda a lua (p. 8). A segunda maneira diz respeito ao trabalho
de apurar o que se produziu antes, porque ocasionalmente pode ocorrer de se
deixar de fora algumas circunstancias. Dai, pela prépria omissao € possivel obter
uma nova definicdo a qual pertencem mais coisas. Wolff exemplifica esse caso
dizendo,

Por exemplo, eu postulo, eles chegaram pelo procedimento ji referido a um
conceito de tridngulo mais informativo, que é o de espaco incluso entre trés linhas.
Quando se omite as circunstancias de que devem ser trés linhas, fica o conceito de
uma figura que € inclusa entre linhas. (p. 9)

A terceira maneira como se adquire a definicio nominal também diz
respeito a possibilidade de se produzir novas definicdes quando “se tem atengdo
para com as circunstincias particulares que determinam a coisa em sua natureza.
Assim, € possivel inventar outras situagdes semelhantes, pela imitacdo, e
determinar outras coisas pela sua natureza” (p. 9-10). Wolff cita o exemplo do
tridangulo como o caso particular da figura que tem trés lados. Dai decorre a
possibilidade de transformar esse conceito em outros e de postular que o plano
seja incluso entre quatro ou cinco lados e assim por diante, resultando a figura de
quatro, de cinco lados, a figura quadrangular ou a pentagonal. A quarta maneira
de se encontrar a defini¢do nominal reporta ao trabalho de explorar aspectos ainda

omissos nas definicdes ja disponiveis depois do terceiro estagio. Essa investigacao
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segue com o exemplo do tridangulo. Wolff diz que pode ser determinado se as
linhas no tridngulo devem ser retas ou curvas, iguais ou desiguais € que esse
trabalho vai resultar em novas definicoes.

Ainda explorando o processo de aquisi¢ao das defini¢des nominais, o autor
discute a questdo da possibilidade das defini¢des, que também se apresenta de
quatro modos. No primeiro caso, a vivéncia pessoal assegura que a defini¢do é
possivel. Com respeito aos outros casos,

Por exemplo, se vocé realmente percebeu que um plano estd compreendido por trés
linhas retas, entdo vocé ndo tem nenhuma didvida sobre se um plano pode ser
compreendido por trés linhas retas ou ndo, isto é, se a definicdo de tridngulo
retilineo € possivel ou ndo. Se vocé agora distingue o conceito de uma figura que é
um plano como a que estd compreendida por linhas, assim, € igualmente certo e
suficiente que um plano pode ser compreendido por linhas. Por isso, vocé pode
assumir essas definicdes como bases ndo contraditérias do conhecimento e estar
seguro de que tudo que se deduz destas, por conclusdes corretas, sdo casos
possiveis equivalentes. (p. 10)

Mas, segundo Wolff, a possibilidade das definicdes nominais ou das
palavras se comporta diferente a partir do que se produziu pela terceira e pela
quarta forma de aquisicdo. Aqui, explorar como se produzem novas teorias a
partir da que ja se estabeleceu implica admitir um elemento arbitrario e a questao
da possibilidade se correlaciona intimamente com esse fato. Quando se
transformam em circunstincias similares as circunstancias particulares que
determinam a coisa em sua natureza, ndo se pode saber pelas caracteristicas
assumidas arbitrariamente se a coisa pode ser determinada ou ndo, diz Wolff (p.
12). Tomando como exemplo o plano, se sabemos que um plano estda
compreendido por trés linhas, ainda ndo estd claro que ele pode ser compreendido
por quatro ou cinco linhas, pois nada pode tornar possivel a arbitrariedade que se
estabeleceu, ja que a possibilidade estd baseada na natureza das coisas. Ele
conclui,

E, por causa disso, vocés t€ém que provar a possibilidade, por causa da natureza e
constituicdo da coisa, contanto que voc€ também queira assumir as defini¢des
como bases nao contraditérias do conhecimento. Assim, como Euclides encontrou
a definicdo da igualdade dos lados do tridngulo segundo a quarta maneira, até ele
mostrou, no primeiro problema, como se constréi um tridngulo eqiiilatero com uma
linha dada qualquer, a fim de demonstrar essa mesma possibilidade, entre outras.

(p- 12)

A defini¢do das coisas ou defini¢des reais é um processo que se d4 de quatro

maneiras. A defini¢do das coisas mostra como uma coisa € possivel, de que modo
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ela pode se originar. Isso exige que se tenha aten¢do com as coisas para cuja
possibilidade algo contribui. Wolff exemplifica,

Quando definido que um circulo se origina se uma linha reta se movimenta em
torno de um ponto fixo, assim é necessdrio, para sua possibilidade, uma linha reta e
um ponto. O ponto deve estar imdvel e também o movimento da linha, regular.
Mas a linha reta deve se movimentar de tal modo que ela volte ao lugar onde o
movimento comecou. (p. 8)

Sao quatro as maneiras para se encontrar as defini¢des das coisas,

A primeira acontece quando vdrias coisas possiveis ja reconhecidas sdo associadas
entre si, como quando se associam maquinas simples a fim de se chegar a uma
outra composta da qual ndo se tinha antes um conceito. E aqui se tem muito que
agradecer, repetidamente, a sorte cega. (p. 13)

Wolff diz que é mais dificil encontrar a definicdo das coisas pela definicao
em palavras ou definicdo nominal, pois “€ necessdrio ter conceitos distintos de
tudo que esteja ai contido e que tenha definicdo em palavras” (p. 13-14). Ele volta
ao exemplo do eclipse da lua e diz que, nesse caso, € preciso considerar o que se
sabe sobre os fatores envolvidos, a luz, a posicao relativa dos astros e assim por
diante. E que a partir do que se reconhece previamente é possivel tirar algumas
conclusdes, como em um teorema.

Se agora vocé se lembra, a luz se propaga em linha reta e no tempo da lua cheia
quando um eclipse acontece, a terra fica entre o sol e a lua e absorve a luz que na
lua deveria cair. Assim, se reconhece sem esfor¢o que o eclipse se origina quando a
lua chega a sombra da terra. Aqui, é trazido em palavras aquilo que é assumido na
defini¢do por meio de outras verdades reconhecidas pelas conclusdes (...) como na
prova de um teorema. (p. 14)

O terceiro e o quarto caminho para se encontrar as definicdes das coisas €
quando se estd presente e observando enquanto uma coisa € formada. Por
exemplo, quando se descreve um circulo ou quando se decompde uma coisa
composta em seus elementos constituintes. Mas as defini¢des das coisas devem
ser corretas e possiveis, ou seja, a pessoa deve estar certa de que elas se originam
do que se afirma sobre elas (p. 14). E possivel chegar a essa certeza ou pela
experiéncia ou pelo conhecimento das conclusdes corretas encontradas, antes, por
outra pessoa. Exemplificando, Wolff diz que descrever um prisma triangular
quando se movimenta um tridngulo em torno de uma linha reta, é entender pelas
conclusdes corretas que trés linhas podem compreender um plano.

Porque, como se pode tragar de todos os pontos para todos os pontos uma linha
reta, se pode delimitar todo angulo com uma linha reta. Como o angulo tem duas
linhas retas como lados, se ele se torna fechado por mais uma linha reta, entdo o
plano necessariamente € fechado por trés linhas retas. (p.15)
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Os termos axioma, experiéncia, teorema, proposicdo, demonstracao,
explanagdes, problemas, coroldrios e anotacdes sdo discutidos pelo autor, que
finaliza falando sobre a utilidade da matemdtica. Os axiomas resultam de
reflexdes sobre as defini¢des. Axioma é alguma deducdo feita a partir de uma
defini¢do.

Vocés observam aquilo que estd contido nas definicdes e imediatamente deduzem
alguma coisa disso. Pois nds chamamos tais coisas axiomas. (p. 16)

Um axioma pode mostrar que uma coisa existe ou que pode ser construida.
O primeiro caso, Axiomata, diz respeito a uma afirmacdo feita a partir da
defini¢cdo de um objeto especifico. Por exemplo, considerando o circulo, pode-se
afirmar que todas as linhas tragcadas do ponto médio até a extremidade sdo iguais
entre si. E no caso do axioma que indica a existéncia de uma coisa, Postulata, se
afirma a possibilidade de uma constru¢do geométrica, por exemplo, que de todos
os pontos para todos os pontos pode ser tragada uma linha reta (p. 16-17). Como
os axiomas tém origem nas defini¢des eles ndo precisam ser demonstrados, pois a
verdade que eles afirmam decorre de um conceito j4 estabelecido. E justamente o
exame da possibilidade das defini¢des que vai permitir saber se um axioma esta
correto ou ndo. Por isso, diz-se que os axiomas sdo aceitos sem prova. Wolff
alerta que € nesse sentido que se deve ler Euclides e outros gedmetras. Quanto a
experiéncia,

Chama-se uma experiéncia o que se conhece quando se tem atengdo para com as
sensacoes (p.18)

Por exemplo, eu vejo que quando se acende uma luz todas as coisas em
torno de mim sdo visiveis. Esse conhecimento ¢ chamado uma experiéncia. Sdao
proposi¢des individuais sobre vivéncias também pessoais. Wolff comenta que, no
entanto, um fendmeno como o sol nascer todo dia ndo é um caso especial porque
se v€ isso diariamente. Mas quando se fala em tamanho aparente do sol sempre se
alega casos especiais como, o seu didmetro foi encontrado com a ajuda de alguns
instrumentos, por tal astrobnomo, em dada época, porque essa ndo € uma
experiéncia realizada por cada pessoa (p. 18). E também os matematicos
distinguem as experiéncias e o que delas foi deduzido.

Por exemplo, uma luz € acesa, dai, eu comeco a ver o que antes para meus olhos
estava totalmente disfarcado e escondido. Isso € a experiéncia. Contudo, se eu
reflito sobre a luz ser o motivo pelo qual as coisas tornam-se visiveis, que elas
estavam invisiveis na escuriddo e penso que as coisas naturais, sob as mesmas
circunstancias, tém sempre o mesmo efeito, assim, ndo resta divida para mim que
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também quando em outro momento, em outros lugares, na escuriddo, uma luz é
acesa, igualmente se pode ver o que na escuridio ficava escondido. E,
consequentemente, eu concluo que a luz torna tudo visivel, que ela ilumina. Essa
proposicdo geral ndo é a experiéncia em si, ao contrdrio, ela é derivada por uma
conclusio correta a partir da experiéncia. (p. 19-20)

Ainda caracterizando o conhecimento que € resultado da experiéncia e da
atividade intelectual, Wolff menciona que quando alguém sentiu alguma coisa
como noés, pela impressdo de fatores externos, ela ndo pode provar, mas pode
exigir, com razdo, que se acredite nela. Mas quando alguém deduziu algum
resultado, isso deve ser julgado pelo intelecto e por isso ndo pode exigir que se
acredite nela. Essa discussdo estd de acordo com o que veremos no proximo
capitulo, a idéia de que a complexidade do problema vai exigir tratar
metodicamente a questdo matemdtica com o trabalho conceitual.

Um teorema, justamente, indica um afastamento do mundo experimental no
sentido mencionado acima, pois para Wolff,

Quando se comparam diferentes definicdes e se conclui o que ndo se pdde
reconhecer com uma simples observagao, isso se chama teorema. (p. 21)

Por exemplo, comparando um tridngulo e um paralelogramo com base e
altura iguais, se conclui que o tamanho do tridngulo € igual a metade do tamanho
do paralelogramo. A proposi¢do correspondente vai dizer, o tridngulo € a metade
de um paralelogramo se os dois t€ém base e altura iguais, e ela se chama um
teorema. Com isso, ha dois fatores a serem observados em um teorema, a
proposicdo e a demonstracdo. A proposi¢do indica o que pode ou ndo pode, sob
dadas condig¢des, ser assumido por uma coisa. O teorema mostra como se pensou
para chegar aos resultados (p. 22-23). Uma proposi¢ao exata ndo deve omitir as
caracteristicas pelas quais ela € possivel e € por causa das coisas que isso deve ser
refor¢ado. Conforme o exemplo mencionado acima, para a proposi¢do ser exata
ela deve conter a condicdo da igualdade entre as bases e as alturas. Assim, toda
proposicao pode se subdividir em duas partes. A primeira é a condicao sob a qual
alguma coisa é reforcada e ela se chama hipdtese. No exemplo que estamos
examinando tem-se como hipdtese — se o tridngulo e o paralelogramo tém mesma
base e altura. J4 a segunda condi¢do chama-se declaracdo ou tese e indica uma
afirmativa do que uma coisa, em si, compreende, e conforme nosso exemplo

vamos ter como tese — o triangulo € a metade do paralelogramo. Wolff discute
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ainda o caso em que a condicdo estd contida na definicdo sem estar expressa
distintamente (p. 23-24),

Por exemplo quando eu digo, os trés adngulos de um tridngulo somam 180 graus,
nenhuma dessas condi¢des parece estar contida na proposicdo. Isto s6 coloca na
palavra tridngulo sua definicdo. Agora se observard a condi¢do, pois a proposicao
também € — se uma figura estd delimitada por trés linhas retas, logo, a soma dos
seus trés angulos € igual a 180 graus. Aqui também estd a condicido sob a qual
alguma coisa é provada, a de que o plano estd delimitado por trés linhas retas.
Entdo, é mesmo assumido o qué, da coisa, estd contido na defini¢do dela. (p. 23)

Wolff ressalta o encadeamento 16gico necessdrio que o teorema exige, ja
que se pode pensar em duas coisas,

Por exemplo, quando eu tenho o teorema, um tridngulo que t&ém a mesma base e a
mesma altura de um paralelogramo € a metade deste. Assim, do tridngulo, eu penso
primeiro que ele tem a mesma base e altura que o paralelogramo; depois, que ele é
a metade daquele. Eu penso o dltimo por causa do primeiro. (p. 24)

O autor explana sobre as bases da demonstracao.

As razdes da demonstrag@o sdo as defini¢des daquelas palavras e coisas que estdo
contidas tanto na condicdo como na afirmacdo jd proposta ou deduzida por
definicdes pensadas destas mesmas coisas, ou conhecidas pela experiéncia. (p. 25)

Em uma demonstra¢do costuma-se indicar os teoremas e definicdes em que
ela se baseia e isso permite consulta e a certificacdo do que estd exposto, diz
Wolff. Além disso, hd a explicacdao das defini¢Ges, bases e teoremas dos quais se
deduz uma demonstracdo e esse conjunto de informacdes uteis, Wolff chama de
nomeagdes. SAo Uteis porque mostram o que se deve pressupor como conhecido
com respeito ao teorema,

Porque as defini¢des sdo os primeiros pensamentos, 0s axiomas se originam
diretamente delas. Por outro lado, os teoremas sdo deduzidos delas ou diretamente
ou indiretamente. Assim, logo se coloca na nomeac¢do o nome daquela certeza que
repousa na base da demonstragdo (...) Sim, porque especialmente esses sdo truques
por meio dos quais se pode conseguir convencer uma outra pessoa da certeza das
defini¢bes e também, em especial, da certeza dos axiomas e dos teoremas. Assim,
ao mesmo tempo, os citados nomes das bases das demonstracdes me dao
oportunidade para pensar sobre a maneira adotada para convencer uma outra
pessoa das certezas das bases assumidas nas demonstragdes. (p. 26-27)

Ao fazer deducdes em uma demonstracio nds pensamos com base nas
regras do silogismo, mas pode acontecer de se omitir a primeira parte do
silogismo porque as nomeacdes levam a esse passo. Mesmo assim para Wolff, é
legitimo recorrer a explanagdes prévias.

Quanto aos problemas, eles tratam de coisas que devem ser feitas e se

subdividlem em trés partes, proposi¢do, resolu¢do e prova. As proposi¢coes
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fornecem a exposi¢dao do que deve ser feito. As resolucdes quando sdo completas
indicam a seqiiéncia do que se deve fazer e a demonstracao implementa o que foi
prescrito antes. Conforme Wolff,

Dessa maneira, sempre que cada problema deve ser demonstrado, ele se transforma
em um teorema no qual a resolucdo dd as condigdes; o teorema, porém, a
afirmativa. (p. 28-29)

Os corolérios sdo acréscimos que podem constar em uma demonstracao
quando uma proposi¢do se aplica a um caso especial, ou quando dela se deduz
uma outra proposicao em funcdo das conclusdes. Ou ainda, quando por causa do
que estd incluido na proposicao se acrescenta a ela mais alguma coisa. O primeiro
tipo de coroldrio ndo precisa de prova ja que se trata de um caso particular. O
outro caso exige demonstrar como se fez a deducao.

Por exemplo, quando alguém afirma esses corolarios dos citados teoremas, em um
tridngulo retdngulo ndo se pode ter mais que um angulo reto, entdo € necessdrio
mostrar como esse coroldrio se deduz do teorema. Isto é, como os trés angulos
juntos sdo iguais a dois angulos retos, assim ndo resta nada para o terceiro, se
realmente dois angulos sdo retos. (p. 29)

Finalizando, o autor define as anota¢cdes como uma explicacdo de aspectos
que ndo sao mencionados no texto da demonstracdo, como a utilidade do ensino
ou a utilidade de fatos historicos pertinentes. E diz que o modo proposto por ele
para o ensino da matemdtica é geral e valido para as outras ciéncias que se
ocupam em conhecer as coisas com exatiddo. Suas ultimas palavras afirmam o
valor do exercicio tedrico e das suas especificidades em rela¢do a outros afazeres,

N3o podem ser participantes dessa excelente utilidade aqueles que aprendem
somente alguns problemas matemdticos e outras coisas que embora possam ser
uteis na vida humana, porém, em si, ndo pertencem propriamente a matematica. (p.
31

Wolff, em suas aulas, mostra como se estabelecem os conteudos
fundamentais da demonstracdo em geometria plana, encaminhando a discussao
sobre a arte de construir a teoria e explorando sua complexidade. Além disso, ele
ndo mostra apenas a pertinéncia dos temas, adota um modo didético de discutir,
exemplificando e tornando precisas as distingdes que focaliza. Com propriedade,
ele convida e encaminha o entendimento de varios aspectos presentes no
desenvolvimento da demonstracdo matemdtica, no contexto do ensino. Dessa
forma, atesta a atualidade do seu trabalho — Wolff nao se dirigiu apenas aos seus

contemporaneos.
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