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Apéndice 1

Corolério. Como o angulo no centro do circulo e o arco interceptado entre
seus lados tém uma ligagdo tal que, quando um aumenta ou diminui em uma razao
qualquer o outro aumenta ou diminui na mesma razdo, se estd no direito de
estabelecer uma dessas grandezas para medir a outra. Assim, daqui em diante, nds
tomaremos o arco AB para a medida do 4ngulo ACB. E preciso somente observar,
na comparagdo entre os angulos, que os arcos que lhes servem de medida devem
ser descritos com raios iguais, porque € isso que supdem todas as proposi¢coes
precedentes.

Escdlio 1. Parece mais natural medir uma quantidade por uma quantidade de
mesma espécie, e sobre esse principio conviria referir todos os dngulos ao angulo
reto. Assim, o angulo reto sendo a unidade de medida, um angulo agudo seria
expresso por um nimero tomado entre O e 1, e o angulo obtuso, por um nimero
entre 1 e 2. Mas essa maneira de exprimir os angulos nio seria mais comoda no
uso, se achou muito mais simples medi-los por arcos do circulo por causa da
facilidade em fazer arcos iguais a arcos dados, e por muitas outras razdes. Enfim,
se a medida dos angulos pelos arcos de circulos é de alguma maneira, indireta,
nem por isso € menos fécil obter por meio dela a medida direta e absoluta, porque
se comparamos o arco que serve de medida a um angulo com o quarto da
circunferéncia, comparamos a razdo do angulo dado com o angulo reto, o que € a
medida absoluta.

Escolio II. Tudo o que foi demonstrado nas trés proposi¢des precedentes
para a comparacdo dos angulos com arcos, tem lugar igualmente para a
comparagdo dos setores com 0s arcos, porque os setores sdo iguais quando os
angulos o sao e, em geral, eles sdo proporcionais aos angulos. Logo, dois setores
ACB, ACD, tomados no mesmo circulo ou em circulos iguais, estdo entre si como
os arcos AB, AD, bases desses mesmos setores. Dai se vé€ que os arcos de circulo
que servem de medida aos angulos, podem também servir de medida aos

diferentes setores de um mesmo circulo ou de circulos iguais
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Apéndice 2

Versdo para o portugués do texto Kurzer Unterricht, von der
mathematischen Lehart, capitulo do livro Anfangs-griinde aller mathematischen
Wissenschaften, de Christian Wolff, edicao de 1973. Original de 1710. Paginas 5-
32.

Aula sucinta sobre a arte de ensinar matemdtica

Ordem na arte 1. A arte de ensinar matematica, isto €, a ordem a qual

de ensinar ela atende em sua exposi¢do, comega com as definicoes, tem

matematica. origem nos principios e continua com os teoremas e tarefas
— mas, sobretudo anexa acessorios e anotacdes conforme a
situacgdo.

O que sdo as 2. As definicdes sdo conceitos distintos, pelos quais as

defini¢des. coisas tornam-se diferentes umas das outras e disso se

derivam restos que se pode conhecer delas. Mas, por isso,
isso parece duas coisas, a0 mesmo tempo, definicdes de
palavras — defini¢oes nominais - ou defini¢cdes das coisas —
definigoes reais.

O que sdo as 3. As definicdes nominais estabelecem algumas
defini¢oes caracteristicas pelas quais as coisas podem se tornar
nominais. conhecidas, as quais levam um dado nome. Como quando se

diz na geometria ser um quadrado uma figura que tem os
quatros lados e angulos iguais. Entdo, o nimero de lados
torna o quadrado diferente de todas as figuras restantes que
nio t€ém nenhum angulo, mas a igualdade dos lados e dos
angulos o diferencia de todas as restantes que tém angulos.
E assim as caracteristicas indicadas sao suficientes para
diferenciar essa figura de todas as restantes.

O que sdo as 4. As defini¢cdes das coisas é um conceito claro e
defini¢des reais. | distinto da maneira e modo como a coisa é possivel. Como
quando na geometria é dito: um circulo torna-se descrito
quando se move uma linha reta a partir de um ponto fixo.
Entdo, disso se compreende que um circulo € possivel. O
que se pode realmente fazer, tem que ser possivel.

O que é um 5. Chamamos um conceito toda representacao de uma
conceito. coisa pelo intelecto.
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O que € um

conceito claro.

O que é um
conceito
confuso.

O que é um
conceito
distinto.

O que € um
conceito
indistinto.

O que é um
conceito
completo.

O que é um
conceito
incompleto.

Quais conceitos

valem em
Matematica.

Natureza das

suas defini¢des.

Quando a
pessoa se

contenta com

um conceito
confuso.

6. Um conceito é claro quando eu posso reconhecer
uma coisa no meu pensamento, assim, ela logo me ocorre,
quando, por exemplo, sei que aquilo € uma figura que eu
posso chamar de triangulo.

7. Pelo contrdrio, um conceito é confuso quando meus
pensamentos nao sdo suficientes para reconhecer a coisa em
questdo, por exemplo, quando uma planta a mim é mostrada
e eu estou em duvida se é a mesma que eu olhei de outra vez
e se ela tem este ou outro nome.

8. O conceito claro € distinto se eu posso dizer por
quais caracteristicas eu reconhego a coisa em questao como,
quando eu digo, um circulo em si mesmo implica a figura de
uma linha curva sem interrup¢cao cujos pontos estdo a uma
mesma distancia de um ponto central. Pertence também a
isso o exemplo do quadrado.

9. Mas um conceito claro € ndo distinto se eu ndo
posso dizer suas caracteristicas, dai se reconhece a coisa em
questdo; da mesma forma é com o conceito que se tem da
cor vermelha.

10. Um conceito distinto é completo quando também
se tem clareza das caracteristicas que ele inclui. Como
quando se declara uma defini¢do do circulo, também se tem
um conceito claro de linha reta, de pontos, de pontos fixos e
de movimento ao redor de si mesmo.

11. Contrariamente, um conceito distinto € incompleto
quando nao se tem um conceito claro das caracteristicas que
ele em si comporta.

12. Nas ciéncias matematicas aspira-se antes de todas
as coisas a clareza e completude dos conceitos, bem como as
defini¢cbes das coisas, as defini¢des das palavras, tanto
quanto elas sejam necessdrias, quando se quer provar, por
completo, os modos de ensino.

13. Dai, ndo se encontra nas defini¢des que se seguem
nenhuma palavra que ndo se tornou previamente esclarecida,
ou palavras diferentes que se pode assumir como
conhecidas.

14. Se em alguns casos a pessoa pode se contentar
com um conceito indistinto, assim, ela deve também arranjar
que logo e sem esforco a ele ela possa chegar, em
conseqiiéncia de umas coisas em presenca das quais,
particularmente, a pessoa ndo tem preocupacao.
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A primeira
maneira para
encontrar as
defini¢des.

Pratica da

mesma maneira.

A segunda
maneira.

A terceira
maneira.

A quarta
maneira.

15. Chega-se as definicdes das palavras de modos
diferentes. O primeiro caminho € quando se observa a coisa
presentemente. De tal modo, se reconhece ser um eclipse da
lua uma destitui¢do da luz em toda a lua.

16. Nossa palavra “definicdo” deve se tornar um
conceito claro, pois devemos o diferenciar um do outro, com
muito cuidado, especialmente ter cuidado no comeco com
cada um, e depois no final refletir bem com todos eles
juntos.

17. Quando a pessoa considera as defini¢Oes
encontradas pelo modo prescrito antes, ocasionalmente se
encontra certas circunstincias que se pode deixar fora.
Assim, se obtém pela propria omissdo uma nova defini¢ao
que pertence a mais coisas que a primeira. Por exemplo, eu
postulo, eles chegaram pelo procedimento ja referido, a um
conceito de tridngulo mais informativo, que € o de espago
incluso entre trés linhas. Quando se omite as circunstancias
que devem ser trés linhas: assim, permanece o conceito de
uma figura que € inclusa entre linhas.

18. Quando se considera que as defini¢des puderam ter
sido encontradas como elas querem, se tem atencdo para as
circunstancias particulares que determinam a coisa em sua
natureza. Assim, se pode inventar outras situacdes
semelhantes, pela imita¢do, e determinar outras coisas pela
sua natureza. E dessa forma vocé€ encontra mais uma vez
defini¢des novas. Por exemplo, quando vocé considera que
uma figura sendo um tridngulo tem por causa da situacao
particular, que a figura tem trés lados. Assim, vocé pode
transformar o conceito em um outro diferente e, por
exemplo, postular que o plano seja incluso entre quatro ou
cinco, ou seis lados e assim por diante. Pois vocés tém
explicacdes de quadrangular, de figuras com cinco, seis
angulos e assim por diante.

19. Sim, como na outra maneira, algumas
caracteristicas sdo omitidas, assim voc€s podem, por outro
lado, acrescentar também novas caracteristicas que
determinam a coisa naqueles aspectos que ficaram
indeterminados na coisa anterior. Por exemplo, se vocé
pensa de novo sobre a definicdo de tridngulo, assim vocé
encontra que nao foi determinado se as linhas devem ser
retas ou curvadas e também, ndo, se elas devem ser iguais ou
desiguais. Coloque, portanto, primeiramente, que as linhas
devem ser retas: assim vocé consegue a definicdo de um
triangulo retilineo. Coloca, além disso, que todos os trés
lados devem ser iguais: Assim voc€ consegue a definicao de
um tridngulo eqiiilatero e assim por diante.
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20. Se vocé encontrar as defini¢des do primeiro tipo,
entdo vocé estd certo de que elas sdo possiveis. Pois, quem
quer duvidar que aquela é possivel, qual realmente ele
encontra? Assim mesmo, sdo possiveis aquelas que vocé
distingue dos possiveis pela outra maneira. Contudo, se vocé
as distingue das definicdes cuja possibilidade vocé ainda ndo
reconheceu, assim, vocé ainda ndao sabe se sSa0 mesmo
possiveis ou ndo. Por exemplo, se vocé realmente percebeu
que um plano estd compreendido por trés linhas retas, entdo
vocé ndo tem nenhuma duvida sobre se um plano pode ser
compreendido por trés linhas retas ou ndo, isto é, se a
definicdo de triangulo retilineo € possivel ou ndo. Se vocé
agora distingue o conceito de uma figura que € um plano,
que ela estd compreendida por linhas, assim € igualmente
certo e suficiente que um plano pode ser compreendido por
linhas. Por isso, voc€ pode assumir essas definicdes como
bases nao contraditérias do conhecimento e estar seguro de
que tudo que se deduz destas por conclusdes corretas, sao
casos possiveis equivalentes.

21. Contudo, isso se comporta totalmente diferente
com as definicdes que se inventa, depois, pela terceira e
quarta maneira. Pois, se vocé depois da terceira maneira,
transforma as circunstancias em outras particulares que
determinam a coisa em sua natureza para outras similares:
assim voc€é ndo pode saber se € possivel que pelas
caracteristicas assumidas arbitrariamente, uma coisa pode
ser determinada. Por exemplo, se vocé sabe que um plano
pode estar compreendido por trés linhas, ainda nao esta claro
que ele pode ser compreendido por quatro, por cinco e por
seis linhas. Se nos € desconhecido mesmo na quarta
maneira, se as circunstancias arbitrdrias sdo possiveis, por
aqueles, voc€s procuram determinar as coisas mais
exatamente.

Entdo se o plano, por exemplo, pode ser incluso por
trés linhas retas, ainda assim ndo segue que todas as trés
linhas podem ser iguais entre si. Pois nos dois casos nada
pode fazer possivel a arbitrariedade de voces, ao contrario, a
possibilidade é baseada na natureza e constitui¢do das
coisas. E por causa disso, vocé€s tém que provar a
possibilidade por causa da natureza e constitui¢do da coisa,
contanto que vocé também queira assumir essas defini¢oes
como bases nao contraditorias do conhecimento. Assim,
como Euclides encontrou a defini¢do da igualdade dos lados
do tridngulo, segundo a quarta maneira, ele at€é mostrou no
primeiro problema como se constréi um tridngulo eqiiilatero
com toda linha dada, a fim de demonstrar essa mesma
possibilidade, entre outras.
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22. Quanto a defini¢des das coisas mesmas, elas
mostram como uma coisa € possivel, isto €, de que maneira
e modo ela pode se originar. E por isso se tem por elas dois
tipos de coisas para prestar atenc¢do, daquelas coisas que
para sua possibilidade, algo contribui. Por exemplo, definido
que um circulo se origina se uma linha reta se movimenta
em torno de um ponto fixo, assim, € necessario para sua
possibilidade uma linha reta e um ponto; o ponto deve estar
imo6vel e também o movimento da linha regular, mas a linha
reta deve se movimentar de tal modo que ela volta ao lugar
onde 0 movimento comegou.

23. Mas as defini¢des das coisas sdo encontradas por
quatro formas.

A primeira vez que acontece isso € quando se associa
entre si muitas coisas possiveis que se t€ém reconhecidas e se
consegue novas coisas por tais combinagdes, como quando
se associa maquinas simples; a fim de se chegar a uma outra
composta daquela, da qual antes ndo se tinha um conceito. E

aqui se tem muito que agradecer, repetidamente, a sorte
cega.

24. E mais dificil quando se deve encontrar a definicio
das coisas pela definicio em palavras; em quais casos é
necessario ter conceitos distintos de tudo que esteja contido
e que tem definicdo em palavras. Como quando se diz na
Astronomia ser o eclipse da lua uma privacao de luz na lua
cheia. Tem-se a considerar o que se sabe sobre a luz e as
luas. Se agora vocé€ lembra que a luz se propaga em linha
reta e no tempo da lua cheia, quando um eclipse acontece, a
terra fica entre o sol e a lua e absorve a luz que na lua deve
cair, assim, se reconhece sem esforco que o eclipse se
origina quando a lua chega a sombra da terra. Aqui, € trazido
o que € assumido na definicdo em palavras, por meio de
outras verdades reconhecidas pelas conclusdes e como ela é
possivel na mesma maneira € modo como na prova de um
teorema, pelas mesmas conclusdes que delas se aceita; se
revela por conclusdes da razdo, por aquilo que se assume do
teorema e por meio do que foi reconhecido antes, o que se
atribui a coisa no teorema, sob a condi¢cao assumida.

25. Muito mais simplesmente se pode chegar as
defini¢cbes das coisas quando a pessoa estd presente e
observando, enquanto uma coisa € formada; por exemplo,
quando um circulo € descrito ou quando se disseca uma
coisa composta em suas partes constituintes.

26. Se agora as definicoes das coisas devem ser
corretas ou possiveis, € preciso estar seguro de que tais
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coisas podem existir e que se torna necessario, para isso, que
também delas pode originar o que se afirma delas. A pessoa
quer estar segura de que um circulo pode ser descrito pelo
movimento em torno de um ponto fixo. Assim, a pessoa
deve estar certa de que se pode atar uma linha em pontos
fixos e de que a linha, ndo obstante, pode ser movida em
torno deste ponto.

27. Para a pessoa chegar a essa certeza, ou pela
experiéncia ou pela lembranca de alguém que encontrou as
conclusdes corretas antes; por exemplo, pela experiéncia é
sem muitas ponderagdes claras que uma linha pode se
sujeitar a um ponto fixo, que ela em torno de si se
movimenta. Contudo, se eu descrevo um prisma triangular,
isso surge quando se movimenta um tridngulo ao longo de
uma linha; pode-se compreender, pelas conclusdes corretas,
que trés linhas podem compreender um plano. Entdo, porque
se pode tracar de todos os pontos para todos 0s pontos um
linha reta, assim se pode tornar cada angulo com uma linha
reta. Agora o angulo tem duas linhas retas como lados. Se
ele agora se torna fechado por mais uma linha reta, entdo € o
plano necessariamente fechado por trés linhas retas.

28. Na geometria nao é problema encontrar a definicao
das coisas. Pois o movimento dos pontos gera linhas, o
movimento das linhas, superficies, o movimento das
superficies, sélidos. Se também vocé combinar
inventivamente os pontos, linhas e superficies de todo modo
e depois combinar todos os modos possiveis de movimento,
entdo resultam as defini¢des desejadas, como mostra Barrow
em suas Lectionibus geometricis.

29. As defini¢des das palavras e das coisas podem ser
previamente ou refletidas ou comparadas com outras. Vocés
observam aquilo que estd contido nas defini¢cdes e,
imediatamente, deduzem alguma coisa disso; assim, nos
chamamos tais coisas axiomas. Por exemplo, quando vocés
refletem sobre a definicio do circulo cuja linha que se
movimenta em torno de um ponto médio sempre se mantém
a mesma distancia; assim, voc€s logo compreenderam que
todas as linhas tragadas do ponto médio até a periferia, sdo
iguais entre si. Agora essa verdade € um axioma.

30. Esses axiomas mostram ou que alguma coisa
existe ou que alguma coisa pode ser construida. Um axioma
do primeiro tipo € o que deduzimos da defini¢do do circulo,
em que todas as linhas puxadas do ponto médio até a
periferia, sdo iguais entre si. Contudo, um axioma é de outro
tipo, aquilo que resulta da definicdo de linha reta, em que de
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todos os pontos para todos os pontos uma linha reta pode ser
tracada. Em Latim se chama esses axiomas do primeiro tipo
como Axiomata; € 0s o do outro tipo, como Postulata.

31. Agora porque os axiomas sao originados
diretamente das definicdes, eles ndo precisam de
demonstracdo, pelo contrario, sua verdade brilha, tao logo se
olha as defini¢des, delas aquelas decorrem. Nao se pode
estar seguro logo, se o axioma € verdadeiro ou nao, até que
se tenha examinado a possibilidade das defini¢des. Sendao
ndo se sabe quando os axiomas sao corretos, contanto que as
defini¢Oes sejam possiveis.

32. Porque os axiomas ndao precisam de nenhuma
demonstracdo especial: assim, geralmente se costuma
chamar como axioma o que parece ser claro e que se pode
aceitar sem prova. E nesse sentido, se tem que entender a
palavra quando se quer apreciar os axiomas de Euclides e de
outros gedmetras. Mas isso origina consequentemente um
grande abuso quanto ao uso dos axiomas, tem que se poder
produzir uma incerteza geral em todo o conhecimento
restante. ~ Contudo, quando se olha para as coisas
acuradamente, Euclides chama tais coisas axioma, que
constituem um conceito comum € que assim torna-se
expresso distintamente. Assim estdo na aritmética, o
segundo, sétimo e oitavo axiomas.

33. Tornam-se também confusas as experiéncias
algumas vezes com os axiomas. Chama-se uma experiéncia
o que se conhece quando se tem aten¢do para com as
sensagdes. Por exemplo, eu vejo que quando se acende uma
luz todas as coisas em torno de mim sdo visiveis, esse
conhecimento é chamado uma experiéncia.

34. As experiéncias sdo, entdo, proposicoes da coisa,
individuais, porque nao se pode sentir nada, sendo coisas
individuais. Em conseqiiéncia, quem se aponta pela
experiéncia, estd obrigado a alegar um caso especial, se a
experiéncia ndo € de tal natureza que, ou se pode consegui-la
facilmente logo quando se quer, ou logo se lembra dela
porque ja se fez essa experiéncia vdrias vezes. Em
matematica se observa isso com atencdo. Por exemplo, na
astronomia, quando se fala do movimento do sol, ndo se
alega como um caso especial que o sol nasce e se pde, pois
se v€ isso a cada dia. No entanto, quando se fala do aparente
tamanho do sol sempre se cita casos especiais, como o seu
didmetro grande foi encontrado com a ajuda de
instrumentos, nesse € no tempo de outros astréonomos,
porque essa experiéncia ndo pode ser conseguida por cada
pessoa, nem em cada época quando ela quiser.
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35. Também se encontra que os matematicos
exatamente distinguem, daquelas experiéncias, o que foi
deduzido delas: o que, ao contrario, ndo se faz com outras.
Por exemplo, uma luz é acesa, dai, eu comeco a ver o que
antes para meus olhos estava totalmente disfarcado e
escondido. Isso € a experiéncia. Contudo, se eu reflito sobre
a luz ser a causa pela qual as coisas tornam-se visiveis, que
elas estavam invisiveis na escuriddao e, que, penso que as
coisas naturais sob as mesmas circunstancias, t€m sempre o
mesmo efeito; assim, ndo resta ddvida para mim que
também quando em outro momento, em outros lugares, na
escuriddo, uma luz € acesa, igualmente se pode ver o que na
escuriddo ficava escondido. E, consequentemente, eu
concluo que a luz torna tudo visivel, que ela ilumina. Essa
proposicao geral ndo € a experiéncia em si, ao contrario, ela
€ derivada por uma conclusdo correta a partir da experiéncia.

36. Quando se conhece a maneira € 0 modo pelos
quais tais proposi¢des foram deduzidas da experiéncia, se
pode apresentar aquelas sem esta. Por exemplo, a maxima
distancia entre o sol e o equador terrestre, ndo se pode medir
diretamente. Em vez disso, ela é deduzida a partir da altura
do equador e da altura do sol, observadas no meio-dia do
solsticio. Agora, se eu quero apresentar isso segundo minha
experiéncia, entdo nao € mesmo necessario que eu mencione
a altura que eu observei. Em vez disso, se é conhecida a
medida da altura do equador que eu admito, eu apenas devo
dizer logo que valor eu achei para notificar a distancia entre
o sol e o equador. Assim, todo mundo sabe qual era a altura
do sol naquele meio dia. Mas ndo se pode supor a partir das
proposicdes citadas, como a pessoa deduziu seu teorema.
Assim, a pessoa €, de fato, devedora, mesmo que nos casos
especiais citados, se possa julgar disso, se a pessoa chega a
conclusdes corretas a partir da sua proposicao, ou ndo. Pois,
quando alguém sentiu alguma coisa com o mesmo sentido
que noés, pela impressdao de fatores externos, ela ndo pode
provar, em vez disso, ela exige, com razdo, que se acredite
nela. Por outro lado, como a pessoa concluiu, tem que ser
julgado pelo intelecto e, por isso, ninguém pode exigir que
alguém acredite nisso.

37. Quando se compara diferentes defini¢cdes e se
conclui o que foi impossivel reconhecer com uma simples
observacdo, isso se chama um teorema. Por exemplo,
quando em geometria se compara um tridngulo com um
paralelogramo, os quais tém a mesma base e altura e nessa
comparacdo, em parte, com base nas defini¢des dessas duas
superficies e, em parte, com base em outras caracteristicas
que foram encontradas antes, se conclui que o tamanho do
tridangulo € igual a metade da do paralelogramo. Diz essa
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proposicao: o triangulo € a metade de um paralelogramo, os
quais t€ém a mesma base e altura e ela se chama um teorema.

38. Mas em todos os teoremas duas coisas t€ém que ser
consideradas, a saber, primeiro a proposi¢do, depois a
demonstragdo. A primeira diz o que, sob certas condi¢des,
pode ser assumido ou ndo por uma coisa, a segunda, porém,
mostra como nossa razao pode pensar para trazer tais coisas.

39. Nada € absolutamente possivel, fora o ser
independente, mas tudo tem a sua propria razio de ser. Por
1Ss0, uma proposicdo exata ndo deve omitir nenhuma das
caracteristicas pelas quais ela é possivel, o que nela é
refor¢ado. Isto €, se deve assumir isso, nas coisas das quais
se reforca algo, por causa das coisas, isso deve ser reforcado.
Por exemplo, o tridngulo é a metade de um paralelogramo
quando as duas figuras tém as alturas e as bases iguais.
Agora a proposi¢do deve ser exata, assim, € necessario ela
conter, em si, a condi¢do da igualdade tanto da base como da
altura. E dessa maneira, se pode subdividir toda qualquer
proposicao em duas partes, ou seja, a condi¢do sob a qual
algo € reforcado ou negado, e a declaragdo do que aquilo,
em si, compreende, de reforcado ou negado. A primeira se
costuma chamar em latim como hipétese; a segunda, tese.
Por exemplo, na proposi¢ao estd a condicao, se um triangulo
e um paralelogramo tém mesma base e altura; mas, a
afirmacdo €: o triangulo é a metade do paralelogramo.

40. Portanto, isso me mostra em todo momento, a
condi¢cdo, em quais casos a afirmativa se encontra dada e faz
com que eu jamais possa usar a proposi¢do inadequada. E
dai se tem qualquer proposi¢do dividida em duas partes. Mas
tem que se notar aqui que, as vezes, ndo € expressa a
condicdo distinta, quando ela mesma estd contida na
definicdo da coisa. Por exemplo, quando eu digo, os trés
angulos de um triangulo somam 180 graus, nenhuma dessas
condi¢des parece estar contida na proposicdo. Mas elas sé
colocam na palavra tridngulo, sua defini¢do; assim, agora
observardo a condi¢do. A proposi¢cdo também é: se uma
figura estd delimitada por trés linhas retas, assim a soma dos
seus trés angulos € igual a 180 graus. Aqui também esta a
condic@o sob a qual alguma coisa é provada, aquela, que o
plano esta delimitado por trés linhas retas. Mesmo entdo, é
assumido da coisa o que estd contido na definicdo dela.

41. Agora a afirmativa acontece sob a condicdo de que
a proposicdo contenha somente a coisa em si. Pois leva
muito tempo para encontrar com uma coisa daquela, o que
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a condicdo, em si, contém, assim, a coisa, pertence a outra
coisa que a afirmativa refor¢a dela ou o que ndo foi dedicado
a ela. Assim, fica bem claro que com todo teorema se pode
pensar duas coisas, a outra entdo por causa da primeira, ou
ainda, que nao se pode pensar outra coisa disso, assumido
que se pensa a primeira dela. Por exemplo, quando eu tenho
o teorema — um triangulo que t€ém a mesma base e a mesma
altura de um paralelogramo, é a metade deste — assim, do
triangulo, eu penso primeiro, ele tem a mesma base e altura
que o paralelogramo; depois, ele € a metade daquele. Eu
penso o ultimo por causa do primeiro.

42. Agora, deve a proposi¢do ser correta de modo que
meus pensamentos encontrem a conexao necessiria que a
condicdo da coisa exige, ou seja, € impossivel isso cair até
mim, pensar o contrdrio do que foi afirmado na afirmativa.
Ou ainda, quando eu penso no que foi assumido na condi¢ao
colocada sobre a coisa, tem que ser impossivel, para mim,
poder pensar no que € negado da coisa nas afirmativas. A
demonstragdo agora descobre nos primeiros casos a conexao
necessaria e, nos outros, a conexao impossivel pro meu
pensamento.

43. Assim, as razdes da demonstracdo ji sdao as
defini¢cdes daquelas palavras e coisas que estdo contidas
tanto na condicdo, como na afirmagdo j& proposta, ou
deduzida por definicdes pensadas destas mesmas coisas, ou
conhecidas pela experiéncia. Porque, em matematica, agora
ndo se pode aceitar nada que ndo esteja contido nas
definicOes presumidas ou teoremas; assim, sempre se
costuma citar as definicoes e os teoremas nos quais se
baseiam as demonstragdes, em parte, colocando tudo, que as
bases aceitas nas demonstracdes t€ém a sua exatidao, em
parte, colocando aquilo que as bases ainda ndo conhecem ou
continuam esquecendo, € que se pode consultar para se
certificar da certeza daquilo.

44. Tem ainda a explicacdo das defini¢des, bases e
teoremas, dos quais a demonstracao ¢ deduzida com grandes
utilidades e acontece, consequentemente ndo sem motivo,
que em matematica se dd um nome especial para todos os
pensamentos, um para defini¢do, outro para base e teorema e
um outro ainda chamado lema. Pois se a demonstracdo da
exatiddo das proposi¢cdes deve me convencer totalmente,
assim, eu nao devo ter nenhuma dudvida sobre suas bases,
mas tenho que estar inteiramente convencido dessa certeza.
Consequentemente, as citacdes me mostram 0 que se tem
que pressupor como conhecido, daquilo, cuja certeza eu
quero veicular em cada teorema. E porque as defini¢des sdo
0s primeiros pensamentos, OS axiomas se originam
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diretamente delas, por outro lado, os teoremas sao deduzidos
delas, ou diretamente ou indiretamente. Assim, logo se
coloca na citagcdo o nome daquela certeza que repousa na
base da demonstracdo, se, se tem previamente colocado
muito ou pouco, em que ordem se comega isso, a fim de se
poder encontrar com isso a convic¢do. Sim, porque siao
especialmente truques, por meio dos quais se pode conseguir
convencer uma outra pessoa da certeza das defini¢Oes; e
também em especial da certeza dos axiomas e dos teoremas.
Assim, a0 mesmo tempo, os citados nomes das bases das
demonstracdes, me dao oportunidade para pensar na maneira
adotada para convencer uma outra pessoa das certezas das
bases assumidas nas demonstracoes.

45. O modo e maneira de se concluir, pela base
assumida, ndo sdo diferentes de como hd muito tempo tém
descrito todos os livros de logica, ou a arte da razdo. As
demonstragdes ou Demonsrationes der Mathematicorum nao
sao diferentes, como uma pilha, de deducdes compostas
segundo a arte de raciocinar. Entdo, nas deducdes se aplica
os chamados silogismos. SO que ocasionalmente ou
algumas vezes, com freqii€éncia, se omite a primeira parte
dos silogismos porque para o leitor que se esfor¢a por
refletir sobre a demonstracdo, por si mesmo, € facil imaginar
a partir das citagdes incluidas.

46. Embora para mim ndo seja dificil afirmar que
nenhuma demonstracdo possa ser efetuada de outra maneira,
a ndo ser, como quando nds pensamos segundo as regras do
silogismo que se seguem umas das outras. Assim, porque se
trata aqui somente da questdo, o que acontece, € legitimo se
referir a exemplos. Mas isso ndo tem s6 na demonstracio do
primeiro teorema dos Elementos de Euclides, por Clavius,
mas também Herlinus e Dasiopodius, em alguns desses
livros Elementorum e Henischius em toda a Aritmética,
praticam isso.

47. Os problemas tratam de coisas que devem ser
feitas e estdo divididos em trés partes, a proposi¢do, a
resolucdo e a prova. Nas proposi¢des acontece a exposicao
do que deve ser feito. As resolugdes completas contam o que
se tem que fazer, o que se tem que executar depois do outro,
com isso acontece o que se exige. Finalmente, as
demonstracdes implementam o que € prescrito na resolucao.
Assim, se deve necessariamente obter o que foi exigido nas
proposi¢des. Dessa maneira, sempre quando cada problema
deve ser demonstrado, ele se transforma em um teorema no
qual a resolucdo da as condi¢des, o teorema, porém, a
afirmativa. Isso simplesmente que dizer que, sobretudo,
quando se faz toda a resolu¢do como € necessario, acontece
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O que sao
corolarios.

Diferenciacao
entre os
corolérios.

O que sao
anotacoes.

A maneira de
ensino da
matematica é
geral.

A utilidade da
matematica.

o que se deve fazer. Consequentemente, nao € necessario
lidar em especial com problemas extensos.

48. Ocasionalmente acontece que por causa de razdes
especiais se aplica a proposi¢do a um caso especial, ou
também se deduz dela uma outra proposi¢cdo por causa de
conclusdes. Enquanto, que por causa do que estd incluido na
proposicdo da coisa, se acrescenta a ela mais alguma coisa.
Tais artes das verdades sdo chamadas coroldrios.

49. O primeiro tipo de coroldrio nao precisa de
nenhuma prova. Pois o que foi completamente provado para
todos os casos, ndo pode ser demonstrado para um. Por
exemplo, quando se prova que em todo triangulo os trés
angulos juntos sdo iguais a dois angulos retos, nao se deve
provar especialmente que em um triangulo retangulo os seus
trés angulos juntos sdo iguais a dois angulos retos. Contudo,
o outro tipo de coroldrio tem uma demonstracdo necessdria.
Pois se algo € deduzido de outras proposi¢cdes, se deve
mostrar de que modo uma € deduzida da outra. Por exemplo,
quando alguém afirma esses coroldrios dos citados teoremas,
em um tridngulo retangulo ndo se pode ter mais que um
angulo reto; assim, é necessario mostrar como esse corolario
se deduz do teorema. Isto €, como os trés angulos juntos sao
iguais a dois angulos retos, assim nao resta nada para o
terceiro, se realmente dois angulos sdo retos.

50. Finalmente, nas anota¢des que se acrescenta, tanto
como nas defini¢des, como nas bases e teoremas e também
nos exercicios, se costuma explicar o que ainda talvez ainda
nio ficou claro, a utilidade do ensino, ainda mencionar a
histéria da invengdo e o que ocorre e € util saber.

51. Aquele que reflete sobre 0 método ou maneira do
ensino explicado até agora, ha de perceber sem esfor¢co o
que deve precisar toda ciéncia quando se exige,
propriamente, conhecimento exato das coisas. Ela se chama
matemadtica e, ocasionalmente, até método geométrico ou
maneira geométrica de ensino, porque, até agora quase toda
a matemadtica, particularmente, a geometria, se serve dela da
maneira a mais atenciosa.

52. Em torno disso, porque na matemadtica se segue
mais exatamente esta maneira de ensino, Como na outra, se
exalta com isso que ela aguca a mente das pessoas, isto €, a
torna habil para entender mais profundamente e
corretamente todas as coisas que ela aprende a conhecer.
Pois, apesar de uma ldégica ou arte da razdo correta,
nenhuma das outras regras, como as que se observa na
maneira de entender, no ensino de matematica, comunica
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Quem nao é
mesmo
participante.

como se pode conceder a utilidade das forcas dos
pensamentos, mesmo que ela ainda ndo nos possa conceder
a utilidade que para ndés tem a matemadtica, se ndés a
praticamos com seriedade. Pois ela nos concede a habilidade
de praticar as regras de uma légica correta que nao é obtida
com muitos exercicios, senio com toda ferramenta da
mente.

53. Nao podem ser participantes dessa excelente
utilidade aqueles que aprendem somente alguns problemas
matematicos e outras coisas que embora possam ser uteis na
vida humana, porém, em si, ndo pertencem propriamente a
matemadtica. Como ¢ preciso tratar a matematica a fim de se
alcancar, com certeza, essa utilidade, eu tenho mostrado em
minha Ratione Praelectionum e, detalhadamente, na quinta
parte do meu Elementorum Matheseos.
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