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9 Teorema de Tales em livros-texto: que teorema escolher?

O teorema de Tales € a outra proposicao que serd utilizada nesta Tese, como
ferramenta de pesquisa. Porém, o objetivo agora ndo € partir da estrutura de
redacdo do texto e do método de prova, origindrios no modelo euclidiano e
desenvolver a investigagdo das mudangas ocorridas na demonstrac¢do, analisando
cada obra da base documental. Esse procedimento ji forneceu alguns resultados.
No entanto, os livros ainda mostram evidéncias relativas a demonstracdo, no
estudo da geometria plana, que devem ser levadas em conta, pelo seguinte motivo:
a escolha do teorema de Pitdgoras contempla um contetido tradicional da
geometria plana escolar, a semelhanca de figuras e, no livro-texto, o teorema de
Tales aparece como proposicao fundamental no estudo desse assunto.

O procedimento, agora, € partir do que os livros-textos usados no ensino
apresentam como teorema de Tales e chegar as obras histéricas. Alguns pontos
sdo mais evidentes quando se observa esse teorema nos livros: a centralidade da
proposi¢do, como mencionado acima, a incomensuralidade de grandezas e a
questdo do nome, porque teorema de Tales nomeia proposi¢des diferentes. Dai a
pergunta — qual proposi¢ao escolher?

O ultimo caso, a questdo do nome, serd o ponto de partida. A designacdo
teorema de Tales consta dos seguintes livros: Perez y Marin e Paulo, geometria
F.I.C., Roxo, Roxo, Thiré e Mello e Souza, e Sangiorgi e designa as proposicoes:

T.1. Um feixe de retas paralelas determina sobre duas transversais segmentos
proporcionais. (Sangiorgi, 1969, p. 146)

T.2. Toda parallela a um dos lados de um triangulo determina outro triangulo
semelhante ao primeiro. (Perez y Marin e Paula, s. d., p. 73)

T.3. Dois triangulos equiangulos entre si t€m os lados homdlogos proporcionaes.
(Roxo, 1931, p.293)

T.4. Dois tridngulos sdo semelhantes quando t€ém dois dngulos iguais cada um a
cada um. (Roxo, idem, p. 292)

A primeira proposi¢do consta apenas do livro de Sangiorgi, a segunda, dos

demais livros e as de nimero T.3 e T.4, apenas da obra de Roxo.
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O que dizer sobre a variedade de nomes? O que se pode afirmar é que as
diferentes proposi¢des mostram uma correlacdo de conseqii€ncia e isso deve ser
levado em conta na hora de demonstrar.

O livro de Roxo menciona Tales algumas vezes e, baseado em Smith
(1958)" o texto Thales de Mileto traz quais teoremas podem ser provavelmente
atribuidos ao antigo matematico. Ele lista seis casos:

1° Os angulos na base de um triangulo isdsceles sio iguaes.
2° Quando duas rectas se cortam, os angulos oppostos pelo vértice sdo iguaes.
3° Um triangulo fica determinado, quando se d4 um lado e os Angulos adjacentes.

4° Os lados dos triangulos eqiiidngulos entre si sdo proporcionaes. (Applicada 4
medida da altura da pyramide pela sombra).

5° Qualquer didmetro divide o circulo em duas partes iguaes.

6° O angulo subtendido pelo didmetro de um circulo em um ponto qualquer da
circunferéncia é recto. (p. 28-29)

Roxo elenca também os seguintes casos em que se usa a denominacdo
teorema de Tales, embora ndo mencione nada sobre a origem desse uso.

a) A soma dos angulos de um triangulo € igual a dois ratos ou a 180°. (p. 90)

b) Toda parallela a um dos lados de um triangulo férma com os outros dois lados
um triangulo semelhante ao primeiro. (p. 291)

c¢) Dois tridngulos equiangulos entre si tém os lados homdlogos proporcionaes. (p.
293)

Mas, sobre esse assunto, Patsopoulos e Patronis (2006) discorrem no estudo
feito a partir das referéncias ao nome de Tales em livros-texto. Segundo eles,
antes do nome emergir nos livros textos apareciam apenas os teoremas atribuidos
a Tales. Na tradug¢do do livro de Tacquet por Voulgaris (1805, p. 25) e no original
(1722, p. 20) é mencionado o caso n° 3, acima; Benjamim Lesbos (1820, p. 90 e p.
21) menciona os casos n°2 e n° 6 (idem, p. 60).

A denominagdo teorema de Tales aparece em poucos livros franceses por
volta dos anos 1880. Em 1882, Rouché e Comberousse se referem ao caso geral,
“retas paralelas determinam segmentos proporcionais sobre secantes quaisquer”, e

o nome ainda € atribuido pelo menos a dois casos particulares: o caso ¢ acima,

' O livro de Smith, History of Mathematic, tétm a seguinte edicdo original, em dois
volumes: volume I, 1* edicdo de 1923 e volume 2, 1% edi¢do de 1925.
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(Rouché, Camberousse, 1883) e a proposi¢do, “a paralela aos lados de um
triangulo divide proporcionalmente os outros dois lados”, (Combettte, 1882). A
denominacgdo se estabelece de modo geral nos livros-texto franceses a partir dos
anos 1920, em 1925 aparece no curriculo francés e no livro de geometria
descritiva de Cholet-Mineur, 1907 (idem, p. 60-61).

Patsopoulos e Patronis indicam ocorréncias do nome teorema de Tales para
o caso geral, em livros italianos de geometria analitica (Enrico, 1885, p. 34) e de
geometria projetiva (Burali-Forti, 1912, p. 92). Na Inglaterra e Estados Unidos ha
apenas referéncias as realizacOes geométricas de Thales, as quais tém origem no
livro de Smith, que também aparece como fonte no Brasil com o livro de Roxo.
Em livros-texto alemies, o nome € atribuido ao teorema listado como caso a,
acima, (Schwering, Krimphoff, 1894, p. 53). Em outros paises como Espanha,
Riissia, Bélgica o nome aparece como no caso da Franca e Itilia e na Austria,
Republica Checa e Hungria vigora o sentido usado na Alemanha. Na Grécia,
primeiro aparece o caso alemao, em 1904, mas em 1927 o uso passa a ser o dos
livros franceses (idem, p. 61).

No caso do Brasil, considerando a amostra desta Tese, o registro do nome
teorema de Tales aparece a partir de Perez y Marin e Paula. Consultando os
programas do Colégio Pedro II, no Programma de Ensino para o ano de 1915,
consta da 64“ licdo: Triangulos semelhantes. Theoremas. Theoremas de Thales
que, coincidentemente, traz também pela primeira vez a denominacdo de outro
teorema na 77% licdo: Relacoes entre superficies. Theorema de Pythagoras
(Beltrame, 2001). Pelo visto, a amostra de livros no Brasil registra vérias
ocorréncias, sendo bem diversificada.

Uma consideragdo importante que os autores do artigo fazem se relaciona
com um ponto ji exemplificado nesta Tese, com Legendre, que seguindo a
tradicdo francesa de Ramus e Arnauld (Schubring, 2003; 2004), inverte a ordem
de exposi¢ao do contetido em relacdo ao modelo euclidiano. Legendre apresenta a
semelhanca de tridngulos, quando estuda a proporcionalidade, ao contrario do que
faz Euclides: nos Elementos, o teorema de Pitdgoras € a proposi¢do 47 do Livro I
e a teoria da proporcionalidade consta, depois, no Livro V.

Considerando agora o teorema de Tales, a proporcionalidade das linhas tem
seu equivalente na proposi¢ao 2, do Livro VI dos Elementos, portanto, posterior a

teoria da proporcionalidade, ordem que em Legendre também ndo é obedecida.
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Tal inversdo ndo foi seguida em livros-texto alemaes até os anos 1920, enquanto,
na Italia, Euclides era adotado nas escolas. Mas, segundo os autores, nas primeiras
décadas do ultimo século, o nome teorema de Tales se torna comum nos livros-
texto franceses, sendo associado ao teorema do feixe de retas paralelas que foi
essencial no desenvolvimento de um ramo novo de estudo, a geometria projetiva.
Nessa época, surge também um interesse por Tales, como matematico, fato que
pode explicar o uso da nomeacdo dos teoremas (idem, p. 62-63).

Em concordancia com os autores, esta Tese também levanta um caso
semelhante, no que diz respeito 2 nomeacdo de questdes propostas em livros-
texto. Por exemplo, ao consultar os programas de ensino do Colégio Pedro II, no
ano de 1915, quando aparece o conteido teorema de Tales, o programa prevé
conteddos de geometria que devem ser seguidos de problemas e exercicios. Mas é
preciso se perguntar — o que isso significa, exatamente? — e buscar entendimento,
por exemplo, a partir do proprio livro. Porque, como se mostrou, no livro-texto

termos como esses nomeiam diferentes tipos de questdes a resolver.

9.1 Teorema de Tales: diferentes proposicoes em correlacao

O objetivo, agora, € estabelecer uma correlacdo entre duas nomeagdes que
aparecem nos livros-texto, ou seja, o caso de Sangiorgi que se diferencia dos
demais livros, inclusive do livro de Roxo. Para isso, o ponto de partida foi o fato
de que os autores Sangiorgi e Roxo destacam teoremas fundamentais quando
abordam os contetidos da geometria plana. Em Roxo o teorema do “feixe de retas
paralelas” aparece como teorema fundamental da proporcionalidade de segmentos
e em Sangiorgi € designado teorema de Tales.

O teorema de Tales em Sangiorgi,

: TEOREMA DE TALEs: Um feixe de retas paralelas determing
sébre duas transversais segmentos proporcionais.

a/lbllc; s et transversais
A-E e B_CES; me WEt

AB MN

{/31—3, BC, MN e NP sio proporcionais
T
“BCT NP



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410357/CB

231

DEMoNsTRAGZO:

Se AB e BC séo comensurdueis, entdo existe um segmento de medida

u contido um nimero p de vézes em AB e um nimero g de vézes em BC.
Vale, pois, a razdo:

1413=£<na'f1'ural' A;g—i
BC™ g \™ 18U =3

Tragando-se, pelos pontos de divisio dos segmentos AB e BC, as
retas paralelas 3s retas do feixe, elas interceptardo os segmentos MN e
NP respectivamente em segmentos congruentes entre si (pelo T. 1). Nestas

© condicles, existe um segmento de medida v, também contido p vézes
em MN e q vézes em NP, isto é, vale a razdo:

Mﬁ’-ﬂ( fioura: MN _ 3
NP T g \" T gp =3

Porta 0 14;Be—l\/!—l\{sa?lo'a's't"
ortanto, as razdes BC ¢ NP iguais, isto é:

AB _ MN
BC NP

e 0s segmentos AB, BC, MN e NP sio proporcionais. cqd

Nota: Por escapar ao conteddo déste livro, ser4 admitido sem prova o caso no
qual AB e BC sdo segmentos incomensurdveis.

Fig. 85 Teorema, Sangiorgi, p. 146

Sangiorgi ndo apresenta a prova para o caso de segmentos incomensuraveis.
E observando a cadeia dedutiva da prova, o teorema referenciado, acima, como

T.1 estabelece,
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T.1 : Se um feixe de paralelas determina segmentos congruentes sdbre
uma transversal, entdo determina sébre outra qualquer transver-
sal désse feixe segmentos também congruentes.
allbjlclid l‘ (

a A M
H{ s e t transversais £
_ — . b B ! N
| AB~ BC=~CD 11 R :\\P
* eof . D N
T { MN =~ NP ~ PQ A s }\
d D, i NQ
T \
DEMONSTRAGAO:
Afirmacbes Justificacbes
1. MR /{ AB; NS |/ BC e PT |/ CD 1. Postulado de Euclides
(... construindo)
2. Os quadrilditeros AMRB, BNSC e 2. Lados opostos paralelos dois a dois
CPTD sido paralelogramos
3. AB~ MR, BC ~NSe CD ~ PT 3. Lados opostos de um paralelogramo
sdo congruentes
4, MR ~ N§ ~ PT 4. Hipétese e propriedade transitiva da
congruéncia
5. AMRN =~ A NSP ~ A PTQ 5. Caso A.L.A. (por qué?)
6. MN >~ NP ~ PQ 6. Lados correspondentes de tridngulos
. congruentes
c.qd.

Fig. 86 Teorema, Sangiorgi, p. 145

As justificativas do teorema acima constam no livro da 3* série. Mas
Sangiorgi apresenta o teorema de Tales no triangulo. Com, T.2, o teorema de
Tales, Sangiorgi conclui o teorema de Tales no tridngulo, ou seja, um caso

particular do primeiro.

4. Tales no tridngulo . . . T |

T.3 : Téda paralela a um lado de um tridngulo determina sébre os outros
dois lados segmentos proporcionais.

H [ DE // BC

AD _ AE
DB~ EC
DEMONSTRAGAO:

Tragando pelo vértice A: a // BC, obtemos juntamente com EE /| BC
um feixe de paralelas tal que:

AD AE
DB — EC (Tales)

c.q.d.

Fig. 87 Teorema, Sangiorgi, p. 150
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Mas o teorema fundamental da semelhanga de tridngulos em Sangiorgi € o

teorema de Tales nos outros autores e, assim, a correlagdo se estabelece.

8. Teorema fundamental sébre tridngulos semelhantes

%’f.s ‘ Se uma reta paralela a um dos lados de um tridngulo intercepta
— os outros dois lados (ndo pelo vértice comum!), entdo o tridngulo
que ela determina é semelhante ao primeiro.

H{A ABC |DE|/BC, DE AB, D= A e D= B
T{A ADE ~ A ABC

DEMONSTRACAO:
Afirmacoes Justificagbes
— -~ AD AE . ’
1. DEABeDE//BCﬁZ—B=R. 1. Hipétese e T.3
2. AA, D~BeEx~( 2. Propriedade reflexiva da congruéncia
e dngulos correspondentes em retas [/s
3. FC BCe EF(| AB AE _ BF 3. C Go e T.3
. = Z¢= Be . Construgdo e T.
4. BF ~DE ‘—}%: %% 4. Lados opostos do paralelogramo
DBFE e de 3
AD AE DE
S’A_B_EzTB'C_J 5. Del1e3
6. A ADE ~ A ABC : 6. De2e 5
c.q.d.

Fig. 88 Teorema, Sangiorgi, p. 159

O encadeamento de proposi¢des acima mostra que a semelhanca dos
tridngulos € verificada pela proporcionalidade dos lados correspondentes, que por
sua vez se verifica a partir da correspondéncia lados e angulos, atendendo a
defini¢do.

A incomensuralidade estd implicita na proporcionalidade dos lados
correspondentes que serd a razdo de semelhanca dos dois tridngulos. E assim, a
forma determinada pelos angulos se conserva e, a época de Euclides, os
segmentos incomensurdveis podiam ser descritos com as razdes e comparados
com o uso do método da redug@o ao absurdo. E como se verd, no préximo item,
esse nao € o método usado no livro-texto, mas sim o método dos indivisiveis. Essa
questdo ja foi discutida na Parte I desta Tese, com o autor Legendre.

Nos demais livros, a proposicdo acima que consta de Sangiorgi como

teorema fundamental da semelhanca de tridngulos, é chamada de teorema de
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Tales. Note, na demonstracdo do teorema, acima, o encadeamento procurado: pelo
teorema T.3, estd garantida a proporcionalidade dos segmentos e T3 € concluido a
partir de T.1, o teorema de Tales, em Sangiorgi.

A abordagem de Sangiorgi exemplifica um desenvolvimento do estudo
dedutivo da semelhanca de tridngulos em livros destinados ao ensino-
aprendizagem na escola fundamental, sendo necessario considerar dois volumes
da colecdo, o livro da 4? série e o da 3* série. O Capitulo 3: Semelhanca, do livro
da 4* série, tem inicio com o estudo da razdo e propor¢ao de segmentos e o autor
apenas menciona a incomensuralidade, sem sistematizar esse caso.

Em sintese, a tabela abaixo mostra as trés proposi¢des nomeadas teorema de
Tales e como elas sdo usadas nos livros-texto, considerando os autores Roxo

(1931) e Sangiorgi (1960),

Aut Teoremas
utores

Tfp TAs Tsp
Sangiorgi teorema fundamental teorema de Tales no

teorema de Tales A A
(1960) dos tridngulos tridngulo
Roxo teorema fundamental | teorema de Tales f:gferlf;tlcular do
(1931) da semelhanca (nos outros livros também)
fundamental

Tg: Um feixe de paralelas determina sobre duas transversais segmentos
prOPOI‘CiOHaiS. (Tfp (feixe de paralelas))

Tsp: Toda paralela a um lado de um tridngulo determina sobre os outros dois
lados segmentos proporcionais. (Tsp (segmentos proporcionais))

Tas: Toda paralela a um dos lados de um tridangulo determina um segundo
triangulo semelhante ao primeiro. (Tas @iangulos semelhantes))
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9.2 A demonstracao do teorema de Tales ou teorema fundamental
dos triangulos nos livros-texto

Ja foi visto que o teorema fundamental sobre tridngulos em Sangiorgi,
apresentado um pouco acima, € o teorema de Tales nos outros livros. Inicialmente,

serd apresentada a demonstracao em Roxo,

268. Theorema. — Toda parallela a um dos lados
de um triangulo férma com os oulros dois Iaq'os um
triangulo semelhante o primeiro.

Hypothese: 0 & ABC e a recta DE // ao lado BC
(fig. 195).
These: & ADE <> A ABC.
A

Fig. 195

Marcha: Mostra-se que os dois 4 tém os A iguaes
e os lados homologos proporcionaes.

Demonstracéio:

(1O A 4 é commum aos
dois A.
2) AND=AB, AE= A C. (2) Correspondentes
das //s DE e BC com
_ as trans, AB e AC.

AD _ AE 3) Theor. 252.

(3 A8 = Aic 3)

(4) Trace DF // AC; DEFC ¢ (4) Porque ?
' um £ e FC = DE.

5y £C _ 4D (5) Sendo DF // AC
BC AB divide os outros dois
lados na mesma razdo.

5 = (6) Substituindo FC
BC AB C por seu igual DE.

LS .
) Conclusio: os & ADE e ABC tém os A iguaes e 08
ados homologos proporcionaes e sio semelhantes.

Fig. 89 Teorema, Roxo, p. 291-192


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0410357/CB

236

O livro de Roxo, Thiré e Mello e Souza apresenta a seguinte demonstragao,

TroreMA pE TarLes. Toda paralela a um dos lados de um
triangulo forma, com os outros dois lados, um sequndo trian-
gulo semelhante ao primeiro.

a Seja ABC um tridngulo qualquer.
Tracemos DE paralela ao lado BC.
Vamos provar que O0s tl‘iflﬂgl‘llOS
ABC e ADE sio semelhantes. Para 1sso
precisamos mostrar que ¢sses tI’i.i‘lH{.’,l.l]OS
tém os Angulos respectivamente iguais e

) 3
- os lados homologos proporeionais.

o ¢ O angulo A ¢ comum.

Os angulos D e B sdo iguais por serem- correspondentes
de paralelas; a mesma cousa acontece em relacao aos angulos
CelL. :

O fato de ser DE paralela ao lado BC permite-nos escrever,
de acordo com o n.” 10 :

AB _ AC _ BC

AD  AE  DE

Logo os tridngulos tém os lados proporcionais e, como tém
tamhém os angulos respectivamente iguais, sao semelhantes.

Fig. 90 Teorema, Roxo, Thiré e Mello e Souza, p. 223-224.

A demonstragdo do teorema de Tales nos Elementos de Geometria F.1.C.,

Theorema de Thales.

221. Toda parallela a um lado d'um triangulo determina um
segundo triangulo semelhante ao primeiro.

Seja ABC um triangulo qualquer, e DE uma
parallela ao lado BC. Prova-se que os dois tri-
angulos ADE e ABC tém os angulos respectiva-
mente iguaes, e os lados homologos proporcio-
naes.

t* O angulo A é commum; os angulos D e B
830 iguaes por serem correspondentes, assim
como E e C.

2° Tracemos DF parallela a AC. A figura DECF & um parall#
logrammo, e assim DE=FC (n° 100). Por causa das parallelas
DE e BC temos (n® 213}; AD = AE
AB AC
As parallelas DF e AC dao igualmente :
AD _FCou DE AD _AE _DE

E_———BC donde;\—ﬁ:A—C=ﬁLogo...

Fig. 91 Teorema, Geometria F.I.C., p. 93-94
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Finalizando, a demonstracdo em Perez y Marin e Paula,

THEOREMA DE THALES (*).

138. Toda parallela a um dos lados de wm trian-
gulo determina outro triangulo semelhante ao pri-
meiro (fig. 97).

Hyp.: A'B é parallela ao lado 4 B.

C Tuese: O triangulo 4’ B"(- é se-
melhante ao triangulo 4 B(. :

DeEmoNsTRACRO:- Os angulos dos
dois triangulos sdo respectivamente
eguaes, porque € é commum, e 4.= A’,
B =B, como correspondentes; e, quan-
to 4 proporcionalidade dos lados, tem-
se, tirando b B’ parallela a AC: .

AC _BC  BC __ 4B
A'C B'C BC Ab=A'B
AC BC AB . o '
Logo, =~ =-—-—-=-"~-"- e os triangulos sio seme-
4'C BC 4'B
lhantes.
(*) TuarLes (— VI sec.), celebre philosopho grego, que péde
Jser considerado o pae da Geometria e da Astronomia.

Fig. 92 Teorema, Perez y Marin e Paula, p. 78-79

O que se pode concluir a partir dos livros-texto € que as diferentes
proposicdes nomeadas teorema de Tales se correlacionam e tratam de
propriedades béasicas da semelhanca de figuras, em particular da semelhanca de

tridngulos. Adiante esse aspecto volta a ser explorado.
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9.3 A incomensuralidade em demonstracoes dos livros-texto

O teorema de Tales em Sangiorgi, na abordagem de Roxo é um teorema
fundamental da semelhanca de figuras e a proposicdo envolve as grandezas

comensuraveis e incomensuraveis. Veja a demonstracido de Roxo.

251. Theorema fundamental. — Varias rectas pa-
rallelas interceptam, sobre secantes quaesquer, segmen-
los proporcionaes.

Hypothese: varias rectas parallelas determinam,
sobre uma secante AD (fig. 187), os pontos 4, B, ¢, D;
¢ respectivamente sobre ouftra secante qualquer A'D
0s pontos A’, B, ¢/, D’.

These: os segmentos interceptados sobre AD sao

. ’ 7 .
bProporcionaes aos segmentos determinados sobre A’D';
AB cD )

assim, por exemplo: S el
Demonstracio:
10 caso. — AB ¢ ;D sdao comnmensuravels.

Fig. 187

(1Y AB ¢ CGD sio com-

Ima unidade commum esla :
(l) l ma mensuravets,

contida exactamenle m ve-
zes em AB e n vezes em
CD (na fig. 187: m =,
n=3).
D n (2) N, 197, 20,
9) Pnlio 22 =
(2) Enlao B m
(3) Em cada um dos pontos de
divisio de AC tracemos
uma parallela a DI,

(4) Estas parallelas inlerceptam (4) N. 197
partes iguaes sobre Al

(5) A’B’ fica dividido em m, par-
tes iguaes e €’D" em n par-
les iguaes,

.oy n (6) Porque ?
© = T =
CDh o'y (7) Porque ?

(D e 35 = 75
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P caso. — AB ¢ CD s@io incommensuraveis,

Fig. 188

N 1
(1) -~ (nu rig. 188,) de AB
nao esta contida um nu-
mero exacto de vezes el
CD; cabe n (na fig. 188, 5 //
3 vezes{‘/ mas ndo cabe /1 /,
n-+4+1v .zes} em CD.
. CD n < d
2) Entio - =——, 2 menos dc
(2) Entio 5 —, A
1

m

. f.

(3) Procedendo como em’(3,)rd0
caso precedente, _A B’ fica
dividido em m (5 no casc.»
da fig. 188) partes iguacs;
L de A’B’ caberi mais de
m 1'

n vezes ¢ menos de n +

vezes em CIY.
c'y n
j0 — = — a menos de 4) N. 198.
(4) Entio 77 = — (

1
ol 2 f.

1 - .
(5) -~ o valor a menos de w (5) Axiomn.

cp , .
de —+ € igual ao valor a
Yald o ld

1 C
menos de o de T qual-

quer que seja m.
D’ l . )
(6) %% = 5‘1'3' (6) N. 196.

Fig. 93 Demonstragéo, Roxo, p. 275-277

Enquanto Sangiorgi considera o tema incomensurdvel fora do alcance dos
conteddos abordados, em Perez y Marin e Paula e na geometria F.I.C. esse caso
nao € mencionado; Roxo, Thiré e Mello e Souza explicam que se pode admitir a
relacdo como verdadeira e Roxo € o tnico autor que demonstra os dois casos.

Mas, o teorema que Sangiorgi nomeou Tales no tridngulo, nos livros de
Perez y Marin e Paula e nos Elementos de geometria F.1.C é demonstrado para os

dois casos. Na geometria F.I.C., a demonstra¢do é como a seguir,
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Theorema.

242. Toda parallela a um lado de um triangulo divide na mesma
razdo os outros dots lados.

Seja ABC um triangulo qualquer, e seja DE uma parallela ao
lado BC. Resta provar que

AD AE
DB~ EC
Bupponhamos primciramente que os segmentos AD e DB te-

aham uma medida commum, a qual seja contida, por exeniplo,
7vezes em AD e 3 vezes em BD; teremos:
AD 7
DB~ 3
8e por todos os pontos de divisdo de AB,
tiram-se parallelas a BC, a recta AC fica
dividida em 10 partes iguacs, das quaes
7 sobre AE e 3 sobre EC (n° 210); pode-
1108 pois escrever

AE—-7 (quen ia-A—D—“-'AJJ ‘ i v
E—G__éeporwnse{u c DB — EC Fig. 157.

Como se péde repetir a demonsiragao, por mais pequena (ue
seja a medida commum entre AD e BD, o theorema ¢ verdadeiro
em todos os casos. — Lowo toda a parallels a um lado... *.

Fig. 94 Teorema, Geometria F.I.C., p. 88-89

O asterisco no final da demonstragdo, acima, indica a nota referida no

teorema n° 144, sobre arcos,

* Para demonstrar o theorema nos casos em que 0S arcos sdo incom-
mensurapeis, transporta-se o pequeno angulo DOE sobre 0 grande DOF, ¢
suppée-se o arcc DF dividido em um numero qualquer
n de partes iguaes. O ponto E se acha entre dois pon-
tos de divisdo, por exemplo, entre o m* e o ponto se-
guinte, marcado m+-1.

Temos por conseguinte :

m _arco DE _m-1
7 arco DF n

Se unirmos cada ponto de divisao ao ponto O, 0 angulo DOE ,osté divi-
dido em n partes iguaes, e 0 angulo DpE & maior do gue m d'esses an-
gulos parciaes, e menor do que m+4-1 d’esses mesmos angulos

. m _angulo DOE m+1
Temos pois : T < angulo DOF n

0

m m+1 m 1.
0 - — 4 ~differem de
Em ambos 08 Cca#08, 88 razoes extremas - e " ou ~ + ndm

%/u; por conseguinte, se dividirmoa DE em grande numero de partes iguaes,

a differenca '/a podendo tornar-se tio pequena quanto se queira, tende pars
77ro, 2 em todos 0s casos temos a proporcio

angulo DO arco DE

angulo DOF ~ arco DF

Fig. 95 Teorema, Geometria F.I.C., p. 49-50
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Perez y Marin e Paula também provam os dois casos,

Hyp.: DE é parallela a B
T AD AL
ST B T RC

mensuraveis.

g a 4 oo, _AE 2

i€

EC 3.

s ar A4
terminarem sobre A’ B’ s partes 4" Dy
e I'B Icommensuraveis, podemos
dividir uma dellas, A’y por exem-
plo, num certo numero de partes
eguaes. Levemos uma dessas partes
-sobre D'B e supponhamos que o
ultimo ponto de divisio é B’; tiran-
-do a parallela B" (" a B C’, o trian-
gulo 4’ B” " estari comprehendido no
1.0 caso, e teremos, por conseguinte:

A'D A E'

.DIBII EI O”
Como as. p
podem tornar-se

- DEMONSTRAGRO: Consideremos os casox: 17, e que
as partes 4D ¢ DB sio commen-
suraveis; 2., em que sio incom-

L. caso: Supponhamos que a
maior medida commum entre 4D
e DB csta contida, por exemplo,
duas vezes em 4D e tres vezes
em DB; temos, pois:

AD 2
—— (1).
DB 3
Ve %0 . Si tirarmos pelos pontos de di-

; visdo parallelas a B C, essas paral-
lelas determinardo sobre 4 C partes tambem eguaes (124);

=2 9.

20 caso: Si as parallelas VB o B (v (fig. 91) de

artes eguaes em que foi dividida A'D
muito pequenas, o ponto B” péde apro-

%]

Fig. 91

e de B tanto quanto se queira: logo, permane-
ndo as duas razdes variaveis da ultima proporcio, con-
ntemente eguaes, seus limites tambem serdo eguaes.

teremos, portanto:
AD AE

BB

= -, como se queria demonstrar,

Fig. 96 Teorema, Perez y Marin e Paula, p. 67-69

241

Em Legendre esse teorema consta do Livro Ill, Proporgoes de figuras. O

autor niao menciona a incomensuralidade,

demonstragdes das obras historicas.

como acontece nas

outras
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PROPOSIGLAO XV.
THI‘OR'EMA-

) > e .
A linka DE, ( fig-114. ) tirada .parﬂlda_@a;mg
é bafe de hum. Irianguld._ABC ,. divide -os Jados
AB, AC , &rapor:iana!mzn{c , de forte que temos
AD: DB::AE: EC. Co SR
Ajuntem-fe BE ¢ DC ; os_dois triangulos BDE ,
DEC, tem a melma bafe DE; tambem tem a
mefma altura , porque os vertices B e C eftdo fi-
tuados fobre huma parallela a bafe. Logo eftes
triangulos sio equivalentes (2) . T
%)s triangulos ADE , BDE, que tem o vertice
commum E, tem a meflma altura, e eftio entre i
camo as fuas bafes ‘AD, DB (6.), aflim temos,
ADE:BDE:: AD:DB. . )
Os triangulos ADE, DEC, que tem o vertice fig. 114
commura D, tem igualmente a mefma altura, e ef-
130 cntre- fi como as fuas bafes AE, EC; .logo
' -"ADE: DEC :: AE: EC. -
Mas o triangulo BDE — DEC; logo, por
caufa da razie commum netas duas propon;f‘):s,‘

concluiremos AD: DB : ~AE : EC.

a - . w

Fig. 97 Teorema, Legendre, p. 77-78

Em Hérigone o que foi designado como teorema de Tales no tridngulo,

corresponde a proposicao 2 do Livro VI, seguindo a ordem dos Elementos.

. THEOR.IL PROPOS.IL

'Siad vnum triangulilatus paralleladucta fuerit
reéta quazdam linea ,hzc proportionaliter {ecabiy
ipfins trianguli laterd. Ec {i trianguli latera pro-
portionaliterfecta fuerint, gua: ad {eGtiones adiun|
|@a fuerit rectalinea,, erit ad reliquumipfius eriand
gulilarus parallela: o
| Sialwn descoftex d'vn triangle on menc quelque li)
gne droicte parallele ; elle conppera les coftez an 1riangl
proportionellement : Ei files coftex. font. couppez. propor
Fionellement,, la ligne droicte conioignant les poincts des)
(etions ; fera parallele & I ansre cofte du triangle. ‘
"} Hyporh.r. - e
“labeeftn, o =
Cedde==be.
b Req.w.demonfir. -
" lad7wdb 2|2 ae wec. R
- Prepar. T U T iy
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T~ "Erewm. EvcLip. L1 VI 257
ipr |cd ¢ be fnr—. ad 7= db 2]z aewéc,
Demonflr. Req. . demonfir.
. tde == bc, "~ 1de == bc.
i1 1 Adeb 2] Adec, Demontr.
ad =| db, . {baden|Adbe,
6 |paden| Adbe, [-¢ ad «=| db,
@75 |padex| Dedc, (b | ae 7| ae,
i 6 ae = ‘ec, 16 Aaden|Aecd,
rontlad rdb 2|t aewec.| i Dade = |Adbe,
‘ f{)‘/Porh. 2. e | dade | Decd.

Fig. 98 Teorema, Hérigone, p. 256-257

A seguir a explicagdo da notacdo usada no teorema acima,

adxbe . 5q¢ perpendicular a bc
ad 7| db: ad estd para db
ad zdb 212 ac wec : ad estd para db assim como ae estd para ec

O teorema de Tales no triangulo, nos Elementos de Euclides tem o seguinte

desenvolvimento,

PROPOSICAO 2, Livro VI dos Elementos de Euclides

Se uma linha reta for tracada paralela a um dos lados de um tridngulo, ela
cortard os lados do tridngulo proporcionalmente. E se os lados do
tridngulo forem cortados proporcionalmente, a linha que une os pontos da
secdo serd paralela aos outros lados do tridngulo.

Pois seja DE tragcada paralela a BC, um dos lados A

do tridngulo ABC.

Eu digo que, assim como BD estd para DA, CE

estd para EA.

Pois sejam BE e CD unidas. D £

1%, parte B .
Portanto, o tridngulo BDE ¢ igual ao tridngulo -

CDE, pois eles estdo sob a mesma base DE e as

mesmas paralela DE, BC. [I, 38]

E o tridngulo ADE ¢ outra érea.

Mas iguais tém a mesma razdo entre si. [V, 7]

Portanto, o tridngulo BDE estd para o tridngulo ADE assim como o
tridngulo CDE est4 para o tridngulo ADE.

Mas, assim como o tridngulo BDE estd para ADE, BD estd para DA, pois
estando sobre a mesma altura, a perpendicular tragada de E até AB, eles
estdo um para o outro como as suas bases. [[VI, I]
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2% parte

Também, pela mesma razdo, como o tridngulo CDE estd para ADE, assim
CEestiEA. [V, 1I]

Outra vez, sejam os lados AB, AC do tridngulo ABC, cortados
proporcionalmente de modo que, assim como BD estd para DA, CE estd
para EA.

E sejam unidos D, E.

Eu digo que DE é paralelo a BC.

Pois, com a mesma construcio, desde que BD estd para DA, assim CE esta
para EA. Mas como BD estd para DA, também o tridngulo BDE esta para o
tridngulo ADE.

E assim como CE estd para EA, o tridngulo BDE estd para o tridngulo
ADE, e como CE esta para EA, o tridngulo CDE est4 para o tridngulo ADE.
[V, 1]

Portanto, também como o tridngulo BDE estd para o tridingulo ADE, assim
o tridngulo CDE esta para o Tridngulo ADE.

Portanto, cada um dos tridngulos BDE, CDE estdo na mesma razdo para
com ADE.

Portanto, o tridngulo BDE ¢ igual ao tridngulo CDE e eles estdo sobre a
mesma base DE. [V, 9]

Mas, tridngulos que estdo sobre a mesma base também estdo sobre as
mesmas paralelas.

Portanto, DE ¢ paralela a BC.

Portanto, etc. Q.E.D.

Fig. 99 Teorema, Elementos de Euclides, p. 194-195

Observe, no teorema acima, que [I, 38] é a proposicdo de entrada que
confirma a igualdade dos dois tridngulos: o tridangulo BDE € igual ao triangulo
CDE, pois eles estdo sob a mesma base DE e entre as mesmas paralelas DE, BC.
Mas, na prova do teorema de Pitdgoras pelo método da equivaléncia de areas, nos
Elementos, a proposicao [I, 41] é um dos passos dedutivos da demonstracdo que
leva a conclusao do teorema, ao estabelecer: o paralelogramo € o dobro do
tridngulo porque t€ém a mesma base e estdo entre as mesmas paralelas. Essas duas
proposi¢des pertencem ao grupo de teoremas do Livro I dos Elementos que tratam
da transformacgdo e comparacao de areas de paralelogramos e tridngulos.

Por outro lado, quando o teorema de Pitdgoras é demonstrado com base na
semelhanca de figuras, fica explicito que na base da prova estd a razdo dos
segmentos que representam os lados do tridngulo, que, nesse caso € a razdo de
semelhanga dos tridngulos. Ou seja, a proporcionalidade é o fator determinante
como bem explicou Legendre, “o quadrado da hipotenusa é uma conseqiiéncia da
proporcionalidade dos lados nos tridngulos eqiiidngulos e, assim, as proposi¢oes

fundamentais da Geometria se reduzam, por assim, dizer, a esta sO, que o0s
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tridngulos eqiiidangulos tém os seus lados homoélogos proporcionais” (1808, p. 85).
Chega-se assim as relagdes métricas em tridngulos quaisquer, conteido presente
na escola bésica e nos livros-texto dos dias atuais.

A idéia de medida permite trazer reflexdes importantes associadas ao
teorema de Tales. A experi€ncia aritmético-geométrica que estd na base da ci€ncia
da medida se manifesta de forma caracteristica no teorema de Tales. Brunschvicg

(1922) diz que € conveniente considerar como isso acontece:

Unindo dois pontos sobre os dois lados BO, CO tk’f

de um angulo, se desloca paralelamente e no 5;__"_;;:,

sentido do vértice O do angulo o segmento o d

tracado, de modo a obter uma série de e fi‘s

segmentos, os menores possiveis (fig. 13). o —D !
i i

A posicdo ocupada por esses segmentos ¢y ‘

{
I |
determina os pontos By,..., By, obtidos por uma o y { :'!
divisdo da linha OB em sete partes equivalentes. /f".hi ! : f
Sobre o outro lado OC do angulo, sao SR, -
® BB ARRR B

determinados sete segmentos, OCyy,..., C,Cy;
que sdo equivalentes entre si.

Tracando de cada um desses pontos Cy;, Cy, etc., uma paralela a OB, é formada
uma série de paralelogramos cujos lados sdo respectivamente iguais, e uma série de
tridngulos OBy/Cy;, etc. Ora, esses tridngulos podem todos ser superpostos,
bastando para isso uma dupla translacdo retilinea para que os lados dos tridngulos
coincidam com as dire¢des do dngulo OCyBy.

Mas, os lados Cy Dy, etc, sdo todos iguais ao lado OBy, etc., porque € do ponto O
e do ponto B que partiram as dire¢des dos lados que se superpdem aos lados dos
angulos OCyByr. Entdo € inevitdvel que o terceiro angulo coincida.

No6s podemos tomar sobre cada uma das retas OB, OC um segmento
correspondente a0 nimero de divisdes que se queira e medir a razdo desse
segmento com o total. Por exemplo, se nés temos,

B[[[ O =i

BO 17
nés teremos CuO_4
co 17

(p. 507-508)

Nesse ponto, se pode apreender a virada que transformou a idéia de

matemadtica, porque a propor¢do de ordem geométrica que se estabelece por
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intermédio das medidas numéricas, ultrapassa o quadro das operagdes feitas sobre
os ndmeros inteiros ou fraciondrios e, por conseguinte, o quadro da aritmética
propriamente dita. Obtém-se a propor¢ao,

CnO _ Q
B,0 BO

lque exprime a proporcionalidade dos lados OC e OCp;, OB e OBy nos dois
triangulos COB, Cy;OByy, que € independente de uma medida comum entre CO e
BO, pela prépria construcdo da figura em que ndo se impds qualquer restricao as
posicdes da linha CO em torno de O, ou do segmento BC tracado entre um ponto
BO e um ponto CO (idem, p. 508).

Assim, os obstdculos que poderia apresentar a expressio numérica das
grandezas, que pareceram insuperdveis durante séculos aos matemadticos, tém no
estabelecimento geométrico dessas razdes uma base suficiente para a constitui¢ao
de uma métrica universal ou, segundo a terminologia de Newton, de uma
aritmética universal, “tudo o que se refere a unidade como uma linha reta para
uma outra reta se chama ndmero” (Wolff, Elementa aritmeticae, 1743, p. 18, cf.
Brunschvicg, p. 509). E, a aritmética universal implicada na teoria euclidiana das
proporcoes toma a forma de uma édlgebra e, segundo Brunschvicg,

z

A equacdo da linha reta, escreve Cournot, é apenas a expressdo algébrica do
teorema de Tales, sobre a proporcionalidade dos lados nos tridngulos equidngulos,
teorema cuja inven¢do ou enunciagdo formal marca o comego da geometria e de
toda a ciéncia exata” (idem, p. 509).

No entanto, Brunschvicg amplia a discussdo sobre a proporcionalidade
traduzida pelo teorema de Tales, quando afirma,

o que faz o interesse capital da teoria da proporcionalidade nao € apenas ela ser um
instrumento para a comparacdo de grandezas em geral, mas que ela ainda pde em
evidéncia uma fun¢do do pensamento humano em geral. O esforco elementar da
inteligéncia consiste em determinar uma razio entre os termos introduzidos pela
intuicdo ou ja isolados pela andlise. Assim, a extensdo do sistema da inteligéncia
consistird em compreender, depois, um par de relacdes que jd parecia adequado aos
termos dados. (idem, p. 509)

Mas tudo isso diz respeito a interacdo entre intuitivo e intelectual, na
constituicdo do estudo da geometria plana ou a n dimensdes, isto é, refere-se a
constituicdo do espaco. Segundo Brunschvicg, o espago tem sua raiz na
experiéncia e tem sua conclusdo na razao intelectual e marca o mais alto grau de

poder criativo que o homem foi capaz de conceber e de exercer.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB




